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Vorwort 


Von 1974 bis 1979 batte ich an der Friedrich-Schiller-Universität in Jena die 
sicherlich nicht alltägliche Gelegenheit, einen durchgehenden 10semestrigen Kurs 
für Mathematikstudenten zu lesen. Entsprechend dem Studienplan hatten diese 
Vorlesungen verschiedene Namen (Differential- und Integralrechnung, gewöhn- 
liche Differentialgleichungen usw.), Inhalt und Zielstellung werden aber wohl am 
besten durch „Analysis und mathematische Physik“ ausgedrückt. Das Buch ist 
das erweiterte Skelett dieses Kurses. Skelett insofern, als auf Beweise weitgehend 
verzichtet wurde (im Gegensatz zu großen Teilen der Vorlesung). Andererseits 
wurden die Kapitel 27, 32 und 33 nachträglich eingefügt. 

Das Ziel des Kurses ist klar, wenn man einen Blick in das Inhaltsverzeichnis 
dieses Buches wirft: Einerseits hat die Mathematik großartige, elegante, in sich 
geschlossene Theorien entwickelt, die keiner weiteren Rechtfertigung bedürfen. 
Andererseits sind es oft gerade die schönsten dieser Theorien, die zugleich das 
Fundament bilden, auf dem klassische und moderne theoretische Physik ruhen. 
Es war das Ziel, nicht nur diese Fundamente zu beschreiben, sondern auch einen 
Eindruck von den Gebäuden zu vermitteln, die über ihnen errichtet; werden können. 
Getreu dem Hilbertschen Ideal werden hierbei mathematische Theorien und ihre 
physikalischen Interpretationen und Anwendungen säuberlich getrennt. 

Das Buch wendet sich an Mathematiker, Physiker und Studenten der Mathema- 
tik und der Physik. Insbesondere die Mathematikkapitel sind so abgefaßt, daß 
sie auch als Nachschlagewerk dienen können. Mathematiker finden die Darstellung 
von Prinzipien der klassischen und modernen theoretischen Physik in einer ihnen 
geläufigen Sprache. Durch die zusammenfassende Beschreibung einiger mathema- 
tischer Grundlagen klassischer und moderner theoretischer Physik hofft das Buch, 
auch für Physiker nützlich zu sein. 

In jüngster Zeit hat eine Wiederannäherung zwischen theoretischer Physik 
und Mathematik stattgefunden. Das Buch möchte für diesen Trend werben: bei 
Mathematikern und Physikern, insbesondere aber bei den Studenten beider 
Richtungen. 

Nachdem gesagt wurde, was das Buch eventuell leisten kann, soll noch erwähnt 
werden, wozu es nicht in der Lage ist. Es ist weder ein Lehrbuch, noch eine Samm- 
lung kurzer Monographien. Einem Mathematikstudenten bleibt es nicht erspart, 
sich in entsprechenden Lehrbüchern Zeile für Zeile durch die Beweise jener Sätze 
zu kämpfen, die hier nur formuliert und kommentiert werden. Manche Passagen 
dieses Buches erfüllen ihren Zweck, wenn sie den Appetit anregen. Weiterführende 
Details und Beweise müssen in der angegebenen Literatur nachgelesen werden. 

Auf eine Eigenheit soll noch hingewiesen werden, die damit zusammenhängt, 
daß auch ein 10semestriger Kurs methodische Rücksichten zu nehmen hat. (Die 
Vorlesungen waren bis zum 5. Semester, dem entspricht Kap. 19, obligatorisch 
für alle Studenten des betreffenden Studienjahres, später nur noch für die Analysis- 
spezialisten. Der Schluß war fakultativ.) Manche Gegenstände erscheinen mehrfach 
in sich steigernden Abstraktionsstufen. Hier ein Beispiel: Kap. 19 enthält die klassi- 
schen Grundlagen der Theorie der partiellen Differentialgleichungen, ohne Schnör- 
kel und modernes Beiwerk. Wer mehr wissen will, muß auch mehr investieren! 
Nachdem die Theorie der Distributionen dargelegt wurde, werden auf dieser 
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Grundlage in Kap.23 nochmals partielle Differentialgleichungen behandelt. 
Schließlich wird die Wellengleichung in gekrümmten Raum-Zeiten in Kap. 33 
untersucht. Die Basis hierfür sind die vorangehenden Geometriekapitel 29 und 32. 
Ein Blick in das Inhaltsverzeichnis zeigt, daß es weitere Ketten dieser Art gibt, 
so etwa die stufenweise Entwicklung des Integralbegriffs oder die Kapitel über 
Tensoren, Formen und Differentialgeometrie. Es war ein Prinzip dieses Kurses, 
einerseits die dargestellten Gebiete der Mathematik exakt und (nach Möglichkeit) 
lückenlos zu entwickeln, andererseits aber nur jenen Allgemeinheitsgrad anzu- 
streben, der zum Verständnis der nachfolgenden Physikkapitel unbedingt not- 
wendig ist. Mitunter wird inhaltlichen (anschaulichen bildhaft-geometrischen) 
Argumenten der Vorzug vor formal-logischen Schlüssen gegeben. Das ist nicht nur 
eine Zeit- und Platzfrage, sondern auch eine Angelegenheit des persönlichen Ge- 
schmacks. 

Der Kurs überstreicht ein relativ weites Feld, und es ist fast selbstverständlich, 
daß der Verfasser an vielen Stellen keine Darstellungen aus eigener Kraft hat geben 
können, die Anspruch auf Orginalität erheben könnten. Viele Kapitel sind die auf- 
bereitete Wiedergabe entsprechender Monographien. Das beginnt bereits mit den 
Kapiteln 13 und 14, die in enger Anlehnung an P. R. Halmos ([15]) gelesen und 
geschrieben wurden. Weitere Beispiele sind Kap. 32/33 (F. G. Friedlander, [9]), 
Kap. 34 (Y.-C. Lu, [27]) und Kap. 28 ([43]). 

Am Ende des Buches findet man Literaturangaben und Literaturhinweise. Sie 
dienen als Quellenangaben, aber auch als Empfehlungen für weitere Vertiefungen. 
Die Bücher ab Nunmer [53] und die diesbezüglichen Stellen im Text wurden erst 
später eingefügt. 

Schließlich möchte ich der Teubner Verlagsgesellschaft in Leipzig und ins- 
besondere Frau Ziegler für harmonische Zusammenarbeit danken. 


Jena, Herbst 1979 Hans 'Triebel 
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Du mußt verstehn! so sagt die Hex’, 


Aus Eins mach Zehn, mach Sieben und Acht, 
und Zwei laß gehn, so ist's vollbracht: 

und Drei mach gleich, Und Neun ist Eins, 

so bist Du reich. und Zehn ist keins. 
Verlier die Vier! Das ist das Hexen- 
Aus Fünf und Sechs, Einmaleins. 


(Goethe, Faust I) 


1. Zahlen und Räume 


1.1. Reelle Zahlen 
1.1.1.  Zahlsysteme 


Die reellen Zahlen sind aus der Schule bekannt! Hier ein paar Bezeichnungen, 
die wir später ständig benötigen. 
Natürliche Zahlen: 1, 2, 3,... 
Ganze Zahlen: 0, 1, —1, 2, —2,3, -3,... 


! n P . 
Rationale Zahlen: r=—, wobei » und m ganze Zahlen sind, m=0, 
m 


Reelle Zahlen: «= tEn%a . . . 22, Ny4ı Mg+2 - . ., wobei n; die Werte 0. 1, 2,.... 9 
annehmen kann (Dezimalbruchdarstellung reeller Zahlen). 

Die elementaren Rechenoperationen Addition, Subtraktion. Multiplikation und 
Division sowie die Ordnungsrelationen =, =, =, = gelten als bekannt. 
Potenzen: Ist x eine reelle Zahl, so schreiben wir 

a=a.a, Bern... „d=alti-a... j=2,3,...). 
Ist zusätzlich «+0, so können wir auch 
- 1 7 _ ; _; - ” . 
ai=-, a=artl-ari..„at=arttl-ari..e (=23,3,...) 
je 4 


bilden. Es ist zweckmäßig, «'=1 zu setzen. Dann erhält man = «" = #’+*, jundk 
ganze Zahlen). Ist eine der beiden ganzen Zahlen j oder k negativ, so muß man 
zusätzlich «=#0 fordern. 


Betrag: Ist « reell, so setzen wir 


Ye x für «=0, 
I-x für a=<0. 

Zahlengerade: Wie aus der Schule bekannt, kann man die rellen Zahlen « mit den 

Punkten P einer (nach beiden Seiten unendlich ausgedehnten) Geraden identifti- 

zieren. Das ist aber nicht so problemlos, wie es im ersten Moment scheinen mag. 

Wir gehen hierauf im nächsten Abschnitt noch etwas näher ein. 


& v 4) 
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1.1.2. Abstand und Vollständigkeitsaxiom 


Definition 1. Sind x und ß reelle Zahlen, so ist ola. B)=|x—# der Abstand dieser 
Zahlen. 


Lemma. Der Abstand reeller Zahlen hat folgende Kigenschaften: 


1. oa, P)=0. wober o(x. B)=O genau dann gilt, wenn a=P ist. 


2. ol, d\=olP. &). ee 
ae (x. ß, y reell). 


Bezeichnungen: (a. b)=!x| x reell, u=x-=b}, offenes Intervall, 

la. b)={x|x reell, a=#-b}, halboffenes Intervall, 

(a.b]={# | x reell,a=a2=b h halboffenes Intervall, 

[e. b]={x a reell, «a=x=b}, abgeschlossenes Intervall. 

#£la,b) bedeutet «===b, analog für die anderen Intervalltypen, „€“ heißt 
„Klement von“. 


Definition 2. Es se! M eine beliebige Menge reeller Zahlen. Die reelle Zahl x heißt 
Häufungspunkt von M, falls in jedem offenen Intervall (a,b) mit «<(r, b) unendlich 
viele Punkte aus M liegen. 


Beispiele: 1. Ist M={a,}7-,ı mit y=2,=2,=...=0 und =, =9,=...=1, so 
hat M zwei Häufungspunkte, nämlich 0 und 1. 


1 R aisbeg . 
2. Ist M = {aj}5_, mit <= —, so ist 0 der einzige Häufungspunkt von M. 


7 
3. Ist M=(0, 1). so ist die reelle Zahl x genau dann Häufungspunkt von M, 
wenn x€[0. 1] gilt. 


Bemerkung 1. Am Schluß des letzten Abschnittes hatten wir bemerkt, daß die Zuordnung 
zwischen reellen Zahlen x und Punkten der Zahlengeraden noch erläutert werden muß. Bildlich 
gesprochen entsteht das Problem, ob die reellen Zahlen die Zahlengerade lückenlos füllen. Wir 
verbieten einfach das Auftreten von Löchern durch die folgende Festlegung. 


Axiom: Jede beschränkte unendliche Menge. M reeller Zahlen besitzt mindestens einen 
Häufungspunkt. 


Bemerkung 2. Eine Menge M reeller Zahlen heißt beschränkt, falls es eine nicht-negative Zahl 
ce gibt, so daß «| =c für jedes «EI gilt. 


Bemerkung 3. Unser Standpunkt ist folgender. Die reellen Zahlen und die mit ihnen verbun- 
denen Rechenoperationen gelten als bekannt. Daran ändern auch die obigen Betrachtungen 
nichts. Aufbauend auf ihnen werden wir im nächsten Abschnitt komplexe Zahlen in mathe- 
matisch strenger Form einführen. Es ist möglich, nicht mit den reellen, sondern mit den natür- 
lichen Zahlen zu beginnen. Man muß dann Schritt für Schritt die ganzen, die rationalen und 
schließlich die reellen Zahlen axiomatisch einführen. Hierzu gibt es vieles zu sagen. Wir gehen 
hier aber nicht diesen zeitraubenden Weg. 


12. Komplexe Zahlen 


1.2.1. Definition 


Sind « und 5 reelle Zahlen, so heißt das geordnete Zahlenpaar z= {a, b} komplexe 
Zahl. z kann geometrisch in einem Achsenkreuz dargestellt werden. Addition und 
Multiplikation werden wie folgt vereinbart. 
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Definition: a,, a, bı und bs seien reelle Zahlen. 
{ay, bi} + {a2, ba} = {a; +, bi +bs} (Addition); 
faq, b4} * {a9, ba} = {ag —bybs, ayba +asbı} (Multiplikation). 


Bemerkung. Addition und Multiplikation komplexer Zahlen werden somit axiomatisch auf 
Addition und Multiplikation reeller Zahlen zurückgeführt. 


1.2.2. Eigenschaften 


Satz. 2; seien komplexe Zahlen. Dann gelten: 

21 +2%=2+2, (Kommutativgesetz der Addition); 

2) *29=29 ‘2, (Kommutativgesetz der Multiplikation); 

(21 +29) +23=2,+(22+25) (Assoziativgeselz der Addition); 

(21 °29)  23=2 ' (2 ' 25) (Assoziativgesetz der Multiplikation) ; 

(21429) 23=2) ' 23+29 ' 23 (Distributivgesetz). 
Bemerkung 1, Die Operation, die in Klammern steht, muß zuerst ausgeführt werden. 
Sehreibweise: In Zukunft schreiben wir 2/2, statt z, ‘2%, sowie 2) +29+23 statt 
=21+(29 +23) und 242%; statt z, (252,3). Der Satz zeigt, daß es belanglos ist, in welcher 


Reihenfolge man in 2,+23+23 die Operationen ausführt. Ferner sieht man, daß 
man nach dem Satz beliebige Klammerausdrücke auflösen kann, z. B 


(21 42223) (%,+25)=% (24 +25) +2223 (4 +25) 
=22%, + 2125 + EPERYZA + Rakzaz » 
Bemerkung 2. Bezüglich Addition und Multiplikation können wir also mit den komplexen 
Zahlen genauso rechnen wie mit reellen Zahlen, einschließlich der Potenzbildung 


2,2=m, Bm... „Jeirk,... j=2,3,...). 


1.2.3.  Konjugierte Elemente, Subtraklion und Division 


Definition. z={a,b} sei eine komplexe Zahl. Dann ist Z={a, —b} (konjugiertes 
Element oder konjugierte Zahl zu z) und —z={-a, —b). 


Sehreibweise (Subtraktion): Wir schreiben 


4-9=4+(-2). Es ist 2 == 29 +2. 


Lemma. z={a, b} sei eine komplexe und c eine reelle Zahl. Es gilt 
z+{0,03=z2, z-{1,0}={1,0}:2z=z, z° {c, 0}={ac, be}. 


Bemerkung 1. {0, 0} ist das neutrale Element der Addition und {1, 0} das neutrale Element 
der Multiplikation. 


br----12-{0,6} 
l 


Schreibweise. Ist c reell und z komplex, so schreiben wir cz statt {c, 0} z. Die reellen 
Zahlen ce werden mit den speziellen komplexen Zahlen {c, 0} identifiziert und in 


1.2.4. 1.2. Komplexe Zahlen 25 


Zukunft nicht mehr unterschieden. Die Rechtfertigung hierfür ergibt sich nach 
Definition 1.2.1 aus den Rechenregeln 


{c4; 0} + {6, 0} a fe +69, 0}, {c4: 0} ca, 0} = fe169; 0} . 


Alle anderen Operationen mit komplexen Zahlen (und somit insbesondere mit den 
speziellen komplexen Zahlen {c, 0}) werden ja Schritt für Schritt ausgehend von 
Definition 1.2.1 eingeführt. Wir haben somit den uns zur Verfügung stehenden 
Zahlbereich erweitert: von den reellen Zahlen zu den komplexen Zahlen. 


Satz. (a) Sind z, und z, gegebene komplexe Zahlen, so besitzt die Gleichung 2, +w= xy 
genau eine Lösung. Sie ist w=2, — 2}. 


(bh) Ist z komplex, so ist z2 reell. Ist z=+{0, 0}, so gilt z=>0. 1 
(e) Ist z+{0, 0}, so gibt es genau eine Lösung von z* w= {1,0}. Sie ist w_— . 


[27] 


| hierbei ist A. reell A 
22 


; i ß RER 1... 
(d) Zst z,+{0,0}, so besitzt z1w=2z, genau eine Lösung. Sie ist w= —— 2%. 
ir 
Bemerkung 2. Entsprechend den obigen Vereinbarungen schreiben wir in Zukunft 0 statt 
{0, 0} und somit auch 2+0 statt z+{0, 0}, analog e=1 statt 2 w={1, 0}. 
Bemerkung 3. Benutzt man die Darstellung z={a, b}, so kann man die im Satz angegebenen 
Formeln durch geordnete Paare reeller Zahlen ausdrücken. Zum Beispiel ist 
z2= {a,b} {a,—b}={a?+b2, 0}=a?+b?, 

1 

Bemerkung 4. Der Satz erlaubt, komplexe Zahlen zu subtrahieren und zu dividieren. z"!1= = 


% 


hat einen eindeutigen Sinn als Lösung von (z7!)z=1 (hierbei ist z+0), analog 3 als Lösung 


von 2%=25 mit 2,#0. Damit können wir auch beliebige Potenzen 271, 2"?=(z71)2, 2" 3= 27471, 
... bilden, falls z=#0 ist. Dann haben wir die vier Grundrechenarten von den reellen Zahlen 
auf die komplexen Zahlen ausgedehnt. Wie bereits gesagt wurde, betrachten wir in Zukunft 
die reellen Zahlen als spezielle komplexe Zahlen. 


1.2.4.  Normaldarstellung 


Definition. /st z= {a, b}, so heißt a=Rez der Realteil und b=Imz der Imaginär- 
teil von 2. Die komplexe Zahl i= {0, 1} heißt imaginäre Einheit. 

Lemma. Normaldarstellung: Es gilt z= Re z+ (Im 2) i. 

Beispiel. Ist z= {a, b}+0, so gilt 


& Im 2"71= — 
a?+b2’  0a2+b2° 


Die Zahl i: Es gilt 
2=ji={0, 1}{0, 1}={-1,0}= -1. 


In diesem Sinne ist also i die Wurzel aus —1. 


Re z21= 
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1.3. R,. C,„ und metrische Räume 
1.3.1. Der n-dimensionale reelle Raum R, 


Definition I. x sei eine natürliche Zahl. Dann ist R, die Gesamtheit der n-lupel 
(Ai, ..,4n) reeller Zahlen a,. Sind a=(a,.....a,) und P=(b,....,bn) zwei Ele- 
mente des R,. so ist 


n 


e(& B)= I abi] 
3=1 


der Abstund dieser Elemente. 
Bemerkung 1. Die Elemente des A, werden auch als Punkte bezeichnet. 


Satz I. x, 5 und y seien Punkte des R,. Es gilt 
P)=0, wobei o(x,. B)=U genau dann gilt, wenn «= ist; 


(@ 
(2, P) Wi 2); 
(a. =ola. y)+ely: ß). 


Bemerkung 2. Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung von Lemma 1.1.2. Insbesondere sieht 
man, daß R, die Zahlengerade aus 1.1.1. und 1.1.2. ist. 


wi m 
Do 


2 


Definition 2. (a) /st e>0 und «CR. so heißt 
K={ß \BERn: olß: a)<e} 


(offene) Kugel (mit dem Mütelpunkt « und dem Radius e). 

(b) M sei eine Punktmenge im R., d.h. MC R,. Dann heißt «€ R, Häufungspunkt 
von M, falls in jeder Kugel um x (d.h. mit x als Mittelpunkt) unendlich viele Punkte 
aus M liegen. 

(e) MR, heißt beschränkt, falls es eine positive Zahl K und ein Pe R, gibt, so daß 
e(a, $)=EK für alle aeM gilt. 

Bemerkung 3. Gilt die Eigenschaft (c) für ein fixiertes € R,. so gilt sie auch für jedes andere 
Element aus dem A,. Das; folgt aus Eigenschaft 3 in Satz 1. Ob eine Menge MV CR, beschränkt 


ist, ist somit unabhängig von der Wahl von £. 


Satz 2. Jede beschränkte unendliche Punktmenge des R,„ besitzt mindestens einen 
Häufungspunkt. 


Bemerkung 4, Unendliche Punktmenge zu sein bedeutet nicht unbedingt, daß diese Menge 
aus unendlich vielen verschiedenen Punkten bestehen muß. So ist z.B. He { mit 
%;=(0,...,0) eine unendliche Punktmenge. Ihr einziger Häufungspunkt ist (0, . ... 0). 


Bemerkung 5. Im Falle »=1 stimmt Satz 2 mit dem Axiom aus 1.1.2. überein. 


1.3.2. Der n-dimensionale komplexe Raum ©, 


Definition. (a) Die Gesamtheit der komplexen Zahlen wird mit CO, bezeichnet (komplexe 
Ebene). Ist z,<C, und z,€C\,, so ist 
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0(21; 23)=|Re 2; — Re z,| + |Im z; — Im 2, 


der Abstand der Elemente z, und z,. 

(b) Ist n eine natürliche Zahl, so ist CO, die Gesamtheit der n-tupel (21; - » -, Zn) kom- 
plexer Zahlen # Sind = (21, -. 2) und B=(w, . . ., Wy) zwei Elemente des C',, so 
ist 


o(&. B)= = (2%) 


der Abstand dieser aaa 
(e) Ersetzt man in Definition 1.3.1/2 den Raum R, durch C,„, so erhält man die 
Definition für (offene) Kugeln, Häufungspunkte und beschränkte Mengen im Oy. 


Satz 1. Setzt man (z),...,2,»)=(Rez, Imz,,..., Rez,, Im z,), so ist O,= In. 


Bemerkung. Den n-dimensionalen komplexen Raum C, kann man somit auch als 2r-dimensio- 
nalen reellen Raum As, betrachten, 


Satz}2. Die Sätze 1.3.1/1 und 1.3.1/2 bleiben richtig, wenn man Ry durch C', ersetzt. 


Tr 
1.3.3. Der metrische Raum aaa 


Definition 1. Ein metrischer Raum besteht aus einer Menge M und einer Vorschrift, 
die jedem Paar aeM und bEM eine nicht-negative Zahl ofa,b)=0 mit den Eigen- 
schaften 


= o(a,b)=0, wobei ola, b)=0 genau dann gilt, wenn a=b ist, 
o(la, b)=o(b, «), 
5 o(a,b)=ola, e)+ole, b) für alleccM, 
zuordnet, o heißt Metrik. 
Bemerkung 1. A, und C', sind spezielle metrische Räume. Das folgt aus Satz 1.3.1/1 und Satz 
1.3.2/2. Später werden wir viele andere Beispiele von metrischen Räumen angeben, die teil- 
weise ganz andere Eigenschaften als R,, und C’„ besitzen. 


Definition 2. (a) Erselzt man in Definition 1.3.1/2 den Raum R,„ durch einen beliebi- 
gen metrischen Raum M, so erhält man die Definition für (offene) Kugeln, Häufungs- 
punkte und beschränkte Mengen in M. 

(b) Eine Teilmenge K des metrischen Raumes M heift abgeschlossen, falls alle 
Häufungspunkte von K zu K gehören. 


Bemerkung 2. Ist 7 = R,, so sind K={0} und K=]|0, 1] abgeschlossen, nicht aber X=(0, 1) 
oder K=(0, 1]. 


Lemma. Jede Teilmenge K eines melrischen Raumes M ist ebenfalls ein metrischer 
Raum, sofern man auf K die gleiche Metrik wie auf M verwendet. 


2, Konvergenz und Stetigkeit 


2.1. Folgen 


2.11.  Infimum, Supremum und Limes 


Definition 1. Es sei {a;_ı CR, eine Folge reeller Zahlen. 

(a) ae R, heißt Infimum der Folge {a;}, falls a die größte reelle Zahl mit a=za; für 
j=1,2,3,...tst. 

(b) ae R, heißt Supremum der Folge {a;}, falls a die kleinste reelle Zahl mit aza; für 
3-1, 2,83, 16% 


Lemma 1. (a) Jede nach unten beschränkte Folge {aj}7_, < Ry [d. h., es gibt eine reelle 
Zahl M, so daß M =a; für j=1,2,... gill] besitzt genau ein Infimum. 

(b) Jede nach oben beschränkte Folge {a;}7_ı CR, [d. h., es gibt eine reelle Zahl M, 
so daß M >a; für j=1,2,... gilt] besitzt genau ein Supremum. 


Schreibweise: inf a; bezeichnet das Infimum einer Folge {a5} (falls es existiert) und 
sup a; das Supremum (falls es existiert). Da es höchstens ein Infimum bzw. Supre- 
nt gibt, ist die Bezeichnung sinnvoll. 
Beispiele. 1. Für die Folge 1,0, —1,1,0, —1,1,0, —1,... ist das Infimum —1 
und das Supremum 1. 

2. Für {aj}7_, mit sl ist inf a;=1 und supa;=2. Dieses Beispiel zeigt, 
daß das Infimum (und analog andh das Supremum) nicht unbedingt ein Element 


der Folge sein muß. 


Definition 2. (a) Eine Folge {a;}7_ı< R, heißt konvergent, falls es eine Zahl ae R, mit 
folgender Eigenschaft gibt: Für jede positive Zahl e findet man eine natürliche Zahl 
jole), so daß |a—aj|=e für alle j=jy(e) ist. 

(bh) Eine Folge {2}; 0, heißt konvergent, falls es eine Zahl zeC, mit folgender 
Eigenschaft gibt: Für jede positive Zahl e findet man eine natürliche Zahl jy(e), so daß 
o(2, 2)=e für alle j=jg(e) ist. 
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Schreibweise: Für konvergente Folgen schreiben wir 
a=lima; oder q;>a bzw. 
Re 
z=limz2; oder 2-2. 


ij 


Das ist gerechtfertigt, da die Limespunkte a bzw. z eindeutig bestimmt sind: Eine 
konvergente Folge hat genau einen Limes. 


Bemerkung. Ist a;—a, so besitzt {a;}}_ı genau einen Häufungspunkt, dieser ist a. Analoges 
gilt für 2;>2. 


Beispiele. lim ( +7) ie (1 =) we) 


je je 


Lemma 2. (a) Eine konvergente Folge (aus I, oder C,) ist beschränkt. 
(b) 237ı CO, ist genau dann konvergent, wenn sowohl {Rezj},CR, als auch 
{Im 23, < KR, konvergent sind. 


2.1.2. Eigenschaften konvergenter Folgen 


In diesem Abschnitt betrachten wir komplexe Folgen. Da reelle Folgen spezielle 
komplexe Folgen sind, gelten die Resultate insbesondere auch für reelle Folgen. z 
und 0 (mit oder ohne Indizes) sind stets komplex. 


Satz 1. Es sei 2,2 und w;>w. 
(a) Sind 7). und u komplexe Zahlen, so gilt 


A; tumy>Azt+uw yWw>zw. 
. FR! U Ws, 
(h) Ist z=0, so ist +0 für EIN und es gli—-+- Gzn)- 
#j x 
(d) 3-2. 


Definition. {2)ı< 0, heißt Cauchyfolge (oder Fundamentalfolge), falls es für jede 
positive Zahl e eine natürliche Zahl jy(e) gibt, so daß ol2;, )=e für alle j und k mit 
j=jole) und k=jgle) ist. 


Bemerkung. Damit ist auch festgelegt, wann eine reelle Folge {2;=a;}j, Cauchyfolge heißt. 


Satz 2 (Kriterium von Cauchy). Eine Folge {zjj7_1< CO ist genau dann konvergent, 
wenn sie eine (auchyfolge ist. 


2.1.3. Beispiele 


RT ? (1+- 
P+3j=7_) (ar I + Sür je 
37?+4/4+9 _. 4 3 3 
I I spe(14,,+,) 

37 


Lemma I (Ungleichung von Bernoulli). Ist n eine natürliche Zahl und a= —1, so ist 
(1+a)"=1--na. Hierbei gili das Gleichheitszeichen genau dann, wenn entweder a=U0 
oder n=1 ist. 
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Lemma 2. (a) Ist k eine ganze Zahl und 0<a<1, so gilt 
ntar-0 für n-=. 
(b) Ist k eine ganze Zahl und a=1, so gilt 
nut für n-= 
(d. h., daß n*a® größer als jede vorgegebene positive Zahl ist, jalls n genügend groß 


gewählt wird). 


« 


k 
Lemma 3. {ar}? _ı mit 4. = (i -+ +) ist eine monolon wachsende beschränkte Folge. 


x 


: 1\8+1, \ _ r 
{but2_, mit b,— (! +) ist eine monoton fallende beschränkte Folge. Es gilt 


j 1\% ü 1\&+1 e 
Ess (' +7) - lim (145) =B. 


Bemerkung. Es wird also ausgesagt, daß 
2=m la... << 1m.. ie...<b.ı<be.. bi<b=t 
ist. Hierbei ist Ä= sup a; = inf b, im Moment nur eine Abkürzung, die aber später von wesent- 
k 


k 
lichem Interesse sein wird. 


22. Reihen 


2.2.1. Konvergenz und Divergenz 


Mit Reihen sind hier unendliche Reihen . Zahlen Zz 2, 23€Q), gemeint. 
v3 
Ist z;eR,, so hat man Reihen reeller Zahlen. Mit Sy= 5 z; werden die Partial- 
summen bezeichnet. j-l 


Definition. (a) ai 2; heibt konverge ni, falls die Folge der Partialsummen {SxY%_ı 


konvergent ist. Es wird im Sy= D zjge: seit i. Anderenfalls heißt I, S 2; divergent. 
- No= je =1 
(b} DI zj heißt absolut konvergent, falls I, o(z;, 0) konvergent ist. 
Il i=1 


Bemerkung 1. Ist z; reell, so ist o(2j, 0)=)zj]. In diesem Fall ist 3 z; genau dann absolut 
oo j=1 
konvergent, wenn 3 |2;| konvergent ist. 
’-1 
Satz. (a) Ist I, 2; konvergent, so ist 0 (für k+). 
a 
(b) Ist I, 2; absolut konvergent, so ist >: 25 konvergeni. 
© je =] 
(6) D 2; ist genau dann konvergent, wenn sowohl Z Re z; als auch S Im 2; kon- 
i=1 i-1 j=1 
vergent sind. 
(d) I 2; ist genau dann absolut konvergent, wenn sowohl I, Re z; als auch 
= j=1 j=1 
SImz ;absolut konvergent sind. 
ai 
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Bemerkung 2. Eine Folge {w;}_ı mit w;—0 fürj—« heißt Nullfolge. Teil (a) besagt, daß die 
Glieder einer konvergenten Reihe eine Nullfolge bilden. Die Umkehrung hierzu ist nicht immer 
richtig, wie wir im nächsten Abschnitt sehen werden. 


2.2.2. Beispiele 


o 


- et 
Lemma 1. Ist O<q<1, so konvergiert I, g (hierbei ist ’=1), undes gut), g er 


(geometrische Reihe). I=0 170 7 
lege j RD i 
Lemma 2. (a) Die harmonische Reihe  — divergiert. 
j=1 
(b) Ist k=2,3,4,..., so konvergiert = pi 
j=1] 
a fee : MD: OR: Wi: Ce 
Lemma 3. Die Reihel-— 373577 38:+-- ist konvergent, uber nicht absolut kon- 
- ‘ > 


vergent. 
ä h 1 41 : : 
Bemerkung. Die Reihe 1-573-- .. pendelt sich auf ihren Grenzwert ein, während 


l 
1+-+ are unbegrenzt wächst, 


2.2.3. Konvergenzkriterien 


Satz 1 (Meojorantenkriterium). Es sei O=za;=b,. Ist I, b; konvergent, so ist auch 
= j-1 

2 a; konvergent. 

’=1 


Bemerkung 1. Man sagt, daß NY 5; eine Majorante der Reihe I «; ist. 
j=1 ji 


Satz 2. Es sei a;=0. 
(a) (Quotientenkriterium). Gibt es eine Zahl g mit O=g=1 und eine natürliche Zahl 
jo, so dep a;+1= ga; für j=ju gilt, so ist D, a; konvergent. 
je 


(b) (Wurzelkriterium). Gibt es eine positive Zahl C, eine Zahl g mit O=g-=1 und eine 


natürliche Zahl j,, so daß ;=Cyf für j=ju gilt, so ist I, a; konvergent. 
3-1 


3_ 
Bemerkung 2. Später werden wir das Symbol Y a; (Wurzel) erklären. Dann läßt sich (b) um- 


— . 
schreiben als Ya;=q 1 für j=jg. Das erklärt die Bezeichnung „Wurzelkriterium“. 


Bemerkung 3. Da die Glieder der hier betrachteten Reihen nichtnegativ sind, fallen Konver- 
genz und absolute Konvergenz zusammen. 
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Beispiel. Ist k eine ganze Zahl und 0<a<1, so gilt 


(n+1)tar+i 


=q<1 
na” a 


für große Werte von n. Nach dem Quotientenkriterium konvergiert somit I nta" 
(vgl. auch Lemma 2.1.3/2.) n=1 


2.2.4.  Umordnungen, Multiplikationen und Additionen 


Eine Permutation der natürlichen Zahlen ist eine Abbildung g(n), die jeder 
natürlichen Zahl x eine natürliche Zahl p(n) zuordnet, so daß es zu einer vorgege- 
benen natürlichen Zahl k genau eine natürliche Zahl r(k) mit k=gp(n(k)) gibt. 
Insbesondere ist also g(n)=p(m) für m+n. Die Zahlen 1, 2,3,... werden also nur 
umgeordnet. 

Die Reihen dieses Abschnitts sind komplex, sie enthalten somit als Spezialfall 
Reihen mit reellen Gliedern. 


Satz 1. 3, 2; mit z53£C, sei absolut konvergent. Kerner sei wy=z,(y. wobei p(j) eine 
j=l os 
Permutation der natürlichen Zahlen ist. Dann ist D, w; absolut konvergent, und es 


- en 1 
nur 2;= 2 w. 
3-1 ji 


Bemerkung 1. Der Satz ist falsch, wenn man von > 2; nur die Konvergenz (nicht aber die 
1 1: A a 


ne j 1 
absolute Konvergenz) fordert. Das kann man sich leichtan der Reihel -<+ Er ur 


klar machen. 
Satz 2 (Großer Umordnungssatz). I, 2; mit 23£C0, sei absolut konvergent. Es bestehe 
j-1 


eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen den Elementen wrı und z;, wobei die 
Indizes k, l und j jeweils die natürlichen Zahlen durchlaufen: wr,1=2ju.1- 


(a) Dann ist I, wx,ı für jede Zahl k=1,2,3,... absolut konvergent. 
i=1 


(b) Ist u,= R2 WW, SO u u; absolut konvergent, und es gilt zZ = 2 Up. 
=1 1 -1 ’=1 


Bemerkung 2, Die Folge {z;}/2ı wird also in unendlich viele Teilfolgen {wz,.}72ı mit k=1, 2,3, 
.... zerlegt. Dann werden diese Teilfolgen einzeln summiert (Teil (a)), und anschließend werden 
die so erhaltenen Summen summiert (Teil (b)). Der Satz bleibt richtig, wenn k nur endlich viele 
Werte annimmt, d.h. wenn {2,} nur in endlich viele Teilfolgen zerlegt wird. 


pn! 


im Kz1 
konvergent. Kerner bestehe eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen den Ele- 
menten zjw; und den Elementen u, wobei j, k und 1 jeweils die natürlichen Zahlen 


Satz 3 (Multiplikationssatz). Die komplexen Reihen I, z; und Y, w; seien absolut 


durchlaufen. Dann ist D, u, absolut konvergent, und es gilt 
i=1 


(£ =) (2 m) = > u. 
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Bemerkung 3. Gemeint ist folgendes: Man bildet sämtliche Produkte z;07; und ordnet diese 
irgendwie an, z. B. 2), 23%, 21%, Zgt, ZyW0y, 21%, 24104, . .. und nennt diese Reihenglieder «;, 


Uy, Uge.» 
Beispiel. Es sei 0<q<1. Dann folgt aus dem Satz 


(Z,”) BE -2 GHDd. 


=0 


Nach Lemma 2.2.2/1 ergibt sich hieraus 


Zu+l)d= 


1 
1-92 
Dieses Beispiel zeigt, daß der Satz auch nützlich ist, um unendliche Reihen zu 
berechnen. 


F 


Satz 4 (Additionssatz). Die komplexen Reihen I, x; und I, wx seien konvergent. 
= j=1 k=1 

"Sind 3. und u zwei komplexe Zahlen, so ist D, (A2;+ uw;) konvergent, und es gilt 
ji 


2, (A; +uw)=AYz 2; +, Zur. 
j=1 


gl 


2.3. Reelle Funktionen im R, 


2.3.1. Definitionen 


Es sei M eine Teilmenge von #2, mit M=® (leere Menge). 


Definition 1. Eine Abbildung, die jedem Punkt z<M in eindeutiger Weise einen 
Wert fix) & R, zuordnet, heißt eine auf M definierte reelle Funktion f. Es wird M=D(f} 
(Definitionsgebiel von f) gesetzt. 


fi für x rational 


Beispiele. 1. D(f)=[0, 1] und /(&) = =10 für = irational. 
2. DifJ=R, und f(x)=«ax+b (hierbei sind « und b reell) oder f(x) = |®|. 
Definition 2. Es sei D(f)=M das Definitionsgebiet der Funktion f. 

(a) Mit inf fx) (Infimum von f) wird die größte reelle Zahl « mit a=f(x) für alle 
xzeM kaleinet. Mit aun fx) (Supremum von f) wird die kleinste reelle Zahl « mit 
fx) =«a für alle xcM Berchnäl. 

(b) / heißt beschränkt, falls es eine positive Zahl K mit |f{x)|=K für alle ze M gibt. 
3 Triebel, Math. Physik 
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Bemerkung 1. Man vergleiche mit Def. 2.1.1/1. Es ist klar, daß es höchstens ein Infimum und 
höchstens ein Supremum einer Funktion f gibt, womit die Bezeichnung gerechtfertigt ist. 


Lemma 1. Ist f auf D(f) beschränkt, so besitzt j ein eindeutig bestimmtes Infimum 
und ein eindeutig bestimmtes Supremum. 


DIA =LONT 


Bemerkung 2, In Analogie zu Lemma 2.1.1/1 kann man das obige Lemma auf Funktionen aus- 
dehnen, die nur nach unten oder nur nach oben beschränkt sind. 


Bemerkung 3. Gibt eseinen Punkt x,€.M mit f(x) = inf f(x), so wird das Infimum angenommen. 
zeM . 
Es ist dann das Minimum von f, und wir schreiben 


Fix) =inf fa)=min fie) . 
zeM zeM 


Gibt es einen Punkt z,€ M mit f(z,)=sup f(x), so wird das Supremum angenommen. Es ist 
zeM 
dann das Maximum von f. Wir schreiben 
{z) = sup f(x)=maxf(e). 
zeM zeM 
Definition 3. / sei eine Funktion mit D()=M. 

(a) Ist zy€M, so heißt f stetig im Punkt xy, falls es für alle e=U eine positive Zahl 
dö=öfle, x.) gibt, so daß |Kx) —f(x,)| ze für alle xzeM mit |e—x,| = ist. 

(b) / heißt stetig auf M, falls f in jedem Punkt x,€ M stetig ist. 

(e) f heißt gleichmäßig stelig auf M, falls f stetig auf M ist und für alle e=O die 
obige Zahl ö so gewählt werden kann, daß ö&=öle) nur von e, nicht aber von xy M 
abhängt. 

Bemerkung 4. Die gleichmäßige Stetigkeit ist wie folgt zu verstehen. f heißt gleichmäßig 


stetig auf M, falls es zu jedem e=0 eine positive Zahl d=ö(e) gibt, so daß | f(x) -f(y) ze für 
alle ce M und yeM mit |e—y| =d ist. 


Beispiele. Die Funktion aus dem ersten obigen Beispiel ist in keinem Punkt «ec D(f) 
=[0, 1] stetig. Dagegen sind die Funktionen aus dem zweiten Beispiel mit D(f)= R, 
stetig. 


Definition 4. f®), =, « oder Hx)—a für z>x, heißt, daß f{x))—a für jede Folge 
a 

Wwi-ıCD(f) mit 2;—ag gilt. 

Lemma 2. / ist genau dann im Punkt xy€.D(f) stetig, wenn x) f(x) für xy gilt. 


Definition 5. / heißt rechtsseitig stetig im Punkt x,€D(f), falls es eine reelle Zahl «a 
gibt, so daß fx;)—a gilt für jede Folge {x} 5_ı<.Dif) mit 2;—x, und 2;>= xy. f heißt 
linksseitig stetig im Punkt x,€.Di(f), falls es eine reelle Zahl a gibt, so daß fx;)—a 
gilt für jede Folge {z;}7.,C.D(f) mit 2;—x, und 2;<%. 
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Bemerkung 5. In Zukunft schreiben wir 2; }2, statt 2,>2, mit 2;>2, bzw. 2; } 2, statt 2,29 
mit &;<rg. Lemma 2 zeigt, daß Definition 5 eine Verallgemeinerung von Definition 3(a) ist. 
Bei der rechtsseitigen Stetigkeit werden nur Folgen z; zugelassen, die „von oben“ gegen xy 
konvergieren, während bei der Stetigkeit sämtliche Folgen zugelassen sind, die gegen x, streben, 


rn A) 


An 


X 


Sprungstelle Bszillation 


Polsteile 


Unstetigkeiten: Ist /(x) die Funktion in der ersten Zeichnung, so ist f(&) im Punkt xy 
linksseitig stetig und rechtsseitig stetig, aber nicht stetig. Eine solche Situation 
bezeichnet man als Sprungstelle. Außer Unstetigkeiten in Form von Sprungstellen 
gibt es noch andere Arten von Unstetigkeiten, z. B. Polstellen oder immer stärker 
werdende Öszillationen von f(x) bei Annäherung an bestimmte Punkte xy. 


2.3.2. Eigenschaften stetiger Funktionen 


Satz 1. fund g seien Funktionen mit .D(f} = .D(g) im Sinne von Def. 2.3.1/1. Im Punkt 
x,€.D(f) seien f und g stetig. 

(a) Sind ) und u reelle Zahlen, so ist Af(x) + uglx) im Punkt x, stetig. 

(b) fix) * g(z) ist im Punkt x, stetig. 
fi) 
ge) 
Satz 2. / sei eine stetige Funktion im Sinne von ‚Def. 2.3.1/3(b). Ferner sei D(f) abge- 
schlossen und beschränkt. Dann ist 


(e) Ist zusätzlich g(x,) #0, so ist im Punkt x, stetig. 


inf /z)=min f(x), sup f{x)=max f(x). 
zeD() zeDi(f) weD(f) zeD(f) 


Bemerkung 1. Wird D(f) als Teilmenge von RK, betrachtet, so wurde in Def. 1.3.3/2(b) festge- 
legt, wann D(f) abgeschlossen ist: Alle Häufungspunkte von D(f) in R, gehören zu D(f). Ein 
abgeschlossenes Intervall oder die Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Intervalle sind 
Beispiele für abgeschlossene Mengen in R,. 


Bemerkung 2. Satz 2 besagt zweierlei, nämlich 1. f(x) ist beschränkt und 2. Infimum und 
Supremum (die dann nach Lemma 2.3.1/1 existieren) werden angenommen. 
Satz 3 (Satz vom Zwischenwert). f sei stetig (Def. 2.3.1/3(b)) und .D(f) sei ein Intervall. 
Ist a eine reelle Zahl mit 

inf fx) <2<sup /@) , 
so gibl es mindestens einen Punkt x,&.D(f) mit f{x,)= x. 


53*+ 
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Bemerkung3. Wir haben im letzten Satz nicht vorausgesetzt, daß D(f) abgeschlossen und 
beschränkt ist. f kann für offene oder halboffene Intervalle D(f) unbeschränkt sein. Man muß 
dann im Satz inf f(x)= —» (falls f nach unten unbeschränkt ist) bzw. sup f{@2)=» (falls f 
nach oben unbeschränkt ist) setzen. 


Satz 4. f sei stetig (Def. 2.3.1/3(b)), und D(f) sei abgeschlossen und beschränkt. Dann 
ist f gleichmäßig stetig (Def. 2.3.1/3(e)). 
Bemerkung 4. Die Zackenfunktion aus dem obigen Bild ist stetig in D(fJ=(0, 1], aber nicht 


nr E ‚ 1 1 
gleichmäßig stetig: Dreiecke der Höhe 1 über | Sf e ] mit n=1, 2,3,... Das zeigt, daß 


die Forderung im letzten Satz, daß D(f) abgeschlossen ist, wesentlich ist. 


2.4. Stetige Abbildungen in metrischen Räumen 


2.4.1. Definition 


Mit o(x, y)=|x—y| ist R, ein metrischer Raum. Ist feine Funktion im Sinne von 
Def. 2.3.1/1 mit D(f)= R,, so läßt sich die Stetigkeit von / im Punkt x,€.D(f) (Def. 
2.3.1/3(a)) auch wie folgt beschreiben: Für alle e>0 gibt es ein ö=0, so dab 
o(f(xo); Hx))=e für alle ve R, mit o(x,, x)=Ö ist. Diese Fassung ist aber sofort ver- 
allgemeinerungsfähig. 


Definition. M, und Ms seien zwei metrische Räume mil den Metriken o, und 0». 
Ferner sei f eine Abbildung von M, in Ms (d. h., jedem xeM, wird eindeutig ein 
f{x)E Ms zugeordnet). j 


M, M, 


(a) f heißt stetig im Punkt x,€< M,, falls es für alle e=O eine positive Zahl ö=ö(e, xy) 
gibt, so daß o9(f(x,); r))=e für alle ze M, mit o,(x,, 2) =d ist. 

(b) f heißt stetig auf M,, falls f in jedem Punkt x,& M, stetig üst. 

(e) f heißt gleichmäßig stetig auf M;, falls f stetig auf M, ist und für alle e=O die 
obige Zahl 5 so gewählt werden kann, daß d6=Ö(e) nur von e, nicht aber von zgeM, 
abhängt. 


Bemerkung 1. Das ist das Analogon zu Def. 2.3.1/3, man vgl. auch mit Bemerkung 2.3.1/4. 


Bemerkung 2, Die Teilmenge N eines metrischen Raumes M ist ebenfalls ein metrischer Raum 
(gleiche Metrik). Ist die obige Abbildung f nicht auf ganz M,, sondern nur auf einer Teilmenge 
.D(f) definiert (Definitionsgebiet), so kann man die obige Definition anwenden, indem man 
M, durch D(f) ersetzt. In diesem Sinne ist die obige Definition tatsächlich eine Verallgemeine- 
rung von Def. 2.3.1/3. 


2.4.2. Beispiele 


Wie zu Beginn von 2.4.1. bemerkt wurde (vgl. auch Bemerkung 2.4.1/2), ist 
Def. 2.4.1 eine Verallgemeinerung von Def. 2.3.1/3. Von Interesse sind weitere 
Beispiele. 
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Komplexwertige Funktionen: M, sei eine Teilmenge von A, und Ma=(0,. Dann 
ist f(x) eine komplexwertige Funktion und zerlegbar als 


@)=Refx)+iIm fa), zeM,. () 
Lemma 1. Die komplexwertige Funktion f(x) ist genau dann stetig, wenn die reellen 
Funktionen Re f(x) und Im f(x) sietig sind. 


Reelle Funktionen im R,: M, ist eine Teilmenge im R, und Ms = R,. Die Abbildung 
kann man sich als Fläche über dem AR, vorstellen, n=2 hat einen unmittelbaren 
geometrischen Sinn. Es ist klar, was mit Stetigkeit im Sinne von Def. 2.4.1. ge- 


meint ist. 
Fön 


Komplexwertige Funktionen im R„: M, ist eine Teilmenge von AR, und M5=(,. 
Die Zerlegung (1) und Lemma 1 gelten auch in diesem Fall. 


Abbildungen im R.: Es ist M,=M5-R, und fx) = (fi), . . », fn(&)), wobei /; (x) 
reelle Funktionen im 2, sind. Man nennt /(x) auch eine Vektorfunktion. 


Lemma 2. Die Vektorfunktion. f(x) = (f(x), - - . /n(®)) ist genau dann stetig, wenn 
die reellen Funktionen Fix) mit j=1,..., n als Abbildungen von R, in It, stetig sind 
(komponentenweise Stetigkeit). 


Lineare Abbildungen: Sind a, mit j=1,...,n und k=1,...,n reelle Zahlen, so 
ist die Vektorfunktion f(x) =(f(®); . . ., /u(x)) mit 


n 
F(&) = Z Gr %u j=h...,n, 
1 


stetig. 


2.4.3.  Reelle stetige Funktionen im R,, 


Die Betrachtungen aus 2.3.1. und 2.3.2. sind von A, auf R, übertragbar. 7 sei 
eine Funktion, die von D(f)< 2, in .R, abbildet. Def. 2.3.1/4 kann wörtlich über- 
nommen werden. 


Lemma. / ist genau dann im Punkt x,<D(f) stetig, wenn Ka)-f(x,) für 2x, gilt 
(Analoyon von Lemma 2.3.1/2). 


Satz 1. f und g seien zwei reelle stetige Funktionen im R, mit Dif)=D(g), die beide 
im Punkt x,€.D(f) stetig sind. 

(a) Sind % und u reelle Zahlen, so sind f(x) + ug(&) und f(x) - g(2) im Punkt x, stetig. 
(b) Ist y(&,) #0, so ist = im Punkt x, stetig (Analogon zu Satz 2.3.2/1). 
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Satz 2. M sei abgeschlossen und beschränkt im R,. Ferner sei f auf M=D(f) stetig 
(Def. 2.4.1(b) mit M=M,). 
(a) Es ist Bar  f@) Bi fx) und up fx TenBE K&). 
EM 


(b) fest gleichmäßig s stetig (Def. 2 Fi 1) (Anlegen zu Satz 2.3.2/2 und Satz 2.3.2/4). 


2.5. Vollständige metrische Räume 
2.5.1. Definitionen 


Definition 1. M sei ein metrischer Raum mit der Metrik 0. 

(a) Eine Folge {x;}7_ı CM heißt konvergent, falls es ein Element x,< M mit folgen- 
der Eigenschaft gibt: Für jede positive Zahl e findet man eine natürliche Zahl jy(e): 
so daß o(&y, &;)=e für alle j=jyle) Tst. 

(b) Kine Folge {23}, <C M heißt Cauchyfolge (oder Fundamentalfolge), falls es für 
jede positive Zahl e eine natürliche Zahl jy(e) gibt, so daß o(lx;, x) Ze für alle j und k 
mit j=jyle) und k=jyle) ist. 


Bemerkung 1. Das ist die Verallgemeinerung von Def. 2.1.1/2(b) und Def. 2.1.2. Dort ist 
M= C. 


Lemma 1. Jede konvergente Folge (im Sinne der obigen Def.) ist Cauchyfolge. 


Bemerkung 2. Nach Satz 2.1.2/2 gilt für M=(', auch die Umkehrung. Für allgemeine metrische 
Räume ist das aber nicht richtig. Betrachtet man z.B. M=(0, 1] mit der üblichen Abstands- 


1 
metrik, so ist Ye eine Cauchyfolge, aber keine konvergente Folge. 


Definition 2. Ein melrischer Raum heißt vollständig, falls jede Cauchyfolge eine kon- 
vergente Folge vst. 


Bemerkung 3. Bemerkung 2 zeigt, daß die Definition sinnvoll ist. 
Lemma 2. A, und C,, sind vollständige metrische Räume. 


Bemerkung 4. Das Lemma folgt aus den Sätzen 1.3.1/2 und 1.3.2/2. Der obige Raum M=(0, 1] 
ist ein Beispiel für einen nicht vollständigen metrischen Raum. 


2.5.2. Der Raum C[a. b] 


Definition. Ist —e<a<b=«, so ist ([a, bJ={f | fist reell und stetig auf [a, b]}, 
elf, g)=sup fx) -g@)| . (i) 
zel[a,b) 
Bemerkung 1. C[a, b] ist also der Raum, der aus allen reellen und stetigen Funktionen auf dem 
abgeschlossenen Intervall [a, b] besteht. Die „Punkte“ dieses Raumes sind Funktionen. Sind f 


und y stetig auf [a, b], so ist auch f—g stetig auf [a, b]. Da [a, b] abgeschlossen ist, ist somit f—g 
beschränkt, und man kann in (1) sup durch max ersetzen (Satz 2.3.2/2). 


Satz. Ca, b] ist ein vollständiger metrischer Raum. 


Bemerkung 2. Die Metrik in C[a, b] ist durch (1) gegeben. Man hat zu zeigen, daß o den Bedin- 
gungen aus Def. 1.3.3/1 genügt. 


Bemerkung3. Statt des abgeschlossenen Intervalls [a, 5] kann man auch das offene Intervall 
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(a, b) betrachten. Dann ist C(a, b)={f | f ist reell, stetig und beschränkt auf (a, b)}. Hier muß 
man zusätzlich fordern, daß f beschränkt ist. Mit der Metrik (1) ist Ca, b) wieder ein voll- 
ständiger metrischer Raum. Es ist leicht zu sehen, daß es f€ (a, b) gibt, die nicht in die Punkte 
« und 5 so fortgesetzt werden können, daß sie nach Fortsetzung zu C[a, b] gehören. Andererseits 
gehört die Einschränkung von f£ Ca, b] auf (a, b) stets zu C(a, b). 


2.5.3. Der Banachsche Fixpunktsatz 
Definition. M sei ein metrischer Raum mit der Metrik o. Eine Abbildung f von M in 
M heißt kontrahierend, falls es eine Zahl « mit O=a-<1 gibt, so daß 


e(fz), Ay)) = aole; %) (1) 
für allexeM und alle yeM ist. 


Lemma. Eine kontrahierende Abbildung ist stetig. 
Bemerkung. Man hat also nachzuprüfen, daß Def. 2.4.1(b) mit M)=M,=M erfüllt ist. 


Satz (Banachscher Fixpunktsatz). M sei ein vollständiger metrischer Raum, und f 
sei eine kontrahierende Abbildung in M. Dann gibt es genau einen Punkt x€ M mit 
fx)=x (Fixpunkt). 


Ay)-fix) 


Beispiel 1. Es sei M = R,, und f(x) sei eine stetige Funktion auf R, mit |f{x) — f(y)| = 
=«a |c—y| für alle ve R, und alle yeR,. Hierbei ist O=«-<1. Deutet man f(x) als 
Abbildung von R, in R,, so ist der Satz anwendbar. x, ist der einzige Fixpunkt mit 


Mer)=e. 


Beispiel 2. Die Ebene 2, oder eine Teilmenge M von R; ist ein metrischer Raum, 
wenn man den üblichen Abstand zweier Punkte als Metrik nimmt. Ist M ein Kreis- 
ring und feine Drehung um den gemeinsamen Mittelpunkt der beiden Kreise, so 
gilt (1) mit «=1. Andererseits haben solche Drehungen i. allg. keine Fixpunkte. 
Das zeigt, daß «<1 im Satz wesentlich ist. 


3. Differential- und Integralreehnung im R, (Grundbegriffe) 


31. Differentiation 
3.1.1. Definitionen 


In diesem Kapitel werden (mit einigen wenigen Ausnahmen) nur reelle Funk- 
tionen im Sinne von Def. 2.3.1/1 betrachtet. Ist / nicht reell, so wird dies ausdrück- 
lich erwähnt. 


Definition. / sei eine reelle Funktion und Dif)=(a, b) ein offenes Intervall. Es sei 
zo€(a, b). 
(a) fix) heißt im Punkt x, differenzierbar, falls 


Kaxo+h)—&) 


5 + für h+-0 


güt. Hierbei ist |h\=h, und h=0. Es wird a=f’(a = (x) gesetzt. 


(b) fx) heißt in Dif\=(a,b) differenzierbar, falls fix) in jedem Punkt x,€ (a, b) 
differenzierbar ist. 
(e) x) heißt im Punkt x, rechisseitig differenzierbar, falls 
zo +h) - x) 
h 


giüt. Hierbei ist O-<h-=h,. Es wird B=f',(x,) gesetzt. f(x) heißt im Punkt x, linksseitig 
differenzierbar, falls 


+-P für hyd 


-h) 
HEZE = x) -y für h+0 


gilt. Hierbei ist y<h=0. Es wird y=f/(x,) gesetzt. 


Bemerkung 1, h.t0 und h {0 wurden in Bemerkung 2.3.1/5 erklärt. Ist. D(f)=][a, 5), so kann man 
auch die rechtsseitige Ableitung im Punkt z,=« bilden. Analoges gilt für die linksseitige Ablei- 
tung im Punkt b, falls D(f)= (a, b] ist. 


Bemerkung 2 (Geometrische Interpretation). Ist f(x) im Punkt x, differenzierbar, so heißt die 
Gerade 


gi&) = flo) +0) (®-&0) (1) 
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Tangente (an die Kurve f(x) im Punkt »,). Es ist leicht zu sehen, daß g(x) die Approximations- 
eigenschaft 
| Fe) <g(«) 


C—% 


+0 für 2 (2) 


besitzt. 


Lemma 1. (a) /st Hx) im Punkt x, differenzierbar, so ist die Gerade (1) die einzige 
Gerade in der Ebene mit der Eigenschaft (2). 

(b) fix) ist genau dann im Punkt x, differenzierbar, wenn fx) im Punkt x, sowohl 
rechtsseitig als auch linksseitig differenzierbar ist und f(x) = f(x.) gilt. In diesem 
Fall ist f(x) F(&) =I(@o). 


Bemerkung 3. Das Dach in der Zeichnung ist im Punkt «,, rechtsseitig und linksseitig differen- 
zierbar, aber nicht differenzierbar. 


Lemma 2. /st f(x) im Punkt x, differenzierbar, so ist f{x) im Punkt x, stetig. 


Bemerkung 4. Differenzierbar ist somit mehr als stetig. 


3.1.2. Regeln 


Satz 1. / und g seien im Punkt x, differenzierbar. 

(a) Sind 2 und u reelle Zahlen, so ist Af+ ug im Punkt x, differenzierbar, und es 
gilt Af+ ug) (Ro) = Af'(&o) + ug’ (zo). 

(b) fg ist im Punkt x, differenzierbar, und es gilt 


Vz) = zo) gro) + Mo) go). 
(e) Ist ga) 0, 80 ist Ä im Punkt x, differenzierbar, und es gilt 
IN, Fo) Hz) ro) g’Ro) 
(%) c} » 
g 92) 


Satz 2 (Kettenregel). Ist g im Punkt x, und | im Punkt g(x,) differenzierbar, so ist 
h(x)=fg(&)) im Punkt x, differenzierbar, und es gilt 


ho) = lglzo)) ga) - 


3.1.3. Beispiele (Rationale Funktionen) 


Ist » eine natürliche Zahl, so ist 


(anti für zer, 
(ar) = ner für zeR, x=0. 


Somit gilt für beliebige ganze Zahlen % 
(#)=kakt für zeR, x+0. 
Benutzt man diese Formel und Satz 3.1.2/1, so kann man die Ableitung beliebiger 


N 
I I» 
DZ ak 
. m k=0 . . . 
rationaler Funktionen R(.x) = 7 bestimmen, wobei man auf die Nullstellen 
Z br} 
3-0 


des Nennerpolynoms aufpassen muß. 
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3.1.4.  Umkehrfunktionen 


Definition. (a) Das offene Intervall (a, b) <_D(f) heißt Monotonieintervall der Funktion 
f; falls f in (a,b) monoton wächst (d.h. f(x,)=f(x,) für alle x, und x, mit a<x,= 
=.r,<b) oder monoton fällt (d.h. x,)=(x,) für alle x, und x, mit a<x,=x, <b). 
Güt Ka)>fa) (bzw. Kar) <fx)) für alle x, und x, mit a<xy=x,=b, so heißt f 
‚streng monoton wachsend (bzw. streng monoton fallend). 

(bh) Ist y= f(x) in (a, b) streng monoton (wachsend oder fallend), so heißt die Zuord- 
nung y>x Umkehrfunktion und wird mit 7! bezeichnet. 
Bemerkung 1, In (a, b) sei f streng monoton wachsend. Dann vermittelt f eine eineindeutige 
Abbildung der Punkte x,€(a, b) auf eine gewisse Punktmenge auf der y-Achse. f ist durch die 
Zuordnung f: &2,—Y, bestimmt. Die Umkehrfunktion f! ist durch die Zuordnung f!: y—x 


fx) 


bestimmt. z- und y-Achse tauschen ihre Rollen. Möchte man f-!(x) wieder als Funktion von 
‚x auftragen, so geschieht das einfach dadurch, daß man das Bild der Kurve y=f(x) an. der 
Geraden y=x spiegelt. 

Satz. fx) sei im Intervall (x,—&, ©, +e) differenzierbar, wobei e=V ist. f(x) sei im 
Punkt x, stetig, (x) 0 und yy=flxy). Ist e genügend klein, so ist f im Intervall 
(2,8, &y+E) streng monoton. Die Umkehrfunktion f”! ist im Punkt y, differenzier- 

1 

bar, und es gilt (!)(y)=——- 

ar, gile NY) = za 
Bemerkung 2, Die letzte Aussage folgt leicht aus dem obigen Spiegelungsprinzip, wenn man 
«=, und f=y, setzt und berücksichtigt, daß die Ableitung den Anstieg der Tangente be- 
schreibt. 


3.1.5.  Mittelwertsätze 


Die Bezeichnung, f sei in (a, b) „stetig differenzierbar“, bedeutet, daß f im offenen 
Intervall (a, b) differenzierbar ist und daß die Ableitung f’(x) in (a, b) stetig ist. 
Satz 1 (Satz von Rolle). f sei in [a, b] stetig und in (a, b) stetig differenzierbar. Ist 
fa\=fb)=0, so gibt es mindestens einen Punkt x,<(a, b) mit (x) =0. 


a 9% bXx 


Bemerkung 1. Man kann als x, einen Punkt mit f(a9)= sup f(x)= max f(x) wählen. 
5 zela,b] zela,b] 
Satz 2. f und g seien in [a,b] stetig und in (a, b) stetig differenzierbar. Ferner sei 


g(x)=0 in (a, b). Dann gibt es mindestens einen Punkt xy€(a, b) mit 
16) fa) _ Fe) 
gib) -gla) g’(zo) 
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Bemerkung 2. g(x) ist streng monoton in [a, b], insbesondere ist g(b) =gla). 


A 2 wu 


Bemerkung 3. Es sei g(«)=x. Dann folgt aus (1), daß es ein x,£ (a, b) mit ———=f’(x,) 


‚gibt. Geometrisch bedeutet das, daß die Tangente durch x, parallel zur ERS u die durch 
die Punkte (a, f{a)) und (b, f(b)) geht. 


Satz 3 (’Hospitalsche Regel). f und g seien in [a, b] stetig und in a b) stetig differen- 
zierbar. Ferner sei fla)=g(a)=0, g(x)=0 für z&(a,b) und g’(x)+0 für z€(a, b). 


Existiert lim / \ ‚so existiert auch lim Ja ‚und es gilt 
za \® za 


lim I 2) ao 
z4aJ(X) 2,09 ge) 


Bemerkung 4. Ist f{2)+= und g(@)—« für x; «, so kann man den Satz auf ——| = 
anwenden. BE 


Bemerkung 5. Einen analogen Satz kann man für xt«@ oder x a formulieren. 


Beispiele. Ist n eine natürliche Zahl, so gilt 


N n—1 
en ET l 
a-1 %7 :-ı 1 
: (x® —1)3 .. Bn (a? 1)? ml s (ar —1) [x ’ .] 
lim —— =lim — = lim —=(. 
z-ı ®-1)2 2-1 2(&-1) z-1 2 


Das zweite Beispiel zeigt, daß man den Satz auch iterativ anwenden kann. 


3.1.6. Ableitungen höherer Ordnung, Ableitungen komplexer Funktionen 


Höhere Ableitungen: Es ist klar, daß man Def. 3.1.1 iterativ anwenden kann. Ist 
f(x) im Intervall (a, b) differenzierbar, so kann man fragen, ob f(x) im Punkt 
xy€(a, b) differenzierbar ist. Ist dies der Fall, so schreiben wir (vu) = (f')(®,)- 
Iteration: Kr (2) = (rD)(&). 

Komplexe Funktionen: Betrachten wir (ausnahmesweise) komplexwertige Funk- 
tionen f(x)€eC, mit D(f)=(a, b), so kann man Def. 3.1.1(a) wörtlich übernehmen, 
wobei 


a) f(x) für R+0 


jetzt als Konvergenz in C', zu verstehen ist. 


Lemma. Die komplexwertige Funktion f(x) ist genau dann im Punkt x, differenzierbar, 
wenn die reellen Funktionen Re f und Im f im Punkt x, differenzierbar sind. Ist dies 
der Fall, so gilt 


Fo) = (Re f(x) +ilIm P’(zo) - 
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3.2. Integration reller Funktionen 
3.2.1. Definition des Riemannschen Integrals 


Es sei —=<a<b<=. Wir betrachten eine Zerlegung Z: 


a=m<ly<...<iy<a,rı=b (1) 


des Intervalls [a, 5]. 


Definition. f(x) sei eine reelle beschränkte Funktion auf D(f)=[a. b]. 
(a) 
S Ha) de=sup DE mit Di= 3 (yrı-a) inf My), 
= Z 5-0 velaja; 44] 


n 
S Ha) de=inf Yi* mit Iit=D (yrı-a) sup fW)- 
Z =0 vela;a;y] 


(b) f(x) heißt integrierbar, falls f fa) de=f f(x) de ist. 


wu 


Bemerkung 1. sup ist das Supremum über alle Zerlegungen Z der Form (1), wobei n variabel 
zZ 
ist (Supremum über alle » und alle Zerlegungspunkte) (analog inf). Da f(x) beschränkt ist, 
Z 
existieren inf,f(y) und sup f(y) über die entsprechenden Teilintervalle. SZ heißt Untersumme 
und entspricht der Summe der schraflierten Rechtecke. [ heißt Unterintegral. Entsprechend 
heißt I5* Obersumme und [ Oberintegral. 


Bemerkung 2. Ist /{x) integrierbar, so schreiben wir 
— b 

S fe) da=f fa) de=f fa) de=f fe) de, 
2 & 


wobei die letzte Schreibweise das Integrationsintervall kennzeichnet. Das ist das Riemannsche 
Integral. 


Lemma 1. Es ist [ f{a)dx=f f(a)dı. 

Bemerkung3. Eine Funktion heißt also genau dann integrierbar, wenn sich = im Lemma lin 
= verwandelt. 

Lemma 2. f(x) sei im Intervall [a, b] integrierbar. Ferner sei y; ein beliebiger Punkt 
aus [aj, a;.1] im Sinne der Zerlegung aus (1). Es sei 


n 


= 2 (aj+1-a;) fy;) - 


j=0 


Dann gibt es eine Folge Z, von Zerlegungen mit 
#—1 * _% xx _1: 
[ Hoyda=1im 32, =lim Zi lim I, 
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>; das Integral [ f{r)de von unten und 


ae 4. Es gilt 27,= 2 wobei I 27, 


2,,® = 
Fr von oben approximiert. 


Lemma 3. f(«) sei in [a, b] integrierbar und c£ (a,b). Mit Z° werden alle Zerlegungen 
(1) bezeichnet, die ce als Zerlegungspunkt enthalten. 


(a) Es ist [ Hr) de=sup Iye=int Ze 
ze 


(b) Lemma 2 bleibt auch richtig, wenn man sich auf Zerlegungen Z° beschränkt. 


3.2.2. Eigenschaften 


Satz 1. f und g seien in [a, b| integrierbar. 
(a) Sind A und u reelle Zahlen, so ist Af+ ug in |a, b] integrierbar, und es gilt 
FAR) +-ugle)) dr =AS fa) Ar + u Syke) dr. 
(b) Ist zusätzlich f(x) zg(x). so ist 
Sfe) de=fgle) de 


Satz 2. f sei in [a,b ] integrierbar. 
(a) Ist c& (a, b). so ist f in [a, €] und in [e, b] integrierbar, und es gilt 


b © b 
S Ha) de=/ fa) de+f Hr) de. 
(b) |z)| ist in fe, 5] integrierbar, und es gilt 


b b 
S fx) de =/ fx)| dx. 


3 


Bemerkung. Ist f in [a, 5]. integrierbar und ista<c=d-b, so ist f auch in [e, d] integrierbar, 
Das folgt aus (a). 


3.2.3.  Vertauschung von Limes und Integration 


Definition. Es sei —=<a<b<=. Eine Folge f(x) reeller (oder komplexer) 
Funktionen mü D(fj)=(a, b) heißt gleichmäßig konvergent gegen f(x) miütD(f}=(a, b), 
falls es zu jedem &>U eine natürliche Zahl j,(e) gibt, so daß | 
sup Me) -Ie)l=e | 
<(a,b) | 
für alle j mit j=ijy(e) ist. 
Bemerkung 1. Die gleichmäßige Konvergenz von f; gegen f schreiben wir als ;=/. 
Bemerkung 2. Sind die Funktionen f; in [e, 5] stetig, so stimmt die gleichmäßige Konvergenz 
mit der Konvergenz im Raum Ca, b] aus 2.5.2. überein. Da C[a, b] vollständig ist (Satz 2.5.2), 
ist dann auch fe Ce, b]. 
Satz. Die Funktionen F;(x) mit j=1,2,3,... seien in [a, b] integrierbar. Ist f;>f in 
(a, b), so ist f{x) ebenfalls in [a, b] integrierbar, und es gilt 
S fx) de=lim f Fe) de. (1) 


jo» 
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0 
or 


Bemerkung 3. (1) kann man auch als 
lim fa) de=lim fie) de 
on Jon 


schreiben (Vertauschbarkeit von Limes und Integration). 


3.2.4. Beispiele und Gegenbeispiele integrierbarer Funktionen 


Es sei -—»<=a=<b=». Eine reelle Funktion f(x) mit D(f)=[e, b] heißt stückweise 
stetig, falls /(x) in jedem Punkt x,€[«, b) rechtsseitig und in jedem Punkt x9€ (a, b] 
linksseitig stetig ist: (Def. 2.3.1/5) und die Anzahl der Unstetigkeitsstellen endlich 
ist. Die Unstetigkeitsstellen sind also Sprungstellen im Sinne von 2.3.1. Solche 
Funktionen sind beschränkt. Stetige Funktionen sind spezielle stückweise stetige 
Funktionen. 


Satz. Jede in [a, b] stückweise stelige Funktion ist integrierbar. 


Bemerkung. Insbesondere ist f(x)=e integrierbar, und es gilt 
Sfx) de=c (b-u). 


Gegenbeispiel. Die Funktion f(x) -| 1 für z rational 


REEEET mit D(f)=[0, 1] ist nicht 
— 1 für x irrational 
(im Riemannschen Sinne) integrierbar. Man sieht nämlich sofort, daß sämtliche 
Untersummen %=-—1 und sämtliche Obersummen %*=1 sind. Andererseits 
ist |f@)|=1 und somit integrierbar in [0, 1]. Das zeigt, daß Satz 3.2.2/2(b) 
nicht umkehrbar ist. 


3.2.5.  Stammfunktionen 


Definition. Es sei —><a<b<=. Eine reelle Funktion f(x) mit D(f)=[a,b] heißt 
Lipschitz-stelig, falls es eine positive Zahl M gibt, so daß |\Kz,)-fHzs)| EM |vı — a] 
für alle x, und alle x, aus [a, b] ist. 


Lemma 1. (a) Jede in [a,b] Lipschitz-stetige Funktion ist dort gleichmäßig stetig 
(Def. 2.3.1/3(e)). 

(b) Ist f in [a, b] stetig und in (a,b) differenzierbar mit sup |f(x)|<», so ist f 
in [a, b] Lipschitz-stetig. =<(a,b) 
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Bemerkung. Eine Dachfunktion ist in [a, 5] Lipschitz-stetig, aber im Punkt x, nicht differen- 
zierbar, Die Umkehrfunktion f zu y=? ist in [0, 1] stetig, aber nicht Lipschitz-stetig. 


Satz 1. (a) Ist f in [a, b] integrierbar, so ist 
= 
F(x)=/[ f(y) dy in [a, b] Lipschitz-stetig. 
[3 


(F(x) heißt Stammfunktion zu f(x)). 
(b) Ist f(x) in [a, b] stetig, so ist F(x) in (a, b) differenzierbar, und es gilt F'(x) = f(x)- 


Lemma 2. Ist f(x) =0 in (a, b), so ist f(x) in (a,b) konstant. 


Satz 2. f und g seien in [«, b] stetig, g sei in (a, b) differenzierbar und g’(x)= f(x) für 
x<(a, b). Dann ist 


b 
J Ka) dy=g(b) -gla) . 


n+1 
Beispiel. Ist z eine natürliche Zahl, so haben f(x) =x” und g(x) = ey die im Satz. 
n 


genannten Eigenschaften. Es folgt 


br+1 art 


b 
«rd — = ——, 
/ n+1 n+1 


3.2.6.  Integraloperatoren 


Ist -<a<b<«, so wird jeder Funktion f€ C[a, b]| (Def. 2.5.2) eine Funktion 
ITf durch 


(Hia)=fhiy, Ky)) dy+c, zefa,b], a) 


zugeordnet. Hierbei ist c eine Konstante und A(y, z) ist eine reelle Funktion mit 
Dih)=[a, b)x R,={(y,2) Jazy=b,z€R,}. Natürlich muß man zusätzlich Bedin- 
gungen an h(y, z) stellen, damit (1) sinnvoll wird. Gesucht sind solche Bedingungen, 
die sichern, daß H eine stetige Abbildung von O[a, b] in C[e, 5] im Sinne von Def. 
2.4.1(b) ist. [In der dortigen Bezeichnungsweise ist M,=M,=(la, b], 0, =9%=& 
hat die Bedeutung aus (2.5.2/1), und das dortige f ist jetzt Z7.] 
Satz 1. h(y, z) sei in D(h) =|[a, b]X R, stetig und genüge der Lipschützbedingung 
Ih(y, 2) hy, =*)| =zM 2 —2*] ’ 
für alle yela,b], ze R, und z* € R,. Hierbei ist M eine positive Zahl, die von y, z und z* 
unabhängig ist. Dann ist H eine stetige Abbildung von Cl[a, b] in O[a, b], und es gilt 
o(Mf, Hg)y=M(b-a)o(f,g) für alle feCla,b] und geCl[a,b]. 
Ferner ist (Hf)(x) in (a, b) differenzierbar, und es gilt 
(Hi) (@)=hla, fx)) Für zela, b). (2) 


Bemerkung 1. Für f£CT[a, b] ist h(z, f{x)) in D(h) stetig. 
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Definition. Ist —=<u<b==, so wird 
Cla, 81x... .x Ola, 51=4f | F=hl&). - = fnla)} File) €Cla; 81}; 


”» Faktoren 


N 


Hl )=L% Bu Ile) gie) 


j=1 zela,b] 


gesetzt. Hierbei ist g= {gu (&), - -  In{@)}- 
Lemma. C[a,b]x....x C[a, b] mit o, als Metrik ist ein vollständiger metrischer Raum. 
Wir betrachten das vektorwertige Analogon von (1), nämlich 
(Aiflla)= Hi; «+ Furl®) 
Ri 
= Shily Fk» +» Faly)) dy+e; wela,b]; (3) 
a 


wobei c; wieder Konstanten sind, j=1,....,n. Wir setzen 
Hf={Hıf, .. -- Haft 


Hierbei sind hy, 2.: - - 2„) reelle Funktionen mit dem Definitionsgebiet 

D(h;) =[a, 65]x Ru={(y; 2, m) |a=sy=b, (2,...,2n)E Rn}. 
Satz 2. hily. 2. »2,) sei in Dih;))=[a,b]X R, stetig und genüge der Lipschitz- 
bedingung 

Ay: 2: hl 25... „aa EMlı-zFl+...+l2-2f]) 
für alle yela, b]. (2. - - -zu)E Rn und (z#..... zö)€E Rn. Hierbei ist M eine positive 
Zahl, die von y, 21, - m 21 -- 2% an ist. Dann ist H eine stetige Abbil- 
dung von C[a,.b]xX.. X Cfa, b] in sich, und es gilt 

0n(Hf, Hg)=nM(b—a) ol}: 9) (4) 


für alle f und g aus C[a, 5)X...Xx Clfa. b]. Ferner ist (H,f)(x) in (a, b) differenzierbar, 
und es gilt 

(H;fy'(&) =hile, l@); - + + Fale)) . 
Satz 3. Ist nM(b—-a)<1. so besitzt H aus Satz 2 genau einen Fixpunkt in Ola, bB]x 
X...XCla,b. 


Bemerkung 2. Satz 3 folgt aus (4) und dem Banachschen Fixpunktsatz 2.5.3. Es gibt somit 
genau ein n-tupel {fi(®), - - -, fn(&)} mit f;()€O[a, b], so daß 


Fa)=g+S hl, Fa)... Fala)) de, jel..»n, 
a 


gilt. Aus Satz 2 folgt dann, daß f;(x) in (a, b) differenzierbar ist und 


Sea) ha, fil®) + Inla)), zela,b), jel....n, 
gilt. Gleichungen dieser Art, in denen Funktionen fi (x), . . - /a(2) und Ableitungen dieser Funk- 
tionen miteinander verknüpft sind, nennt man gewöhnliche Differentialgleichungen (oder 
besser, Systeme von gewöhnlichen Differentialgleichungen). Man kann die Untersuchungen 
dieses Abschnittes auch so interpretieren, daß wir die Existenz von Lösungen von Differential- 
gleichungen gezeigt haben, sofern die Funktionen h; gewisse Bedingungen erfüllen. 


4. Gewöhnliche Differentialgleiehungen (Existenz- und 
Unitätssätze) 


41. Anfangswertprobleme 
4.1.1. Die Differentialgleichung [®(z)=0 
In diesem Kapitel betrachten wir nur reelle Funktionen. Ist n eine natürliche 
Zahl, so ist 
n—1 


Mz)= 2 aw, ze(a,b), -»<a=<b<e, (1) 
j=0 


ein Polynom (rn —1)-ten Grades mit den reellen Koeffizienten «a;. Es ist ” (x)=0. 
Ist n=1, so zeigt Lemma 3.2.5/2, daß auch die Umkehrung gilt: Aus f(x) =0 folgt 
f(x) =a, in (a, b). Das nachfolgende Lenima verallgemeinert diese Aussage. 


Lemma 1. Ist f in (a, b) n-mal differenzierbar und gilt [® (x) =0, so hat f die Form (1). 


Bemerkung 1. Polynome (n — 1)-ten Grades kann man also auch durch f(x) =0 kennzeichnen. 


Lemma 2. Es sei x,E R, und zeR, mit j=0,...,n—1. Es gibt genau eine Lösung 
von f(x) =0 in R, mit [|Px,) =c; für j=0,..„n-1 (O=f). 


Bemerkung 2. Diese Lösung kann man sofort aufschreiben, 


n—1 G > 
fe)= 2 7 am? Gi=l'2e... -5J,0!1=1). 
j=1J° 
Problem. Es entsteht die Frage, ob die obigen Aussagen für die spezielle Differential- 
gleichung [Xx)=0 auf allgemeinere Differentialgleichungen der Form 


I (@) = hie, Ka); P(&); - .  P@)) (2) 
ausgedehnt werden können. Besitzt (2) genau eine Lösung mit den Anfangswerten 
x) =e; für J=0,..,n—1! 


4.1.2. Problemstellung 


Ist -»<a<b<=, so wurde [a, b]x R, in 3.2.6. erklärt. Stetig differenzierbar 
hieß, daß die betreffende Funktion differenzierbar und ihre Ableitung stetig ist. 


Problem 1 (Gewöhnliche Differentialgleichungen n-ter Ordnung). h(z &5 . - -, &n) sel 
in [e. b]X R,„ stelig und genüge der Lipschitzbedingung 


(Ray %s - + 5 2) Al 2, af) eMail +... + mn -wäl) (1) 
für alle x,€la, b]. (&; - - -- &n)€ Ru und (x, .. .„. x )€ R.. Hierbei ist M eine positive 


Zahl. die von xy, &: +: +, U &r » - -, &# unabhängig ist. Ferner sei c;£ R, mit j=0,... ., 
n—1. Gesucht wird eine in (a, b) n-mal stelig differenzierbare Funktion f mil 


Dx)EeCfa,b]| und la)=c; für j=0,....n—1 (2) 


und 


FR) = ha, Ka), Fa), Fade) für zela,b). (3) 
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Bemerkung 1. Der Raum ([a,5] wurde in 2.5.2. eingeführt. f(x) kann zuerst nur für 

z€(a,b) gebildet werden. fÜ(x)€C[a, b] bedeutet, daß f(x) bei « einen rechtsseitigen und 

bei b einen linksseitigen Limes besitzt und fa) =lim fx), [Ob) =lim fx) gesetzt wird. 
vwya vth 

Aufgaben der Art (2). (3) nennt man Anfangswertprobleme für gewöhnliche Differentialglei- 

chungen »-ter Ordnung. 


1 
| A 
N / 
2 I 
a | VA | 
1 Fig or OR 
vb Dem 
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Bemerkung 2. Ist n=1, so verkürzt sich die rechte Seite von (3) auf ’=h(x, f(x)). In diesem 
Fall gibt es eine einfache geometrische Interpretation. In jedem Punkt (zo, 40) <a, b)X Rı 
trägt man ein kleines Stück der Geraden y—-Yyo=hlxg: Yo) (@—x,) an. Es entsteht ein sog. 
Richtungsfeld. Das Problem ist, Funktionen zu finden, die dieses Richtungsfeld aufsaugen, 
d. h., daß die obigen Geraden zu Tangenten an die Kurve f(x) werden. 


Problem 2 (Systeme gewöhnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung). hjlxo; %ı; 
2,2%) mit jel,....n sei in [a, b|X R, stetig und genüge der Lipschitzbedingung 


Alzo 2 -- +) Al 2. „eMail r--- + mai) 
für alle zy£la, bl, (X... m)E Ru und (x, ....XH)C Ru. Hierbei ist M eine positive 
Zahl, die von X X: - I: U. ah und j=1,...,n unabhängig ist. Ferner sei 


GER, mit j=l,...,n. Gesucht werden in (a,b) stetig differenzierbare Funktionen 
fil®), - - - nl) mit 

Ia@)ECla,.b] und Fla)=e; für j=l....n 
und 


Ile) =hjle, Fıla),... Fale)) für jel,...,n und xe(a,b). 


4.2, Existenz- und Unitätssätze 
4.2.1. Systeme erster Ordnung 

Das Problem 2 aus 4.1.2. wird durch Zurückführung auf die Betrachtungen in 
3.2.6. gelöst. 


Satz. Problem 2 aus 4.1.2. besitzt genau eine Lösung. 


4.2.2.  Differentialgleichungen »-ter Ordnung 


Satz. Problem 1 aus 4.1.2. besitzt genau eine Lösung. 


Bemerkung. Problem 1 wird auf Problem 2 zurückgeführt, indem man f=f,,]’=f» - - -» 
fa-D=/, setzt. Die Differentialgleichung (4.1.2/3) ist dann äquivalent zum System erster 
Ordnung 


fi =f 3=f .. sfn-i =fn 
I=hle, file), .. > Fn®)) » 


mit den Anfangsbedingungen f;(a)=ej-; für j=1,...,n. Das bedeutet, daß man gewöhnliche 
Differentialgleichungen n-ter Ordnung als spezielle Systeme erster Ordnung betrachten kann, 
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4.2.3. Lokale Existenz- und Unitätssätze 


Der Einfachheit halber beschränken wir uns auf =A(x, f}. Bisher hatten wir 
gefordert, daß h in D(kh)=[«, b|X R, stetig ist. Jetzt verlangen wir nur, daß h(x, y) 
in einem offenen Gebiet & der x,y-Ebene stetig ist. Das Richtungsfeld aus Bemer- 
kung 4.1.2/2 ist dann nur in 2 sinnvoll. 


eb & 


Problem. h(x, y) sei in D(h)=2 stetig und genüge der Lipschitzbedingung 

hiz, y)—hix, yY)|=Mly-y*| 
für alle Punkte {x, yyEQ und ix, y"}<Q. Hierbei ist M eine positive Zahl, die von 
x, y und y* unabhängig ist. Ferner sei 

sup |ka,y)|=N. 

w,n)eR 
Ist {a,c}EQ, so wird in einer rechtsseitigen Umgebung (a,b) von a eine Lösung von 
Fir)=hle, f{x)) mit fla)—c gesucht. 
Satz. Ist (b-aJM=1 und ist () das eingezeichnete (abgeschlossene) Rechteck mit 
QEQ, so besitzt das Problem in Q genau eine Lösung. 
Bemerkung 1. Das ist ein lokaler Existenz- und Unitätssatz. Man kann aber das Verfahren 


iterativ anwenden (Folge von Rechtecken der Form 9) und so die Integralkurve f(x) maximal 
fortsetzen. 


Bemerkung 2. Ein entsprechender Satz gilt für Differentialgleichungen n-ter Ordnung und 
für Systeme erster Ordnung. 


B. Elementare Funktionen und Potenzreihen 


51. Exponentialfunktionen und Potenzfunktionen (reell) 
5.1.1. Die Funktion e® 


Definition. e(x) ist die in R, eindeutig bestimmte Lösung der Differentialgleichung 
fir)=fx) mit der Anfangsbedingung K0)=1. 

Bemerkung 1. Im Sinne von 4.1.2. ist h(x, y)=y. Nach Satz 4.2.2 besitzt somit f’(2)=/(x) mit 
‚0)=1 im Intervall [-.N, N] genau eine Lösung. N —= zeigt, daß diese Aussage auch mit Rı 
statt [—- N, N] richtig bleibt. 

4* 
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Satz. (a) e(x) ist auf R, positiv, streng monoton wachsend und konvex. Ferner ist 
e(r)>o für x-o, e(2a)+>0 für z-— eo. 
(b) Für alle xe R, und yeR, gilt 
ew+y)=elr) e(y). 4) 


Bemerkung 2. Eine reelle Funktion heißt konvex, wenn die Verbindungsstrecke zweier Kurven- 
punkte oberhalb der Kurve liegt. Eine reelle Funktion heißt konkav, wenn die Verbindungs- 
strecke zweier Kurvenpunkte unterhalb der Kurve liegt. 


Bemerkung 3. Der elegante Beweis des Satzes benutzt nur die Existenz- und Unitätssätze für 
Differentialgleichungen aus Kap. 4: Es ist ein Jammer, daß dieses Buch keine Beweise enthält. 


Bemerkung 4 (Schreibweise). Wir setzen e(1)=e. Dann folgt aus (1) 
e{n)=e(l) e(n—1)=...=(e(1))"=e" und e(—-n)=e", 


wobei n eine natürliche Zahl ist. Das rechtfertigt die Schreibweise e(x)=c”, da e? für ganz- 
zahlige Werte von x die frühere Bedeutung hat. 


“ 


5.1.2. Die Funktion log x 


Definition. log x ist die Umkehrfunktion von e”. 


Bemerkung 1. Nach 3.1.4. und Satz 5.1.1 ist die Definition sinnvoll. Die Kurve für log 
gewinnt man durch Spiegelung der Kurve für e” an der Geraden y=x. 


Satz. (a) D(log x)=(0, =) (Definitionsgebiet von log x). Ferner ist log x beliebig oft 
; . 1 
differenzierbar, streng monoton wachsend und konkav. Es ist (log x)’ —=— , 
x 


logl=0, logre>-» für z-®,loggı--» für 0. 


(b) Für alle x>0 und y=O gilt 
log (zy) =logx+logy. 


Bemerkung 2. Insbesondere gilt log #®=k log x, wobei k eine ganze Zahl ist. 


. logx 
Lemma. Es ist lim 5”_ 1. 
z-1t7 
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5.13. Die Zahl e 


N— 


: 1\r 
Satz. e=lim (' +.) ; 
n 


Bemerkung. e=e(1) hat die Bedeutung aus 5.1.1. Aus Lemma 2.1.3/3 folgt e=Z und2=e-<4. 
Es ist e=2,718.... 


5.1.4. Die Funktionen a” und log, x 


Definition. (a) Für a>0 und xeR, wird a” = e*!o@@ gesetzt. 
(b) Ist a>0 und a=1, so ist log. x die Umkehrfunktion von a®. 


Bemerkung 1. Für a=1 ist F=at=e’=1. Für a=0 und «=1 ist a? streng monoton. Somit 
existiert eine Umkehrfunktion, die nach dem Spiegelungsprinzip gewonnen werden kann. Für 
a=e ist log, z=log x, wobei wir in Zukunft auch log x= In x setzen. 


0=a=7 


Bemerkung 2. Es ist a'=eln@=a. Ferner hat a4 die übliche Bedeutung, wenn k eine ganze 
Zahl ist. Das rechtfertigt die Bezeichnung. 


Satz. (a) attV—arar, a?b? = (ab)*, (aw—aw für a>0,b=0, zeR, und Ye, 
(b) (a?)' =a” Ina für a>0 und xeR.. 
(e) loga(2y) =log. x +log. y für 2>0, y>0, a>0, a#+1. 


1 
(d) logar =, 1ogı ® für «>0, a>0, b=0, a+1,b=#+1. 


Bemerkung 3. Die Kurven a® mit a =-0 und z€ R; füllen die obere Halbebene mit Ausnahme der 
Menge {(x, y) | x=0,0=y=«, y#1} lückenlos aus. Istz. B. x =0, so gilt at = für a—» und 
a?’ —0 für a0. 


5.1.5. Die Funktion &* 


Nach den obigen Betrachtungen ist a für x<>0 und ye.R, definiert. Bisher haben 
wir 2=a festgehalten und y variiert. Jetzt fixieren wir y=«€ R, und untersuchen 
die Funktion «* mit dem Definitionsgebiet D(x*) = (0, &). 


Satz. (a) Es ist = >0, a"? = (ay)”, wart, (ee) = x für c>0, y>0, acR, und 
BER. 

(b) Ist x>0, so ist x* streng monoton wachsend, = für -& und x*40 für 
x+0. Ist x<0, so ist x* streng monoton fallend, x° | 0 für <= und x + für x}0. Es 
ist a0 =1. 

(e) Für x>0 und ae R; ist (a) =ax®-!, 
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Bemerkung 1. (a) ist die Umschrift von Satz 5.1.4(a). 


PP" 258 N R } 
Bemerkung 2, Ist 0<a zT eine rationale Zahl (p und g natürliche Zahlen), so schreiben wir 
4 4 1 


auch #?=FYxP .. ferner 2? =yr,x 


_ 1 
2 Hr . Schließlich setzt man 0? =0 für « =0. 
x 


32. Trigonometrische Funktionen 


5.2.1. Die Funktionen sin x und cos x 


Definition (a) sin x ist die in RR, eindeutig bestimmte Lösung der Differentiulgleichung 
F(a&)= —-flx) mit den Anfangsbedingungen f{0)—0, (0) =1. 

(b) cos x ist die in It, eindeutig bestimmte Lösung der Differentialgleichung f(x) — 
— — f(x) mit den Anfangsbedingungen F0)=1.f'(0)=1. 


Bemerkung 1. Im Sinne von 4.1.2. ist h(x, y, 2) =y. Nach Satz 4.2.2 besitzt somit f(x) = —f{x) 
mit /(0) =0 und f’(0)=1 im Intervall [- N, N] genau eine Lösung. N —« zeigt, daß diese Aus- 


sage auch mit Z, statt |— N, N] richtig bleibt. 
ß gie) oben: Vorzeichen 
es 
B, 
unten: Vorzeichen 
von flx) 


Bemerkung 2 (Geometrische Interpretation). Später werden wir die Länge glatter Kurven Z 
berechnen. Ist L etwa der Einheitskreis (Kreis vom Radius 1). so betrachtet man die Länge 
einbeschriebener Polygonzüge. Das Supremum dieser Längen ist endlich und wird mit 2r 
bezeichnet. Es ist 7=3,141... Das Verfahren klappt auch, wenn man die Länge des Bogens 
P,Pı ermitteln will, die mit x bezeichnet wird. Es ist also 0=r=2r. Ferner haben f(x) und 
(x) die eingetragene Bedeutung, wobei Vorzeichen zu berücksichtigen sind. 


x® 


Lemma. Für Ozr=2r ist g(x)=sin x und f(x) =cos ır. 


Bemerkung 3. Der Beweis wird geführt, indem man nachweist, daß f(x) und g(x) die obigen 
Differentialgleichungen und Anfangsbedingungen erfüllen. 


Satz. Es ist wel, und yER,. 
(a) sin @=sin (x +2r), cos «cos (we +2r) (periodische Funktionen). 
(b) sin «=0 gilt genau dann, wenn = kr (k ganze Zahl) ist: cos x=0 gilt genau 


” 5 
dann, wenn = —+ kr (k ganze Zahl) ist. 
2 


(e) sin @= —sin (— x) (ungerade Funktion bezüglich 0), cos x=cos (—x) (gerade 
Funktion bezüglich 0). 

(d) sin?c+cos’x=1 für zeR,. 

(e) sin @=cos (2-3) ; 


- 


(f) (sin x)’ =cos x, (cos x)’ = — sin x. 
(g) sin (ce-+y)=sin« cosy+sin y cost, cos (C+Yy)=cos x cos y—sin x sin y. 
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Bemerkung 4. Der Satz wird unter Verwendung der Existenz- und Unitätssätze aus Kap. 4 
und des obigen Lemmas bewiesen. 


SITX 


Bemerkung 5. Insbesondere ist jsin« =1 und cos «| =1. Ferner folgt sin («+ r)= —sinx und 
cos (e+r)= —cost. 


5.2.2. Die Funktionen tan x und cot x 


ae Sina 3 . e 7 T 
Definition. tan. = mit dem Definitionsgebiet Ditana)= \ | th, + kr), 
cos X eg 2 2 
cosr . ER i 5 
cot = —— mit dem Definitionsgebiet D(cot 2)-— U (kr, n+ kr). 


sin a RR 
Salz. Es ist tan (ce +r)<tan er. cot (e+r)=cot er, 
(tanz) =1-+tan?!z, (cot x) = —-1-cot!x, 


wobei ve BR, aus dem jeweiligen Definitionsgebiet ist. 


ion x | 


5.2.3. Die Funktionen aresin x und aretan x 


Be: : De \ } NT T ; 
Definition. aresin x st die Umkehrfunktion von sin ymit -—;<y<z. arctan x (st 
=. 2 2 


3° 


die Umkehrfunktion von tan y mit —<y-< 
_ 
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iS 
al 


1 


Bemerkung 1. Im Intervall >, 3 sind siny und tan y streng monoton. Die Umkehr- 


funktionen können dann nach dem Spiegelungsprinzip konstruiert werden. 


Satz. Es ist D(aresin x2)=(—1,1) und D(aretan x)= R,. Ferner gilt 


Eiern ey 
und (arctan x)’ = ——, 
1-22 1+22 


wobei x aus den entsprechenden Definitionsgebieten ist. 


(aresin x)’ = 


Bemerkung 2. Analog kann man arccos x und arccot x als Umkehrfunktionen von cos y und 
cot y in Monotonieintervallen einführen. 


5.2.4. Die Funktion ei? 


Die Bogenlänge am Einheitskreis wird mit @ bezeichnet (vgl. 5.2.1.),, 0o=P=2r. 
Es sei z(p)=cos p-+i sin p, wobei wir diese komplexe Funktion mit der Periode 2r 
auf ganz R, ausdehnen, z(p)=z(p +2kr), k ganz, geR.. 


Lemma. Es ist z(p+y)=z(g) z(y) für gER, und yeR.. 


Bemerkung 1. Das Lemma rechtfertigt die Schreibweise z(p) =eir. Es ist e!=e?ri=1 und eir= 
=erin 1. 


Bemerkung 2 (Polarkoordinatendarstellung komplexer Zahlen). Ist z=x+iy eine komplexe 
Zahl, so wird der Abstand zum Nullpunkt mit r=|z| bezeichnet. Es ist r?=x2?+y? und somit 


nach den früheren Rechenregeln r=|z|=Vx?+y?. Die komplexe Zahl Fr liegt auf dem Einheits- 


kreis (r+() vorausgesetzt) und kann somit als ei? dargestellt werden, also z=rei? (Polarkoordi- 
natendarstellung komplexer Zahlen). Hierbei kann man p durch @+2kr, k ganz, ersetzen. 
Manche Rechenregeln für komplexe Zahlen vereinfachen sich, wenn man Polarkoordinaten 
nimmt. Ist z=reir, so ist 2=re ir, Ist zusätzlich w=seiv, so ist 

2: w=rseile+tW. 
Geometrisch bedeutet die Multiplikation mit w eine Streckung mit s=|w] und eine gleich- 
zeitige Drehung um den Winkel y. 
Bemerkung 3 (Moivresche Formeln). Die obige Darstellung kann man auch benutzen, um 
Identitäten für trigonometrische Formeln auszurechnen. Ist rn eine natürliche Zahl, so ist 

cos ne+isin ne =einz < (ern —(cosz+isinz)R. 
Rechnet man die rechte Seite aus und vergleicht man Real- und Imaginärteil, so ergibt sich 


n FERN n j 
COS nX = cost x — (2) cos?—-2 zsin?c+ () cos®t-4 rc sin x—..., 


. n R n Er 
sin ne=n cor-1g— (3) cost 32 sind c + (%) cor-Frsindrc—.... 


Hierbei sind (2) = Fahr Binomialkoeffizienten, 1=ek=n. 


-1 
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5.3. Exponentialfunktionen und Potenzfunktionen (komplex) 
5.3.1. Die Funktionen e* und In z 


In diesem Abschnitt betrachten wir komplexe Funktionen /(z) mit der komplexen 
Ebene (\, oder ©, — {0} = {w | weÜ,, w#+0} als Definitionsgebiet D(f(z)). Wie üblich 
ist z=0+iy=Re z+i Im z=r elf, wobei letzteres die Polarkoordinatendarstellung 
aus 5.2.4. ist. 


Definition. (a) Es sei &=e’el! mit D(e)=(,. 
(b) Es sei Inz=Inr+ip, O=$<2r mit D(ln z)=C,— {0}. 


Bemerkung. e%, eiv, Inr mit »=0 sind von früher bekannt. 


Riemannsche Fläche für In =, Es ist 


zo rel = reir +2kri , 


k ganz. Die Beschränkung O=g9<2r in der Definition für In z erscheint künstlich. 
Dehnt man aber die Definition von Inzauf pe R, aus, so erhält man eine mehrdeu- 
tige Funktion, was man gern vermeiden möchte. Um diesem Dilemma zu entgehen, 
führt man Riemannsche Flächen ein. Im Fall der Funktion In z sieht dies wie folgt 
aus: Man legt unendlich viele komplexe Ebenen (C', übereinander, nummeriert 
sie mit k=0,1, —1,2, —2,..., schlitzt sie längs der positiven Halbachsen auf 
und verheftet die frei werdenden Ufer dieser Blätter nach der angegebenen Vor- 
schrift. Die ganzen Zahlen sind die Blattindizes und die übereinander stehenden 
Zahlen geben die Vorschrift an, von welchem Blatt man in welches Blatt zu wan- 
dern hat, wenn man den Schlitz überschreitet. Ist ww ein solcher Weg, so heißt dies, 
daß man bei der Wanderung von A nach B vom Blatt 0 in das Blatt 1 und, allge- 
mein, vom Blatt k in das Blatt k-+1 gelangt. Läuft man umgekehrt von B nach A, 
so kommt man z. B. vom Blatt 17 in das Blatt 16 usw. Man legt jetzt fest, daß im 
k-ten Blatt z durch 


z=re® mit 2krsp<2(k+1)r 
dargestellt wird. Auf dieser Riemannschen Fläche kann jetzt 
Inz=Inr+ig, geR,r>0, 


in eindeutiger Weise dargestellt werden (0 gehört nicht zur Fläche). Bei stetiger 
Wanderung auf der Riemannschen Fläche ändert sich (die eindeutige Funktion) 
in z stetig. 


Satz. (a) Für zeC, und we(, ist @et=ert®, 


(b) In z ist die „Umkehrfunktion“ von e® in dem Sinne, daß e" =z für alle z+0 unab- 
hängig von der Auswahl des Blattes gilt. 
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5.3.2. Die Funktion =, Riemannsche Flächen 
: Bisher haben wir x” für x=0 und yeR, erklärt. 


Definition. z und ww seien zwei beliebige komplexe Zahlen mit z=0. Auf der Riemann- 
schen Fläche für In z wird "= e"!W? gesetzt. 


Bemerkung 1, Fixiert man »r, so ist das Definitionsgebiet der Funktion f(z)==" die Riemann- 
sche Fläche für Inz. Ist (=); der Funktionswert im k-ten Blatt, so gilt mit O=p=27 und 
Inz=Inr—ie 

(2), =ett Inr+rrig +eri2ka — (2), elwzkz | (1) 


Bemerkung 2. Ist 2-2 =0 und = ye R,. so erhält man (#"),=e/lt?=xv. Das rechtfertigt die 
Definition. 


Lemma. Sind in, und w, zwei komplexe Zahlen, so gilt z"ı 2": = 2 +": auf der Rie- 
mannschen Fläche für In z (bei geeigneter Blattwahl für wy + ws). 


Bemerkung 3. Es ist 


iizel m re) OS A s 


Im 0-ten Blatt ist also ii=e * , eine interessante Formel! 


Bemerkung 4. Ist v=a reell, so ist |ei*?r#| =1. Aus (1) folgt dann, daß die Werte (z*); auf einem 
Kreis vom Radius |(z*),| liegen. 
r . " » . . . 
Bemerkung 5. Von besonderem Interesse ist der Fall -- rational, wobei p eine ganze und gq 
eine natürliche Zahl ist, » und g teilerfremd. Sind ! und k zwei ganze Zahlen mit /=k-+gn, n 
v p [a 


ganz, so folgt aus (1), daß (2° ),=(z ")e+ng gilt.z° hat also nur q verschiedene Werte, etwa 
P. wi Bi Pr 

(2) (2). (2? )a-ı. Um” in eine eindeutige Funktion zu verwandeln, benötigt man 

also nicht die ganze Riemannsche Fläche für In z, sondern nur g Blätter, etwa die Blätter 

mit den Indizes 0, 1. ...„.g—1. Vom Blatt g—1 kehrt man wieder zum Blatt 0 zurück, 


wie es die untenstehende Vorschrift anzeigt. Die Existenzfläche (Definitionsgebiet) für 
I 


Yz =? besteht dannaus2 Blättern;z. B. ist HU) —1 und (1 ); =eir= 1. 


dr 

u We 
/ \ 
PERL IE hen > 0 & 0 / 
v : = 7 \ 
0 ig g & 0 { Pe SR 


5.3.3.  Einheitswurzeln, Fundamentalsatz der Algehra 

1 
Definition. /st n eine natürliche Zahl, so werden die komplexen Zahlen 1" als n-te 
Einheitswurzeln bezeichnet. 


sn 
ri 
Lemma. Es gibt n verschiedene n-te Einheilswurzeln, nümliche” mitk=0,...n-1. 


Bemerkung 1. Das Lemma folgt unmittelbar aus den Betrachtungen in 5.3.2. Die Einheits- 
wurzeln bilden die Ecken eines regulären Polygons. 
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Satz 1. Das Polynom z#—1 besitzt in C, genau n verschiedene Nullstellen (also kom- 
plexe Zahlen z mit =" —1=0). Diese sind die n-ten Einheitswurzeln. 


Bemerkung 2. Der Satz folgt aus den obigen Betrachtungen. Es entsteht die Frage, ob für 


n 
beliebige komplexe Polynome »-ten Grades Y, «jz. a; komplex, ein ähnlicher Sachverhalt 


F=0 " ni 
gilt. Wir können «„+0 voraussetzen. Hierbei heißt =; Nullstelle, falls & «aj2/=0 gilt. 
;=0 


n 
Satz 2 (Fundamentalsatz der Algebra). I, 032. a; komplex, a1=#0, besitzt genau n 
=U0 


je 
komplexe Nullstellen. Sind z,. - . -, Zu (diese Nullstellen. so gill 
n 
zT ara (2) (2-2)... (2-2). (1) 
j=0 


Bemerkung 3. Es kann passieren, daß einige (oder auch alle) Nullstellen gleich sind. Ist etwa 

21=2%=...—2,, aber 2. +2 fürk=r-+1,....n.sosagt man, daß 2, eine Nullstelle der Vielfach- 
" 

heit (oder Ordnung) » ist. Hat I «jz? genau 7 verschiedene Nullstellen ,.. .... 07 mit den 
j=0 

Vielfachheiten x... ., 7, so verwandelt sich (1) in 


n 


z n LE n 
I ae=a, (2) le)? 2... (an$0). (2) 
;=0 
n . 
Hierbei sind r, natürliche Zahlen und n, —n5+...—- n=n. Das Polynom N a;7. a; komplex, 
1 Na ) 2 477,0; 
j=0 


4,0, hat somit genau nm komplexe Nullstellen unter Berücksichtigung der Vielfachheiten. 


Bemerkung 4. Der Beweis des Satzes ist relativ einfach. wenn man folgende Aussage als richtig 
n 
voraussetzt: Das Polynom 3 #72, @„+0, besitzt mindestens eine komplexe Nullstelle. Daß 
I=0 
diese Annahme richtig ist, beweist man am besten im Rahmen der Funktionentheorie, Kap. 15. 
Wir kommen hierauf in 15.3.6. und in Bemerkung 15.5.2/2 zurück. 


Satz 3. 0; mit j=0... .„.n seien reelle Zahlen und a„=0. 
n 
(a) Ist w eine Nullstelle des Polynoms I. a; mit der Vielfachheit m, so ist auch 
j=0 
ww eine Nullstelle mit der gleichen Vrelfachheit. 
(b) Sind wy,.. .. ww; die verschiedenen reellen Nullstellen mit den Vieljachheiten 
N und ©, 0, 00 Par rn dp dp die verschiedenen echt komplexen Nullstellen 
” 
az, so gilt 
ü) 


i= 


d.h. Im 9,0) mit den Vielfachheiten mi... .. my; von 
r l k 
n eh 
z d- 
j=D 


. (2-0) (2 Be o)?+(Im m)... 
. . [(@—BRe 9p)2+ (Im 29)?]"*. (3) 


Bemerkung 5. Ist z=: reell, so ist (3) eine rein reelle Zerlegung, was bei reellen Polynomen 
wünschenswert ist. 
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5.4. Potenzreihen 


5.41.  Konvergenzradius 


In der komplexen Ebene ©, werden Potenzreihen P(@2)= 7, aj(2-2,)’ betrach- 
;=0 


j= 

tet. Hierbei sind a; komplexe Zahlen, z,€ C, ist fest und z€C, variabel. Die Reihe 
konvergiert trivialerweise für z=z,. Für welche anderen z-Werte konvergiert die 
Reihe in ©, ? Von besonderem Interesse ist die absolute Konvergenz, d.h. 


2 la;l 2-20’<=. 65 
zo 


Ist {c;}7_, eine Folge reeller Zahlen, so bezeichnet lim c; (oberer Limes) den größten 
und lim c; (unterer Limes) den kleinsten Häufungspunkt der Zahlen c;. Sind «a; die 
Koeffizienten der obigen Potenzreihe, so wird 

l 


= (im [a,|?)-1 (Konvergenzradius) (2) 
1 


1 
’ 0 soll hierbei R= und für lim Ja,” = soll R=0 sein. 


gesetzt. Für lim ja; 


Satz. Für |2—z,|=R konwergiert 2 ajz— 2) absolut. Für |2—2,|>R liegt keine 
absolule Konvergenz vor. 


Bemerkung 1. Der Satz rechtfertigt die Bezeichnung Konvergenzradius für R. Ob (1) für 
2-20 =£ richtig ist oder nicht, läßt sich nicht allgemein sagen. Es können beide Fälle auf- 
treten. 

Bemerkung 2 (Beispiele für Potenzreihen und zugehörige Konvergenzradien). 


@)ZF und Ri; (b) If und Re0; 
j=0 ji 


(e) Zjte und R==. 
j-1 


5.4.2. Addition und Multiplikation von Potenzreihen 


Es seien Zur und pie —2,)’ zwei Potenzreihen mit den Konvergenz- 


radien Ra and Ry- 
Satz. (a) Sind A und u komplexe Zahlen und ist R der Konvergenzradius von 


2 (Aa; + ub;) (£—29)’, so gilt R=min(R,, R}). 
on Ist R der Konvergenzradius der Reihe 
Zoe-2r] | Zee-=»|-2, (ab;+ajb;-ı +... +ajbo) (220), 
so gilt R=zmin(R,, R}). 
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5.4.3.  Differentiation von Funktionenfolgen und Potenzreihen 


In diesem Abschnitt betrachten wir reelle Funktionen fEC[a, b] mit -»<a-<b 
<>, Wie früher bedeutet /'€C[a, bj], daß f in (a, b) stetig differenzierbar ist und 
daß /’ bei a einen rechtsseitigen und bei 5b einen linksseitigen Limes besitzt. > be- 
deutet gleichmäßige Konvergenz in [«, b]. 


Satz 1. Für j=1,2,3,... sei };& Ca, b] und F € C[a. b], sowie f;>f und >29. Dann 
ist Fe Ola, b| und geCl|e, b]. Ferner ist } in (a, b) differenzierbar, und es gilt f' =g. 


Satz 2. Für j=1, 2,3,... sei J;£Cl[a,b] und f;£<C[a, bj. Ferner seien 2 Fix) und 
B: Fix) gleichmäßig konvergent. Dann ist 2 Fix) in (a,b) iiffeichelirbar, und es 
gilt 


(Zu) — 3 FAR) (gliedweise Differentiation). 
je ;-1 


En 


Bemerkung 1. Wir betrachten reelle Potenzreihen I, ajlı —au)}, a; reell, als Ausschnitte 


a 


j=0 
komplexer Potenzreihen. R ist wieder der Konvergenzradius, wobei wir jetzt absolute Konver- 
genz im Intervall (x9— R, x, R) haben. 


En 


Satz 3. Ist ({a)= D u; (@- 2), a; reell, mit R>0, so ist f{x) im Intervall (x, — R, 
j=0 
%y+ X) beliebig oft differenzierbar. Es gilt 


oo 


P@)= ZIG-1)...G-k+l)a(e-)”* (1) 


(gliedweise Differentiation), k=1.2,3,...., wobei sämtliche Reihen in (xy — R, x,+ R) 
absolut konvergieren. 
Bemerkung 2. Es entsteht die Frage, ob man den letzten Satz umkehren kann: Ist jede in 


(&9—R,%9+ R) beliebig oft differenzierbare Funktion in eine Potenzreihe entwickelbar? Im 
allgemeinen ist das nicht richtig. 


kr) r 


5.4.4.  Taylorreihen 


Wir untersuchen die am Schluß von 5.4.3. gestellte Frage näher. Setzt man xx, 
in (5.4.3/1), so folgt (®(z,) =«azk! und somit 


= Hl; 
Ka)- 38 nu (2—2,)" (0!=1 gesetzt). (1) 


Das nennt man eine Taylorreihe. Die Frage am Schluß von 5.4.3. lautet jetzt: 
Wann konvergiert die Taylorreihe und wann ist ihr Grenzwert (x)? 


Satz 1. Es sei -><ay<x, <w. Ferner sei k=0,1,2,... Die Funktion f sei (k-+1)- 
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Sr 


mal stetig differenzierbar in (X 2) mil [DE Olxy, x] für j=0,.. .„ k+1. Dann ist 

E37 
(0) +, Kur )y Duaa 0)K: 7 (2) 
für alle x mit xy<x<x,. Ferner gibt ö eine Funktion 9=Üx) mit O=9=1, so daß 
N = en 
für alle x mit 1,2 <x, güt. 


Dt (+9 (a x)) (3) 


Bemerkung 1. Die jeweils letzten Summanden in (2) und (3) bezeichnet man als Restglieder. 
Die Frage, ob (1) gilt, ist somit eine Frage, ob diese Restglieder gegen null gehen für !—» 
oder nicht (vorausgesetzt, daß f beliebig oft differenzierbar ist). 


Bemerkung 2. Hat / stetige Ableitungen bis zur Ordnung k+1 in EM Umgebung = 


xy +8), e>=0, so gelten (2) und (3) für z&(x4—8, &9+e), wobei man in (2) f für 2, durch — f 
ersetzen muß. x E7 


Satz 2. Es sei -=<r << =. Die Funktion flx) sel in (x, #3) beliebig oft differen- 
zierbar, z€ (2, 25) und x,& (x, x). Ist 
zit sup AD] >0O für ke (4) 
(k +1)! VEI(Eu 2) 
mit I(&g. 2) = (x 2) für 29 =x und Kxg x) = (x, x.) für xy, 50 ist fx) durch (1) 
darstellbar. 


Bemerkung 3. Dieser Satz folgt sofort aus (3). 


5.4.5. Beispiele und Gegenbeispiele für Taylorreihen 


Satz 1. ce”, sin x und cos x sind in R, in absolut konvergente Potenzreihen entwickelbar. 
Es gili für ze R, 


ei 
er- a; 
ja! 
BB 8 77 
sin Beten 


r 
cosr=1-— +——-— 


Bemerkung 1. Im Sinne von Satz 5.4.4/2 ist 29=0, und es gilt (5.4.4/4). 
Ka 


In 
Satz 2. Ist «>0, so gilt lim =] lim eigr—0, lim — =(, lim x” Inx|=0. 
Br 4 oo 


Bemerkung 2. Die erste Aussage folgt aus Satz 1, die anderen Aussagen gewinnt man hieraus. 


Satz 3 (Gegenbeispiel). Die Funktion 
ı 
fx) =" pi nn. (Zeichnung auf S. 61) 


ist in R, beliebig oft differenzierbar, aber im Punkt O nicht in eine Taylorreihe mit 
positivem Konvergenzradius entwickelbar. 
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Bemerkung 3. Für f(x) aus Satz 3 ist JO) Prlx) für 2>0, wobei P7.(x) ein Polynom 
x 4 


in x ist. Satz 2 zeigt dann, daß f im Punkt 0 beliebig oft differenzierbar ist und f®(0) =0 ist. 
Hieraus folgt aber, daß (5.4.4/1) mit 2,=0 in einer Umgebung von () nicht richtig sein kann. 


5.4.6.  Potenzreihe für e*, analytische Funktionen 


Es zeigt sich, daß man die Betrachtungen für reelle Funktionen aus den letzten 
Abschnitten auf komplexe Funktionen ausdehnen kann. Im Kap. 15 werden wir 
uns damit systematisch beschäftigen. Einige Aussagen können wir aber bereits 
jetzt machen. 


Definition. @ sei ein offenes Gebiet in der komplexen Ebene O,. Eine komplexwertige 
Funktion f{z) heißt in G analytisch, falls f{z) in jedem Punkt z,€G in eine absolut 
konvergente Potenzreihe I, ajz—:,) mit positivem Konvergenzradius entwickelbar 
ist. FD 

Satz. e® ist in@=(, eine analytische Funktion, und es gilt 


oe zi 
e=7% Z für alle ze(\. 
30]: 
Bemerkung. Auch die anderen früher betrachteten komplexen Funktionen sind analytisch, 


sofern man die obige Definition geringfügig modifiziert. So sind Inz und =” auf der Riemann- 
schen Fläche für In x analytisch. 


5.4.7.  Irrationalität von e 


Eine reelle Zahl, die nicht rational ist, heißt irrational. 


Satz. e ist eine irrationale Zahl. 


on 1 
Bemerkung. Der Beweis beruht auf der Darstellung e= 3 m 
k=0 8! 


6. Banaechräume 


6.1. Definitionen und Beispiele 
6.1.1. Definitionen 


Aus der analytischen Geometrie ist der lineare Vektorraum gut bekannt: Eine 
nicht leere Menge M, in der zwei Operationen erklärt sind, nämlich eine Addition 
beliebiger Elemente aus M, sowie eine Multiplikation von Elementen aus M mit 
reellen oder komplexen Zahlen. Bezüglich der Addition müssen hierbei folgende 
Forderungen erfüllt sein: 


xz+y=y+x (Kommutativität), 

x+0o=x (Existenz eines neutralen Elementes oe M), 

(«+Yy)+2=x+(y+z) (Assoziativität). 
Hierbei sind x, y und z beliebige Elemente aus M. Ferner muß es zu je zwei Ele- 
menten € M und ye_M ein eindeutig bestimmtes Element z€M mit 2+2z<y geben. 
Bezüglich der Multiplikation von Elementen aus M mit reellen oder komplexen 
Zahlen muß gelten: 

Alaty)zictiy, (Atu)a-AX tur, 

1-x=x, Mur)=(u)®. 
Hierbei sind zeM und yeM, während A und a reelle oder komplexe Zahlen sind. 
Sind nur reelle Zahlen zur Multiplikation zugelassen, so spricht man von einem 
reellen linearen Vektorraum. Sind komplexe Zahlen zur Multiplikation zugelassen, 
so spricht man von einem komplexen linearen Vektorraum. Statt o schreiben wir 
in Zukunft 0. Ferner sei z= —y, falls y+z2=0 ist. 


Definition 1. Ein (reeller oder komplexer) normierter Raum besteht aus einem (reellen 
oder komplexen) linearen Vektorraum M und einer Vorschrift, die jedem z&M eine 
nichl-negative Zahl |x|| mit den Eigenschaften 

1. || =0, wobei |x]|=0 genau dann gilt, wenn «= ist, 

2. [Al = 1A} |ell; 

3. |y+alz]el-+|yl| (Dreiecksungleichung), 


zuordnet. Hierbei ist xeM, yeM und } reell oder komplex, ||x|| heißt Norm. 
Lemma. Mit o(z, y)=|®—y|| wird ein normierter Raum zu einem metrischen Raum. 


Bemerkung. Das Lemma folgt aus Def. 1.3.3/1. In Zukunft betrachten wir normierte Räume 
als spezielle metrische Räume. \ 


Definition 2. Ein (reeller oder komplexer) Banachraum ist ein (reeller oder komplexer) 
normierter Raum, der (als metrischer Raum betrachtet) vollständig ist. 
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6.1.2. Beispiele 


Der Raum R,. Mit |] = 2 al für 2=(#,....,2%,) ist R, ein Banachraum, siehe 


Lemma 2.5.1/2. Hierbei end die Addition von z=(%. - . .. %„) und y=(Yı: - = «> Yn) 
und die Multiplikation mit reellen Zahlen % auf natürliche Weise erklärt: «+y= 
= (MH +Y + + nt Yo), Ar= (A, . . ., Alm). 


Der Raum C,„. Betrachtet man komplexe Folgen «=(x, . . ., 2%.) und Multiplika- 
tionen mit komplexen Zahlen A, so ist C', bezüglich der obigen Norm ||| ein Banach- 
raum. (Das ist eine geringfügige Modifikation gegenüber 


Der Raum Cfa, b]. Mit fc = Eur |f(z)| ist C[a, b] aus 2.5.2. ein Banachraum, 
zela 


siehe Satz 2.5.2. Hierbei sind die Addition von Funktionen und die Multiplikation 
mit reellen Zahlen auf natürliche Weise erklärt: 


(+9)(&) =fa)+gle). (Aa) =Afle) 


6.2. Räume vom Typ I, 
6.2.1.  Ungleichungen 


Lemma. Für x=0, y-0, 1=<p<= und Vp-L/p'—1 ist 
zyzarlp+y”ip' 
Bemerkung 1. p° mit 1/p +1/p’=1 nennt man auch die zu p konjugierte Zahl. 


Satz. Sind xy... m und Yyı; «+» Yn komplexe Zahlen, ist 1 <p= = und 1/p+1/p 1, 
so gilt 


| n n n Up nn 1/p’ 
za: \= $ | = Ir] 2’ 
2 2; | = 2 ll «(3 7? (2 Iy;\? (1) 
ei j=l j-1l j=1 
und 
n 1/p n 1/» ” 1/» 

let) = | z kr) F | Zur) - (2) 
j=1 Il j=l u 


Bemerkung 2, (1) heißt die Höldersche Ungleichung, (2) die Minkowskische Ungleichung. 


6.2.2. Die Räume D,r, In,c; Ip,r und I,,c 


Wir betrachten lineare Vektorräume, deren Elemente endliche oder unendliche 
Folgen &=(x,, x, . ...) reeller oder komplexer Zahlen sind. Die Addition von &= 

=(2,2%,...) und y=(Y.%,...) ist durch &+y= (x, + Y1: 2%3+%, . ..) und die 
Multiplikation mit reellen oder komplexen Zahlen } durch Ar=(}x,, Axy, ...) er- 
klärt. 


Definition 1. (a) Zst n eine natürliche Zahl und 1Sp<==, so ist I;,r (bzw. 1},c) der 
reelle (bzw. komplexe) Inieare. Vektorraum der reellen (bzw. komplexen) Folgen = 


= (2 u) mit |allyn ‚(2 2 a)” 
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(b) Ist 1=p<», so ist l,,r (bzw. l,,c) der reelle (bzw. komplexe) lineare Vektor- 
= 1/p 
raum der reellen (bzw. komplexen) Folgen&= (x, &, .....) mit Ill, = (Zr) <o, 
je. 
Bemerkung 1. Nach 1.3.1. und 6.1.2. ist R,=!7,z und C,=!,c - 
Lemma. Ist n eine natürliche Zahl und 1=p<=», so gt für alle zeli.c 
lala=nleily und else 
1 p ? 1 

Bemerkung 2. Betrachtet man in der zweiten Ungleichung n—, so erhält man |l«|l „ale, 
für alle zelı,c - 


Definition 2. Zwei Normen ||, und |x]|» in einem linearen Vektorraum M heißen 
äquivalent, falls es zwei positive Zahlen c, und c, gibt, so daß für alle xeM 

ale =lela=cnlelı 
gilt. 
Bemerkung 3. Die beiden normierten Räume aus Def. 2betrachten wir als spezielle metrische 
Räume mit den Metriken o;(x, y) =|#«-%|,3j=1, 2. Cauchyfolgen bezüglich o, sind auch Cauchy- 


folgen bezüglich 05 und umgekehrt. Analoges gilt für konvergente Folgen. Bezüglich des Kon- 
vergenzverhaltens sind also die Normen |x||; und ||x/) vollkommen gleichwertig. 


Bemerkung 4. Aus dem Lemma folgt, daß alle Normen zn mit 1=29-=« in I}, r bzw. in If,c 
äquivalent sind. » 


Satz. (a) Ist n eine nalürliche Zahl und 1=pP<», so ist I;,„ ein reeller Banachraum. 
Ist 1=29<=, so ist Iell,n eine äquivalente Norm in l;,r - 


q 
(b) Ist n eine natürliche Zahl und 1=p<=, so ist I,,. ein komplexer Banachraum. 
Ist 1=4q<=, so ist Ian eine äquivalenle Norm in Ü,,c. 


(e) Ist 1&Ep=», so ist l,,r ein reeller und l,,c ein komplexer Banachraum. 
Vereinbarung. R, können wir mit einer der äquivalenten Normen Ieil,n normieren. 
Wir vereinbaren in Zukunft 


n 1/2 
Ian. = (3,128) ai See 
ji 


Analoges gilt für C,„. Ferner schreiben wir /7 statt 5, oder I5,c, da aus dem 
Zusammenhang heraus klar sein wird, ob es sich um einen reellen oder komplexen 
Raum handelt. Analog schreiben wir /, statt I,,r oder !,.c . 


2 Integralrechnung im R, (Fortsetzung) 


dh, Klassen integrierbarer Funktionen 

7.1.1. Allgemeine Regeln (partielle Integration, Variablensubstitution) 

Satz 1. Es sei -—»<a<b==. Gehören f, f', g und g’ zu Ca, b], so gilt 
Siar=76) 00) Ka) af Fade. 


Bemerkung 1. Diese Regel bezeichnet man als partielle Integration. Mit ihrer Hilfe kann man 
mitunter noch unbekannte Integrale auf schon bekannte zurückführen. Hier ein Beispiel. 
Ist O<a<b<» und « reell mit «+ —1, so gilt 


b b b 
"(ga +1\’ ze+l v (ti 
[»"mzaz= | | ) In x de= mel] de. 
J /N\a+1 
a a 


a+i o+1lx 


Hierbei heißt %(x) |}=h(b)—h(a). Das Integral auf der rechten Seite ist aber schon bekannt, 


b = b 5 
|rrar- re nn () 
a nz) fü B=-1. 


Variablensubstitution: Es sei -—<a<b<» und p£([e, b],p' € O[e, b] mit (x) >0 
für xe[e, b]. Dann ist @ streng monoton wachsend. y=gp7! sei die Umkehrfunktion. 
Es gilt yeCl[pta), p(b)] und y’€C[gp(a), p(b)] (siehe 3.1.4.). 


Satz 2. Ist fe Ca, b], so ist g(&)=f(y(x)) € C[p(a), p(b)], und es gilt 
b (b) 
S f&) de= | 9ie) v'(x) de. 


Bemerkung 2. Ist g€C[a, b], 9 € O[a, b] und p’(2)—0 in [a, b], so ist p streng monoton fallend. 
Aus fEO[a, b] folgt dann g(x) =f(y(z))EC[p(b), P(a)] und 


b r(a) +(a) 
S fa) de= — f gie) ya) de= f gie) IyYe)l de. 
a . +(b) eb) 


5° 
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7.1.2. Integration rationaler Funktionen, Partialbruchzerlegung 


Quotienten von Polynomen bezeichnet man als rationale Funktionen, 
n 


pack 
Rla Pi) Ba m Dr 
x) a at veR,. 
i Dr 
1=0 


Hierbei sind a; und b,. vorerst beliebige komplexe Zahlen, b„=#0. Ferner sind rn = 
—=0,1,2,...undm=0,1.2,... Nach (5.3.3/2) ist 


x) by (a2) (a 0)" ...(8-05)"7, 


wobei &,.... x; die verschiedenen (komplexen) Nullstellen von @(x) mit den Viel- 
fachheiten »n,. ... .. m; sind. 


Satz (Partialbruchzerlegung). (a) Rx) läßt sich in eindeutiger Weise als 


3 My di 
Ra)=p)+ I 3 


ua vi (a &u)" 


1) 


darstellen. Hierbei ist p(x) ein Polynom, und A, sind komplexe Zahlen. 
(b) Sind alle Koeffizienten a; und b; von R(x) reell und ist «,—&, (konjugiert kom- 
plexe Nullstellen von Q(x)). so ist A,,= ÄA,, für v=1,.. .. My. 


Bemerkung 1. (1) ist sinnvoll für alle «+, mit a =1,....j. Bezüglich (b) vergleiche man mit 
Satz 5.3.3/3. Insbesondere ist m,=mgs. Ferner folgt in diesem Fall, daß 4,., reell ist, falls &, 
reell ist (unter den Voraussetzungen von (b)). 
Bemerkung 2. »(x) und A,„, kann man explizit bestimmen, obwohl das Verfahren etwas müh- 
sam ist, wenn ınehrfache Nullstellen vorliegen. Multipliziert man (1) mit (« —,)”: und betrach- 
tet anschließend x —«;, so folgt 

44,m, = lim Rx) (ce a,)Mmı, 

Xox 
wobei man die rechte Seite nach der l’Hospitalschen Regel berechnen kann. Anschließend 
4 
wendet man das Verfahren auf die neue (harmlosere) rationale Funktion Rx) a 
20 
So kann man Schritt für Schritt 4, berechnen. Schließlich bleibt nur das Polynom p(x) 
übrig. 
Integration von R(x). Bei der Integration in Intervallen [«, b| haben wir uns auf 
reelle Funktionen beschränkt, so daß wir auch jetzt voraussetzen, daß alle Koeffi- 
zienten «7; und b; in R(x) reell sind. Hierbei soll [a, 5] keine Nullsteile von Q(x) ent- 
halten. Ferner versuchen wir (1) in eine rein reelle Darstellung zu verwandeln. Ist 
%, reell, so folgt aus Bemerkung 1, daß A, reell ist. Sind x und A komplexe 
Zahlen mit Im x=#0, so ist 
A A = c; (ce —Rex)+d; 

—to—=4@)+2 Al a 

(va) (2-2) jı [(x—Re x)?+ (Im x)? 
wobei alle Koeffizienten auf der rechten Seite von (2) reell sind. Teil (b) des Satzes 
zeigt nun, daß man die Glieder in (1) paarweise zusammenfassen kann und daß 
man auf diese Weise eine rein reelle Darstellung von R(x) erhält. Elementare 
Variablensubstitutionen der Form y=«ac+D zeigen, daß man die Integration von 


. q(x) Polynom, (2) 


R(x) auf die Integration von «7, in geeigneten Intervallen 


XL 
re nd are 
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zurückführen kann. Hierbei ist j eine ganze und k eine natürliche Zahl. Integrale 
über «7 wurden in (7.1.1/1) behandelt, 


4 d 
| . de= ß5 (In (x2+1))’ de=, In («2+1) ]@, 
€ , : 
[rm J a Year Bar A 
1 | a 
= gg HH, ei... 
d 


di a De 
| 241 =arctan x |; (Satz 5.2.3). 
Schließlich kann man die noch fehlenden Integrale aus der Formel 


d 
hun. 


d d 
" k-1 [ 2k—3 I x 
—— di= en, OLE 
J(a2+1)% J (a+1j871 BA 
c c 
iterativ berechnen. Zusammenfassend ergibt sich, daß man reelle rationale Funk- 
tionen auf die Integration weniger Grundtypen reduzieren kann, die man ihrerseits 
elementar integrieren kann. 


7.1.3. Integration von R(cos r, sin a) 


Betrachtet werden rationale Funktionen von cos x und sin x, 


n 

S onen 

DZ 1 cos® x sin’ a 
%.l=0 

m 

m : 

I by, cos’ x sin! x 
rs=0 


R(cos x, sin x) — 


Hierbei sind a,, und b,, reelle Zahlen. Da KR(cos x, sin x) mit 2x periodisch ist, 
kann man sich auf die Integration in Intervallen [a, b]<(—r. r) beschränken, die 

Fr Er 
keine Nullstellen des Nenners enthalten. Die Variablensubstitution y=g(x)=tan 5 


im Sinne von Satz 7.1.1/2 führt zu 


b tan 2 tan 2 
2 ö ddy ii" 
” u. 7 Er 
R(cos x, sin x) de = [ R 1,23 — “— = Riy) dy, 
[ (e in x) « | h (; ) Ip E (y) dy 
ii tan < Luc 


wobei R(y) eine rationale Funktion von y ist. Damit ist das Problem auf die Inte- 
gration rationaler Funktionen zurückgeführt. Rationale trigonometrische Funk- 
tionen 

R(cos nz, sin nz, cos (n—1)«, sin (n—1)x,... ., cos x, sin x) 


kann man nach den Moivreschen Formeln aus 5.2.4. auf rationale trigonometrische 
Funktionen in cos x und sin x zurückführen und somit elementar integrieren. 
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7.1.4. Integration von R(e”), R (x, Yx?—1) und R (x, Yx? +1) 


Wir betrachten rationale Funktionen einer Variablen (wie in 7.1.2.) oder zweier 
Variablen (wie in 7.1.3.). 
Integration von R(e”). Die Substitution y=g(x) =e* reduziert das Problem auf die 
Integration rationaler Funktionen in x im Sinne von 7.1.2. 


Integration von R (x, Y@?—1). Hier muß |x|=1 sein, da wir nur reelle Funktionen 


N i : PRBEPE e/+e 
betrachten. Es sei @=1. Die Substitution @=coshy= = 


Kosinus) reduziert das Problem auf die Integration rationaler Funktionen von e*. 


EHE SER: U _a-Y 
Integration von R (x, Yx?+1). Die Substitution «=sinny-——— (hyperboli- 


(hyperbolischer 


scher Sinus) reduziert das Problem auf die Integration von rationalen Funktio- 
nen von e*, 


7.1.5. Integration von R(x, Yl— x?) 


Es muß |x|=1 gelten. Die Substitution x=sin y reduziert das Problem auf die 
Integration rationaler Funktionen von cos x und sin x im Sinne von 7.1.3. 


1 


7 n 
7.1.6. Integration von R (2 (07) 


Es sei n eine natürliche Zahl. Ferner seien «, b, ce und d reelle Zahlen mit ad —be#0. 


Das Integrationsintervall soll so beschaffen sein, daß dort = 


x+b i 

nz >=0 gilt. Ist c=0 

d 4 

(wir können dann d=1 annehmen), so reduziert die Substitution y=(ax+b)" das 
Problem auf die Integration rationaler Funktionen im Sinne von 7.1.2. Ist c#0, 
ax+b a ad —be 
cc+d c clcx+d) 
tionsintervall in einem Monotonieintervall für diese Funktion, so reduziert die Sub- 
ax+b 
cx+d 
Sinne von 7.1.2. 


so hat 


den im Bild gezeigten Verlauf. Liegt das Integra- 


stitution y*= das Problem auf die Integration rationaler Funktionen im 


RR 7.2. Uneigentliche Integrale 71 


ax +b 


72. Uneigentliche Integrale 


7.2.1. Typen uneigentlicher Integrale, Beispiele 


Es gibt eine umfangreiche Theorie uneigentlicher Riemannscher Integrale. Wir 
beschränken uns hier auf einige Bemerkungen und einige Beispiele. Es sei -— “<a 
<b<. In [a, b] integrierbare Funktionen sind (nach Definition 3.2.1) beschränkt. 
Die erste Frage ist, ob man auch Integrale über unbeschränkte Funktionen bilden 
kann. Ferner u von Interesse, ob die Integrationsintervalle unbeschränkt sein 


oo 


können, also 8? f oder I Wir betrachten zwei typische Fälle. 

1. Fall. Für jedes binretokeee kleine positive e sei f(x) im Intervall [@a-+e, b] inte- 
grierbar. Existiert lim fh y) dy. so wird dieser Wert mit f f(x) de bezeichnet und 
uneigentliches (Biemsmsihen) Integral genannt. : 


2. au . Für jede Zahl N mit N >a sei Ki im Intervall [e, N] integrierbar. Existiert 
lim n f(y) dy, so wird dieser Wert mit E f(x) dx bezeichnet und ebenfalls uneigent- 


No u [7 
liches (Riemannsches) Integral genannt. 


Bemerkung. Natürlich kann man diese beiden Prozeduren kombinieren oder mehrfach anwen- 
den. Auf diese Weise kann man gewisse unbeschränkte Funktionen in beschränkten oder unbe- 
schränkten Intervallen integrieren. 


zT. Fi za 3 2 A a 
Beispiel 1. ist in [0, N] stetig. Bezeichnet man mit I; die angedeuteten 


Flächeninhalte, so folgt 


"siny 


E 
Er dy=L, -I+1,-1,+-. .. Ir + | dy, 
« ge 


wobei kn<x=(k-+1)r sein sull. Da 7, eine monoton fallende Folge positiver Zahlen 


[3 


ist, folgt, daß |—a existiert. In 15.5.1. berechnen wir den Wert dieses 
dl 


Integrals. 
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Beispiel 2. Ist « eine reelle Zahl, so ist x“ in jedem Intervall [e, 1] mit 0<e2<1 
stetig. Es gilt 
1 1—-artl 
ydy=ı arl 
& nr für ı=-1. 


für = -1, 


Hieraus folgt, saldın I y“dy genau dann existiert, wenn «= — 1 ist. Für «=0 hat 
x+0 


man ein Integral im Thliehen Sinne, für 0>x&= —1 ein uneigentliches Integral. 


Beispiel 3. In gleicher Weise sieht man, daß lim f y* dy genau dann existiert, 
zowj 


wenn = —1 ist. 


7.2.2.  Integralkriterium für Reihen, Euler-Mascheronische Zahl 


Vorgegeben ist I «a; mit 4;=0. Gefragt ist nach Konvergenz oder Divergenz 


= 
dieser Reihe. In der angegebenen Weise wird eine Treppenfunktion k(x) mit den 
Stufen «,, @a, . . . konstruiert. 


Lemma. (a) Ist f(x) =h(. r) mit] I) da=, so gilt I, S dj. 
‚ei 


(b) Ist O=gla)zhla) und J Ha) de, so gilt S =». 
#1 


Bemerkung 1. Das Lemma folgt aus N h(x) de- S a;. Wir schreiben = =, wenn die betreffen- 
0 j=l 
den Integrale oder Reihen nicht konvergieren, 


Satz. Es gibl eine positive Zahl €, so daß 


gilt. 
Bemerkung 2. © ist die Euler-Mascheronische Zahl. Der Satz wird im Sinne des Lemmas 


1 Rn 
bewiesen. Man setzt ye)= 7‘ Es ist f g(x) de=ln (n+1), und man zeigt, daß 
I v 


n 1 nn 
lim ( > in n+n)- Ir 
a=ı k k=1 


No 
konvergiert. 
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7.2.3. Die T-Funktion 
Definition. Für 2>0 ist >a)=f e'tidt. 
) 
Bemerkung 1. I‘) ist ein konvergentes uneigentliches Integral. 
Satz. I(x) ist in (0, >) eine beliebig oft differenzierbare, konvexe, positive Funktion. 
Es gilt 


Na)>o für >» und für «40, 
(a)=T(x+1) für x>0 und 
Nn)=(n-i)! fü n=1,2,3,... 


Bemerkung 2. Die Funktion 7x) ist von großer Wichtigkeit. Da 7(n)=(n —1)! für natürliche 
Zahlen x ist, schreibt man auch "(x)= (= —1)! für #=0. 


8. Differentialrechnung im R, 


s.1. Partielle Ableitungen 
s.1.l. Definition 


Wie in 6.2.2. vereinbart wird R, durch |e|=x7-+...+2x2 normiert. Hierbei ist 
welt. tn) Ru, 2; reell. Wir betrachten reelle Funktionen f(x)= fly; - - .; An); 
deren Definitionsgebiete .D(f} offene Mengen in RR, sind. 


Definition 1. /(x) besüzt im Punkt = (x, . . ., U) D(f) eine partielle Ableitung nach 
x;, Jalls 
4 


’ u ( 
rl) = f(x. en Ve Yin Yaato en es x.) 
— — 


L__ fast — 


im Punkt x; differenzierbar ist; j=1,2,..., n. 


Bemerkung 1. Man fixiert also n—1 Koordinaten und betrachtet p(#;) als reelle Funktion im 


d 
xj-Intervall [a,b] mit «Ye (a, b). Existiert g'(«%), so schreibt man u (x"). Es ist also 
dx; 


of (20) lim fa ...., 9429,42) fe) 
9x; k+0 h j 
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Bemerkung 2. Man kann leicht Beispiele angeben: 
2 
32; 6 n42,)=4;, ax reell, 


Di k k;—1 k 
32; (Zun.., A.) Ian. a. ae EEE az 
wobei I eine endliche Summe sein soll (partielle Ableitungen von Polynomen), a7, .. .k, reell. 


Bemerkung 3. Prinzipielle Bedeutung hat das Beispiel 


für (2,y)=+(0, 0), GEB. yeh.- 


1) für 2=y=0, 


d D} 
Für (x, y)#(0, 0) existieren > und n . Aus f(0, y)=flz, 0)=0 folgt aber, daß auch 


z — (0 0)= z " 0)=0 existieren. Andererseits ist /(z, y) im Punkt (0, 0) nicht stetig. Das sieht 


man, wenn 2 Polarkoordinaten x=rcosg, y=r sin p einführt. Dann ist nämlich f(x,y) = 
=2sinp cos @=sin 2p von r unabhängig. 


Lemma. Besitzt f{x) in einer Umgebung U des Punktes zIc_D(f) sämtliche partielle 


4 af öf | i 
Ableitungen —— (x), .. ., (x) und ist eup du, (9 en für j=1,...., n, so ist f 
cr Oxn 


im Punkt x° stetig. 


Bemerkung 4. Das Beispiel aus Bemerkung 3 zeigt, daß man auf die Beschränktheit der 
partiellen Ableitungen in einer Umgebung von x° nicht verzichten kann. In diesem Beispiel 


N x 
sind nämlich x und 5 in einer Umgebung von (0, 0) nicht beschränkt, 
\ 6 


Definition 2. x) besitzt im Punkt DE.D(f) zweite partielle Ableitungen 2 


er 


° 
»iner Umgebung von x und — Hr im Punkt x EEE, 


d 
[7 7) ox, k 


Bemerkung 5. Tterativ kann man dann 


EUER. : SERIE. 00 SEE u. SEREER 
Orr er Ok \ Mk: - Ohr 


definieren. 


8.1.2.  Vertauschbarkeit partieller Ableitungen 


Satz. Ist f(x) in einer Umgebung U von ae D(f)< R, stetig, existieren in U die Ablei- 


Ö ö 2 2 
tungen T ; A und — 3 und sind sie in U ebenfalls stetig, so existiert auch 1 
ex; 0% 0x; 0x, 0x5 a 
in TUT, und es gilt 
0% of 
ER er IBERE 7 Pe ‚ U 
Ox; 6%; Ox; ©; w ze 
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Bemerkung. Besitzt, f(x) in einer Umgebung U sämtliche partiellen Ableitungen bis zur Ordnung 
m und sind alle diese Ableitungen in Ü stetig, so kann man den Satz iterativ anwenden. Es folgt 
amf amf 


=— Def, 
0%, : Ok da ss Oxan F 


Hierbei ist «= (@j, . . -, %) ein Multiindex. &;gibt an, wie viele der A, gleich jsind,@;=0,1,2,...; 
Rn 
esist |d= I y=m. 
ji 


8.1.3.  Taylorpolynome 


Gefragt wird nach einer Verallgemeinerung von Satz 5.4.4/1 auf den n-dimensio- 
nalen Fall. Wir suchen also Entwicklungen von reellen Funktionen f(x) im Punkt 
«€ Dif\<.R,. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit setzen wir z=0. Es sei 


n 
wieder 2=(&,...,%) ein Multündex mit «;=0,1.... und |x2|= 2, %. Ferner 


I 
sei al=&!...%,! (mit0!=1) und rl... win. Schließlich bedeutet O(|x|’) eine 


Funktion, die in einer Umgebung von 0 definiert ist und dort durch |O (Jz)|=C/x.' 
abgeschätzt werden kann. ( ist von |x| unabhängig. 


Satz. f(x) sei in einer Umgebung U des Nullpunktes (m +1)-mal stetig differenzierbar 
(d. h., daß alle Ableitungen (D°f) (x) mit |x| = m +1 in einer Umgebung von O existieren 
und stetig sind). Hierbei ist m=0,1,2,... 

(a) Für veU ist 


f&)= % Zn) (0) 2=®+0(|x]®+!) (Taylorpolynom) . (1) 
«|=m*- 
| (bi) Zst 
| fKa)= Z a." +0(la[m+t) 


jafzm 
.. - r y 1 
für EU. so ist 4.=— (D°f) (0). 
a: 


Bemerkung 1. (b) besagt, daß das Taylorpolynom aus (a) die bestmögliche Approximation 
von f(x) bei O0 durch ein Polynom m-ten Grades liefert. 


Bemerkung 2. In Analogie zu (5.4.4/3) kann man das Restglied R„=O(\x|r+1) in (1) durch 


B 
/ Rml)= 2 — DIepaj) @) 
| t<m+ı PB! ; 


darstellen, Hierbei sind un von x abhängige Zahlen mit 0 ziN=t1. 


8.1.4.  n-dimensionale Potenzreihen 


Gefragt wird nach einer Verallgemeinerung von Satz 5.4.4/2: Darstellung von 
fx) in einer Umgebung des Nullpunktes im A, als Taylorreihe 


fa) 2 1 


el al 


(D°j) (0) =*. ) 
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Eine erste Möglichkeit ergibt sich aus (8.1.3/1) und (8.1.3/2): Ist R„(x)—0 für 
m, so ist f(x) in der Form (1) darstellbar. Wir beschreiben eine zweite Möglich- 
keit. 

Satz. Es sei a>=0 und |x, <a für k=1,..., n. Für jeden Multiindex x und bei fixierten 
en oh Wales iu Sei die (eindimensionale) Funktion Def(xj; - - .,%5. - .. Xu) 
im Intervall [—a, a] als absolut konvergente Potenzreihe (bez. x; und mit dem Ent- 
wicklungspunkt 0) darstellbar. Dann ist f(x) im Quader Q= {x | |w;j|<a} als absolut 
konvergierende Taylorreihe darstellbar (im Sinne von (1)). 


8.1.5. Kurven und Flächen im R,. Kettenregel 


Satz 1 (Kettenregel). F(x,,. . .. 2.) besitze in einem offenen Gebiet U im Hy stetige 
partielle Ableitungen erster Ordnung. Ferner seien p;(t) mit j=1,.... n im Intervall 
(a,b) stetig differenzierbure Funktionen. Es sei (gilt)... ., @ull))EU für te(a, b). 
Dann ist y()= F(pi(t),. . -, Pa(t)) in (a, b) stetig differenzierbar, und es gilt 


N. 


L.oR 
vO= 3, MD: 9m) Fl), 1ela,b). 


je10r; 


Kurven im R,: Sind pl), . . -. @u(t) reelle stetige Funktionen, so heißt 


zit) = (pl), - + Fult)), tela,b)=I, 
Kurve im AR,. Hierbei ist 7 ein Intervall. «(t) heißt differenzierbare Kurve, falls 
die Komponenten g;(t) in / differenzierbare Funktionen sind. Von Interesse ist der 
Tangentenvektor x(t), der durch 


| g (t+h)— lt) 


vlt) lim 7, 


h—0 
erklärt: ist. 
Lemma. Ist x(t) eine differenzierbare Kurve, so gilt 

ed) (pill),... Pult)) Für tea, b). 
Bemerkung 1. Die Gerade, die durch die Punkte x(f) und xz(t+Ah), h=+0, läuft, heißt Sekante. 
Für A—0 pendeln sich die Sekanten auf die Tangente ein, deren Richtung durch v(t) ge- 
geben ist. 
Flächen im R.: Ist F(x)=F(a,,.. ., x.) eine gegebene reelle Funktion, so heißt 
die Gesamtheit der Punkte z€ .R, mit F(x)=0 Fläche im R,. Sind a; mitj=1,...,n 
und ce reell, so ist 


n 
Fix)= 3 a2;—c=0 
;=0 


n 
eine Ebene im R., 2 |a|>0. Ist r>0, so ist 
1 


n 
Fa)= 3 (-2j)2-r2=0 
je 


8.1.5. 8.1. Partielle Ableitungen 717 


eine Kugel im #, mit x" als Mittelpunkt und r als Radius. In Analogie zu den 
Kurven suchen wir Tangentialebenen an Flächen sowie Vektoren, die auf den 
Flächen senkrecht stehen. 


Definition 1. Zwei Vektoren x=(x.....2.) und y={vı..... Yu) Im R, heißen 


n 
orlhogonal, falls Y, a0 gt. » 
ei 


Bemerkung?2. Aus der analytischen Geometrie ist bekannt, daß für n=2 und n=3 zwei Vek- 
toren x und y genau dann orthogonal sind, wenn sie (im anschaulichen Sinne) senkrecht auf- 
einander stehen (sofern |x| |y| >0 ist). 


Normalenvektor einer Ebene. Ein Vektor v=(»,...... ?„) heißt Normalenvektor für 
n 

die Ebene F(x)= 3 a;2;—c=0, falls v orthogonal zu allen Geraden (genauer: 
= 

allen Riehtungen von Geraden) ist, die in der Ebene enthalten sind. Ist x" einfester 

und x ein variabler Punkt der Ebene, so sind sämtliche fraglichen Richtungen 


n 
durch x— x gegeben. Also muß I r;(@;—x}) 0 gelten. Andererseits folgt sofort 
n j=1 
D a; (a; -2l)=0. Also ist (a... .,@n) ein Normalenvektor. Man zeigt leicht, 
je 
daß jeder andere Normalenvektor v die Form v<(ca,,. . ., €4„) mit ce reell hat, also 
proportional zu (aj.. . -- @„) ist. Es ist das Ziel. diese Betrachtungen auf Flächen 


auszudehnen. 


Definition 2 2. x" sei ein Punkt der Fläche F(x)=0. Dann heißt 5 > sr) 0 mit 


> a; >0 Tangentialebene (an die Fläche im Punkt x), jalls- in einer Umgebung 
fe 
von a0 


n 
Fix) — 2 ajla;— a) -Ollx — 20?) () 
= 
güt. v=(aj,.. -. 4) heißt dann Normalenvektor (im Punkt x? bez. der Fläche). 
Bemerkung 3. Tangentialebenen werden also durch Approximationseigenschaften erklärt. 
Das ist die Verallgemeinerung der Betrachtungen in 3.1.1. Man vergleiche auch den folgenden 
Satz mit Lemma 3.1.1/1. 


Satz 2. Besitzt F(x) in einer Umgebung des Punktes eh ir partielle Ableitun- 


exisivert 


gen erster und zweiter Ordnung und ist F(x') =0, sowie 2 


=1| [7] 2 
genau eine Tangentialebene (Im Punkt x an die Fläche F(zx) a, Sie ist durch 
nu oF 
a0 -27,)=0 
Pr 7, 9 x) 
: oF or : N Ri 

gegeben. v= (grad F)(x") = | — (2), . . .. — (20)] ist der zugehörige Normalen- 
vektor. oa 20 
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8.1.6. _ Geometrische Interpretation des Taylorpolynoms 


In einem offenen Gebiet U=.D(f) im R, besitze die Funktion f(x, - . ., %n) stetige 
partielle Ableitungen erster und zweiter Ordnung. Dann stellen wir / als Fläche im 
Rn+1 dar, 


n+1=fl&ı; ... Xp); 
also 
Fa, ... &n+)=f&: ..,%&)—In+ı=0. 


F erfüllt die Voraussetzungen von Satz 8.1.5/2, wobei man n durch n+1 ersetzen 
muß. Es ist 


ft Zi ) 
la le) na 

der Normalenvektor und 
“6 0 
2 7,9) (=) - en -fa0))=0 
Bag I 


die zugehörige Tangentialebene. Also ist (im Sinne von Satz 8.1.5/2 und (8.1.5/1)) 
n f7) 
zus =/a0) + 3 L (9) (25-2) 
j=1 0% 


die beste Approximation von f im Punkt x" durch ein Polynom ersten Grades. 
Das stimmt aber mit dem Taylorpolynom ersten Grades aus 8.1.3. überein. Hat / 
höhere Ableitungen, so erhält man entsprechende geometrische Interpretationen 
für die höheren Taylorpolynome aus (8.1.3/1). Für m=2 erhält man beste Approxi- 
mationen von f(x) im Punkt x? durch Flächen zweiter Ordnung, also durch Ellip- 
soide, Hyperboloide usw. 


8.1.7.  Richtungsableitung 


Es sei v=(n,...,) mit p]=Yrt+...+r2=1. 
Definition. Ist f{x) in der Umgebung eines Punktes xI€ R, stetig differenzierbar, so 
heißt 
ER 36, 
> (2) = 2, Er » 


Richtungsableitung. 
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Bemerkung. Es sei ohne Beschränkung der Allgemeinheit z°=0. Drehungen im AR, können 
bekanntlich (analytische Geometrie) durch 


n 
= 4 Ye Ib. . sn, 
k=1 


beschrieben werden, wobei (aj,2)},_; eine Drehungsmatrix ist, also 


u 1 für j=!, 
Zr an=|o für je+l 


gilt. Damit die y‚-Achse mit der v-Richtung übereinstimmt, muß az, ı=rz gelten. Setzt man 
N 
jetzt f(x, -- - £n) Ex oo Di Ak Yııs- ) =g(Yis : + +, Yn), so folgt 
k-1 


29 n af 
ETTu i= dx“ 


im Punkt «=y=0. Die Richtungsableitung ist somit eine ganz gewöhnliche partielle Ableitung 
bez. yı. 


8.2. Implizite Funktionen und Auflösungssätze 


8.2.1. Problemstellung 


In 3.1.4. hatten wir uns mit Umkehrfunktionen g(y)=f”!(y) stetig differenzier- 
barer Funktionen f(x) in der Umgebung eines Punktes ze R, beschäftigt. Die ent- 
scheidende Forderung war f’(x?)+0. Dann vermittelte / eine eineindeutige Abbil- 


dung einer Umgebung U von x" auf eine Umgebung V von y’= f(x 4 Wir wollen 
die Betrachtungen auf den n-dimensionalen Fall ausdehnen. y= I = (fi), . 
f.(x)) sei eine Vektorfunktion, fj(x) seien stetige Funktionen in A Umgebung 
U des Punktes ze R,.. Wir suchen Bedingungen, die sichern, daß y=/(x) eine ein- 
eindeutige Abbildung von U auf eine Umgebung V des Punktes 40 = f(x0) ist. Sind 
die Funktionen f;(z) in U zweimal stetig differenzierbar, so folgt aus Satz 8.1.3 


[7 
Inte) a0) + 2 GE) ae, kebı..un- M 
ji 
Aus der analytischen a ist bekannt, daß die beiden ersten Terme auf der 
rechten Seite von (1) genau dann eine eineindeutige (und lineare) Abbildung des 


R,„ auf sich vermitteln, wenn die Determinante der Koeffizienten Eh (20) mit 


7 
j=1,...,» und k=1,...,n von Null verschieden ist. Man kann jetzt hoffen, daß. 
der „Störterm“ O(|®-x0]?2) für kleine Werte von |v—x| diese Eigenschaft nicht 
ändert. Die obige Koeffizientendeterminante spielt eine fundamentale Rolle und 
bekommt deshalb einen besonderen Namen. 
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Definition. Besitzt y(x) = f(x) = (fı(®); - - -; Fn(®)) partielle Ableitungen erster Ordnung, 
so heißt 


ef ehr 
7 Ex 


ff: .. In) _ ölyı: ou. Yn) u 
HE) Mi - - + m) Be 


x Dam 


* - - “ ö 2 Dt } ) - 
Funktionaldeterminante (oder Jacobische Determinante). (et) bezeichnet 
Lyern Anlfik 


die Unterdeterminante, die durch Streichen der j-ten Zeile und der k-ten Spalte in 
elyı; ... Yn) 


x: - -, In) 


entsteht (srinor zum Element ar). 
IR 


8.2.2.  Auflösungssatz, krummlinige Koordinaten 


Satz 1. Sind die Funktionen f(x) mit j=1,...,n in einer Umgebung U von x R„ 
elfı: - 208 In) 


x: -- +) 
W von a®, so daß fx) =(fı(®). - - - ‚ Fulx)) eine eineindeutige Abbildung von W auf eine 
Umgebung V von y" = f(x") ERER Die Umkehrabbildung 2=g(y) = (yıly): - - -» In) 
ist in V zweimal stetig differenzierbar, und es gilt fürk=1,....n undj=1,...,n 


89x ei fi ni «: In) (fi; .“ +) 
ey; a = (Fe ... =.),, Na ) Fo: . X) \ | 


Bemerkung 1. Für n—1 hat man die zu Beginn von 8.2.1. beschriebene Situation, siehe 3.1.4. 


zweimal stetig RE und ist (x) +0, so gibt es eine Umgebung 


(x) (y) 


Bemerkung 2. Nach den Betrachtungen in 8.2.1. ist der Satz plausibel. Sein Beweis ist aber 
relativ kompliziert und beruht auf dem Banachschen Fixpunktsatz 2.5.3. 


Satz 2. Es gelten die Voraussetzungen von Satz 1. Die Funktionen f(x) seien m-mal 
stetig differenzierbar in U. Dann sind die Funktionen gjy) mit j-l,...„n in F 
ebenfalls m-mal stetig differenzierbar. 


Bemerkung 3. Sind die obigen Voraussetzungen erfüllt, so erhält man bei passender Wahl von 
ec; durch 


San. sin)=y mit jel,..,n 


Flächen in W. Man braucht hierzu nur (cj,...,cn)EV zu wählen. Aus Satz 1 folgt dann, daß 
jeder Punkt z€ W in eineindeutiger Weise durch die Angabe der Parameterwerte c,, . . ., Cn 
gekennzeichnet werden kann. Man nennt c,, ... ., C„ krummlinige Koordinaten. 


8.2.4. 8.2. Implizite Funktionen si 


8.2.3.  Parameterabhängiger Auflösungssatz 


Wir betrachten Funktionen f;(x, 2) = F(&1; ++ &ns As +, Ar), dievon®=(&ı,...,%) 
und den Parametern A=(},....,,) abhängen. Es ist j=1,...,n. Hierbei vari- 
iert A in einer Kugel K={A | |A-30|<n}c.R,. 


Satz. (a) Sind bei fixiertem A€K die Voraussetzungen von Satz 8.2.2/1 erfüllt und sind 
f(&, 2) und z (x, A) in einer (n+r)-dimensionalen Umgebung von (x), i0) stetig, 
k 


so sind auch die Umkehrfunktionen g,(y, }) aus Satz 8.2.2/1 in einer (n+r)-dimensio- 
nalen. Umgebung von (y®, 40) stetig. Hierbei ist YVP—= fx, 29). 

(b) Sind die Funktionen f(x, A) zusätzlich m-mal stetig differenzierbar bez. Ay, . . .. }r 
in einer Umgebung von 30, so haben auch die Umkehrfunktionen g,(y, A) partielle 
Ableitungen bis zur Ordnung m einschließlich bez. Ay, .. ., Ar in einer Umgebung von 


., 09% 
70, Hierbei berechnen sich = aus 
Q 


eh, 5 of ögı ar 
te —— 0 tt j=1,.:.,0 ae 
0, 1 90), mu 7 ’ ‚n un s=1, ‚r (a) 


Afır Fa) 


— ——— —— (2) ungleich 0 ist, ist (1) ein- 
Man.) ©) n 


Bemerkung. Da die Funktionaldeterminante 


D] 
deutig nach ih auflösbar. 
Os 


8.2.4.  Implizite Funktionen 


Die Frage ist, ob man F(#,,.. ..x„)=0 nach einer Variablen auflösen kann, etwa 
=fl&,...,%). Es sei &=(®,...,2%n) und entsprechend &=(x),..., 2!) für 
x0=(x,...., x). Die durch F(x)=0 beschriebene Fläche im R, bezeichnen wir 
mit F. 


Satz 1. (a) F(x) sei in einer n-dimensionalen Umgebung U von «€ R, zweimul stetig 
; oF ; 25 
differenzierbar. Es sei F(x0) =0 und a (x29)#0. Dann läßt sich F in einer (n—1)- 
| 


dimensionalen Umgebung V von & als z,=f(£) darstellen. f{&) ist stetig in einer Um- 
gebung von &. 

(b) Ist F(x) in U zusätzlich m-mal stetig differenzierbar, so ist f{&) in V ebenfalls 
m-mal stetig differenzierbar. 


Bemerkung 1. Der Satz folgt aus den Auflösungssätzen aus 8.2.2. und 8.2.3. 
6 Triebel, Math. Physik 
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'oF oF 
Bemerkung 2. Ist (grad F) (7, (9), 2% => (2"))#0, so kann man den obigen Satz 
1 173 
anwenden, wobei man eventuell x, durch eine andere Koordinate ersetzen muß. 


Verallgemeinerung: Wir betrachten jetzt Flächen F,,....F, in A, die durch 
Fix) =0 für j=1,...,2 gegeben sind. Es sei 1=/!<n. Ferner sei &= (X 41, - - -; &n) 
für = (&,...,%„) und entsprechend &= (#f;1, .. ., x) für D=(x2),..., x). 


Satz 2. (a) Sind die Funktionen F(&), . - ., Fılx) in einer n-dimensionalen ee 
U von ze R, zweimal stetig differenz serbar, ist Ffa0)=0 für j=l,...,l und 
öäfr,...F 
Ben 2) +0, so läßt sich N F; in einer (n—I)-dimensionalen Umgebung V 
ber =1 
von 0 als 2; = F;(&) mit j=1... .„1 darstellen. Hierbei sind };(&) stetig in V. 

(b) Sind die Funktionen F,(x), . . .. Fılx) zusätzlich m-mal stetig differenzierbar in 
U, so sind die Funktionen f(&). . . ., fl) in V ebenfalls m-mal stetig differenzierbar. 
Bemerkung 3. Der Beweis folgt wieder aus den Auflösungssätzen aus 8.2.2. und 8.2.3 
5.3. Extremwerte von Funktionen 


8.3.1. Der eindimensionale Fall 


Ist y=/(x) dreimal stetig differenzierbar im Intervall [«. b] mit —=<a<b<«, 
so gilt nach Satz 5.4.4/1 


i 


i 
I 
’ 
H 
7) 


Fe 
He) = Ha) HP eh) a0) HI) (3402-0). (a) 
Ist x ein relatives Maximum oder Minimum von f(x), so muß f’(x')=0 sein, sonst 
wäre f(x) in einer Umgebung von x° streng monoton. Ist umgekehrt f’(x?)=0 und 
f'(«9)>0, so zeigt (1), daß f(x) bei x" ein relatives Minimum hat. Ist ?(x)=0 und 
f’(«9)=0, so liegt bei x ein relatives Maximum vor. Ist (x)=f’’(x0)=0, so 
braucht an der Stelle x" nicht unbedingt ein relatives Extremum vorliegen, wie das 
Beispiel f(x) =x° für x!=0 zeigt. 


8.3.2. Der n-dimensionale Fall 


Definition 1. f(z)=f(&,, - - ., &.) sei stetig in einer Umgebung des Punktes x®€ R,. 
(a) f(x) dst ein relatives Maximum, falls x)= fx") für alle x aus einer passenden 
Umgebung von x gilt. 
(b) f(x) ist ein relatives Minimum, falls fx) = f(x) für alle x aus einer passenden 
Umgebung von =) gilt. 


n 
Definition 2. a;,. seien reelle Zahlen. Die quadratische Form %, a;x&7&r heipt po- 
Ik= 


9.1.1. 9.1. Definitionen und Eigenschaften 33 


sitiv-definit, falls es eine positive Zahl ce mit S ajgje,=el$? für alle EER, gibt, 


Ik=1 n 
und sie heißt negativ-definit, falls es eine Dorsioe Zahl ce mit D, aj;x5;&.= —ejE|? für 


Ik=1 
alle geR n gibt, Eelisces fi 1). 
n a 
Bemerkung. I, cj£5 mit c;=0 ist positiv-definit. 
j=1 
Satz. f(x) sei dreimal stetig differenzierbar in einer Umgebung von x"€ R,. 


e 
(a) Ist Kar) ein relatives Extremum (Minimum oder Maximum), so ist L A 
für j=1, 

rn an © 

(b) Be 0 fürj=1,:..,n.Id % - / 
0%; jkzı O0j0%% 

" 27; 

fxP) ein relatives Minimum. Ist I, —— 
relatives Maximum. jkzı Orjöacy 


(zD)E;E, positiv-definit, so ist 


(z0)E;E, negativ-definit, so ist fx) ein 


9. Integralreehnung im R, | 


9.1. Definitionen und Eigenschaften 


9.1.1.  O-Gebiete und I-Gebiete 


Ist Q= {x | ze Ru, v-2P|<a; für j=1,...,n} ein achsenparalleler Quader im 


R,„. so sei rn =2”%a) ... 4, sein Volumen. Hierbei sind «; positive Zahlen. Ein Q- | 
Gebiet 2 ist eine endliche Vereinigung achsenparalleler Quader, | 
N N_ 
2=- U ‚a: ( U 0). a) 
Il j=l 


Hierbei ist Q; der Abschluß des offenen Quaders @; (also der Quader einschließlich 
seiner Randfläche). Ferner sei &» der Rand einer Menge » in R„: y£&w genau dann, 
wenn esin jeder Umgebung von y Punkte gibt, die zu » gehören, aber auch Punkte 
die nicht zu » gehören. Gebiet heißt bei uns stets, daß die betreffende Menge offen 
ist. In diesem Sinne ist 2 aus (1) ein Gebiet. 


Definition. Ein beschränktes Gebiet Q im R, heißt I-Gebiet, falls es für jede positive | 
Zahl e eine endliche Überdeckung von 62 mit achsenparallelen Quadern Q& gibt, 
x, x, 


ERZ U 9, so daß = |QEl=e ist. 


r=1 


N 
Lemma. 2 sei ein beschränktes Gebiet im R, mit &Q= U F;, wobei F, ein inneres | 
ji | 


6* 
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Stück einer Fläche G; im R, ui, die durch G;(x) =0 beschrieben wird. Hat G;(x) stetige 


5 


partielle Ableitungen und ist 24 = (2) |>0 für xe@;, so ist Q ein I-Gebiet. 


aa DEE, 


Y & 


Bemerkung. Die /-Gebiete sind relativ allgemein. Sie umfassen beschränkte Gebiete mit glatten 
Rändern (auch mit Löchern), aber auch gewisse Gebiete mit Kanten und Ecken. 


9.1.2. Integrale in O-Gebieten 
Ist Q ein Q-Gebiet, so vu. beliebige endliche Zerlegungen Z in achsenparallele 


Quader betrachtet, 2 Ü Ö;. 


j=1 
Definition. f(x) mit dem Definitionsgebiet DI =2 sei eine reelle beschrünkte Funktion, 
wobei 2 ein Q-Gebiet ist. 
N 
(a) Sf) ERRUB Zi, wobei Yr= 2 9 inf /y). 
7 im v0; 


S Ka) de=inf 33%, wobei #=2 7 sup in. 


(b) fx) heißt IEROCNONON, falls Sf®) de=/f fx) de ne 
Bemerkung 1. Das ist die Verallgemeinerung von Def. 3.2.1. Wie dort heißt sup (bzw. inf) das 
Z Z 
Supremum (bzw. Infimum) über alle zulässigen Zerlegungen der obigen Art, wobei N variabel ist. 


Beinerkung 2. Die Aussagen aus 3.2.1. lassen sich sofort übertragen: Lemma 3.2.1/1 bleibt 
richtig. Nach passender Modifikation gilt auch Lemma 3.2.1/2. 


Bemerkung 3. Ist fintegrierbar, so schreiben wir [ f(x) dx oder s fx) de statt JS fix) dx oder 
S fo) de. 


Zeriegung Z 
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9.1.3. Eigenschaften 
Die Sätze dieses Abschnitts sind die Analoga entsprechender Aussagen aus 3.2.2. 
und 3.2.3. 
Satz 1. f(x) und g(x) seien integrierbare Funktionen im Q-Gebiet Q. 
(a) Sind A und u reelle Zahlen, so ist f(x) + ug(x) in Q integrierbar, und es gilt 
f Ho) +ugle)) de=A S Kaldarn f aa) de. 


(b) \f{x)| ist integrierbar, und es gilt | jte ) d«| = / \f«)| de. 
(e) Ist zusätzlich Hx) =g(x), so gilt J ft) de = J dia) dı. 


Definition. Sind (F;(x)}%ı und fx) in Q definierte reelle Funktionen, so bedeutet 
F;>F in 2 (gleichmäßige Konvergenz), daß es zu jeder positiven Zahl e eine natürliche 
Zahl jyle) mit sup \x)—F;(x)|=e für alle j mit j=jgle) gibt. 

zen 
Satz 2. Die Funktionen f(x) mit a 2,3,... seien in dem Q-G@ebiet 2 integrierbar, 
und es sei ;>J in 2. Dann ist f(x) in Q integrierbar, und es gilt 


[f&) de=lim f[fjle) de. 
2 j+= 8 


9.1.4.  Integrierbare Funktionen 
Satz. (a) Ist Q ein Q-Gebiet, so ist jede in Q stetige Funktion integrierbar. 
(bh) » sei ein I-Gebiet, und f(x) sei in © stetig. Ist 2 ein Q-Gebiet mit @C.Q, so ist 


Kar) fü eo 
az) = % = 0 


in Q integrierbar (siehe Zeichnung auf S. 84). 


Bemerkung. » und 2 sind offen. Aus 8.2 folgt, dann daß » von 92 einen positiven Abstand 
hat. Ferner ergibt sich, daß f g(x) de von 2 unabhängig ist. 
2 


9.1.5. Integrale in I-Gebieten 


Definition. f(x) sei eine in © stetige Funktion, wobei w ein I-Gebiet ist. Ist Q ein 
Q-Gebiet mit © -.Q, so wird 


Sie dz= [e(a) dx mit a = iz 


geselzi. 


Bemerkung. Aus Satz 9.1.4 und Bemerkung 9.1.4 folgt, daß die Definition sinnvoll ist und 
daß f f(x) de von 2 unabhängig ist. 
“ 


Satz 1. Beschränkt man sich auf stetige Funktionen, so bleiben die Sätze 9.1.3/1 und 
9.1.3/2 auch für I-Gebiete richtig. 
Satz 2. Sind w, |, und ws drei I-Gebiete und ist = ©, V@, und wo, No, =P, so gilt 
für jede in & stetige Funktion f(x) 


Ri f®) Auf f@) de+ S Ma) de 
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9.1.6.  Iterationssatz für n-dimensionale Integrale 


Ist » ein Gebiet im AR. so sei &,= o N\{x | ©„=c} der Schnitt von » mit der Ebene 
&,=e. Ist » ein n-dimensionales Q-Gebiet, so ist w. entweder leer oder ein (rn —1)- 
dimensionales Q-Gebiet. 


Satz. Ist » ein Q-Gebret und ist f(x) in © stetig, so gilt 
b 


S Ha) de= [ ( S Ha* x.) de*) de. (1) 
Hierbei ist #*= (x, . . ., &u-ı) und de*=dr, .. . dm-ı - 


Bemerkung 1. Nach den obigen Betrachtungen ist das innere (n —1)-dimensionale Integral 
über o,,, sinnvoll. Es liefert eine im Intervall [«a, 5] integrierbare Funktion. 


Bemerkung 2. Ist o=@ ein Quader und ist f(x) =g(x*) h(x„), so erhält man 
. b 
S Fe) de= f gle*) de* f an) den. 
Q Q’ [2 


Bemerkung 3. Ist o=Q@={z | a;<x;<b;} ein Quader, so führt iterative Anwendung von (1) zu 


bu, ini bi 
oa f( f “ Kan run da). ni) den. 


an \n-ı a; 


Bemerkung 4. Der Satz ist nicht voll befriedigend, insbesondere ist die Beschränkung auf Q- 
Gebiete störend. Wir werden später diesen Satz wesentlich verallgemeinern (Satz von Fubini). 


9.2. Transformationsformeln, Volumenmessung, Flächenmessung) 
9.21.  Volumenmessung 


Definition. Ist @ ein I-Gebiet im Ry. solist |o|= [ 1 dx das Volumen von w. 


Bemerkung 1. Diese Definition ist mit der Festlegung in 9.1.1., daß der Quader Q= {x | |2;—z}| < 
<a;} das Volumen |Q|=2”a, ... an hat, verträglich. Um das zu zeigen, betrachten wir den 
allgemeineren Fall eines Parallelflachs. Sind a’=(«',...,@,) mit j=1,...,n linear unabhän- 
n 
gige Vektoren im R,, so spannen sie ein Parallelflach mit den 2%? Ecken 3 eja auf. Hierbei 
i=1 
ist 25=0 oder &;=1. Ein Parallelflach ist ein /-Gebiet, sein Volumen wird mit |(a!,..., a®)| 
bezeichnet. 


Lemma. Es ist |(a!, .. ., a*)|=|det (a!,... ., a®)| mit 


al...al 
det (al,...,a®)= : 
0.22.08 
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Bemerkung 2. Es ist klar, daß Quader spezielle Parallelflache sind und daß die oben angegebene 


Volumenformel für Quader richtig ist. 
n 
Bemerkung 3. Ist y;= 3 dj,.x; eine Drehung im R,. so folgt aus dem Lemma und elementa- 


ren Rechenregeln für Determinanten, daß das Volumen eines Parallelflachs drehungsinvariant 
ist. Hieraus ergibt sich, daß auch das Volumen eines I-Gebietes drehungsinvariant ist. 


(y) 
j Y ieb 
o'+c dh xt) 
a? / 
ao’ 
(z) 7-0 


9.2.2.  Transformationsformeln 


Lemma. Es sei y= f(x) = (f(x): - - -. /n(x)) mit yP= far). fa) zweimal stetig differen- 
zierbar in einer Umgebung von «DE RK, Es sei z=gyly) =(ly): - : -; mly)) mit = 
=g(yP), gyly) zweimal stetig differenzierbar in einer Umgebung von € R,. Ist z= 
=g(f&)) hir) = (hlr), . . -, Anl), so ist 2 = h(ar), he) sind zweimal stetig differen- 
zierbar in einer Umgebung von x", und es gilt 


a son Zn) (20) = da 2) yd)- BAR ZE “rn In) 
&z: BT TC) elyı: oo... Ya) ex: ... 2%) 


Elyır = + + Un) 
FICTEERE 


(2). 


Ist zusätzlich (a) =0, so gilt für die Umkehrabbildung &=x(y) 


ıyı- en Yn) 
Axı. ..n 2) 
Abbildung einer Umgebung » von x" auf eine Umgebung 2 von y’ ist. Insbesondere existiert 
eine Umkehrabbildung. 


Bemerkung 1. Ist (2) #0, so folgt aus Satz 8.2.2/1, daß y(x) eine eineindeutige 


Satz. y=y(x) sei eine eineindeutige Abbildung des I-Gebietes » in R, auf das I-Gebiet 
. Mies 2 a : 5 e 

R in BR. mit ee (v)+0 für veo. Ist x) in © stetig und ist x= xy) die 

ren U 

Umkehrabbildung zu y(x), so ist gly) = FHx(y)) in 2 stetig, und es gilt 

el: x) 

x) dr= | ala) | ————— (y) |dy. 

| fa) | | A nie 

o 2 


Bemerkung 2. Man beachte, daß nicht die Funktionaldeterminante, sondern ihr Betrag in der 
letzten Formel erscheint. 
9.2.3.  Bogenlänge von Kurven 

Ditferenzierbare Kurven x{t) = ((l):- . -; @n(t)) im R, wurden in 8.1.5. behandelt. 


Wir setzen hier voraus, daß die Tangente v(t)= (gilt), - . ., g,(Ü))=0 ist. Hierbei 
seien lt) in [a, b] mit —=<a<=b<= stetig differenzierbare Funktionen. Es sei 


ss 9. Integralrechnung im R, 9.2.4. 


a=by<4<...<t,ı=b. Die Punkte x(t;) und x(t;.,) mit j=0,...,! werden durch 
gerade Strecken verbunden. Es entsteht ein Polygonzug P, dessen Länge Lp= 
2 


= let) -ah)] ist. 
j=0 


Definition. Z=sup Lp ist die Länge der Kurve, wobei das Supremum über alle Poly- 
gonzüge der oben beschriebenen Art zu bilden ist. 


b n 
Satz. Es ist L= [ y z 9°) de 
[77 j=1 


9.2.4.  Flächenmessung 


Wir wollen den Inhalt von Flächen F messen, die im R„+ı durch F(x,, . . ., &n+1) 
=() beschrieben werden. Nach 8.2.4. können wir ohne Beschränkung der Allge- 
meinheit F(z4, - - -, & In+1ı) = 2) -An+ı mit 2=(%,,.. ., %,) voraussetzen. F wird 
also durch @,,1= f(x) mit xewoc AR, beschrieben. » sei ein n-dimensionales I-Gebiet. 
Das Verfahren ist analog zu 9.2.3. Ist »=2, so führen wir eine Triangulierung durch: 
Auf F werden Punkte markiert, die durch Dreiecke verbunden werden. Die Fläche 
wird also durch ein Wabennetz approximiert, dessen Segmente Dreiecke sind. Ist 
n>2, so hat man es mit Stücken 4; von n-dimensionalen Ebenen zu tun. Da es sich 
um n-dimensionale /-Gebiete handelt, kann man nach 9.2.1. das Volumen |4;| be- 
stimmen, 


Definition. |F|= =up 2 |4;| ist der Inhalt der Flüche F, wobei das Supremum über alle 


zulässigen Zulinden der obigen Art zu bilden ist. 


Bemerkung 1. Für n=2 ist die Definition zufriedenstellend, da man sich die Triangulierung 
gut vorstellen kann. Für 2>2 versagt die Anschauung, und die Definition ist noch präzisie- 
rungsbedürftig. Wir gehen hierauf aber nicht ein. 


Satz. Besitzt f(x) stetige partielle Ableitungen in einer Umgebung von ©, so ist 


IFI= figraa F\ de= J V 


Zune 
2’ In” 
=|grad F| de (2) 


das Oberflächenelement auf F zu nennen. Man kann ds und auch der Formel im Satz einen 
anschaulichen Sinn geben, indem man mit „infinitesimalen“ Flächenstückchen (statt der obigen 


The 6) 


Bemerkung 2, Es ist grad F= (&.- =] +0. Es ist üblich 
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de iv; : ; 
Ebenenstücke) arbeitet. Aus der Figur folgt, daß = 2 ist, wobei vr=grad F die 
v 


Normale und », ..1 die (n-+1)-te Komponente von » ist. Setzt man » und !v„+1]=1 ein, so erhält 
man (2) und auch eine anschauliche Interpretation von (1). 


9.2.5. Flächenintegrale 


Wir betrachten die gleiche Fläche F wie in 9.2.4. Der allgemeine Punkt auf F 
wird mit s bezeichnet. Jedem s€F entspricht in eindeutiger Weise ein v€o, s=s(x). 
Ist eine Funktion g(s) auf F definiert, so erhalten wir eine entsprechende Funktion 
G(z)=g(s(x)) auf ©. Ist G(x) in © stetig, so sagen wir, daß g(s) auf F stetig ist. 


Definition. Ist y(s) eine auf F' definierte, reelle, stetige Funktion, so selzen wir 
F g(s) ds= jew |grad F| de. (1) 


EEE 1. Die enter Interpretation dieser Formel folgt aus Bemerkung 9.2.4/2. 
Insbesondere ist die linke Seite von (1) von der speziellen Wahl der Koordinaten 1, - . -, 2 
unabhängig. Man kann die linke Seite von (1) auch direkt auf F definieren, indem man Defini- 
tion 9.1.2 auf F ausdehnt. Wir machen darauf aufmerksam, daß (1) unter der Voraussetzung 
gilt, daß F die Form hat, wie sie zu Beginn von 9.2.4. beschrieben wurde. 


h ee BROS 
Ar 


Bemerkung 2. F sei eine beliebige Fläche F(x,, . . ., 2n+1)=0 im Rn+1 mit (grad F) («)+0 auf 
F. Dann kann man F'in Teilflächen F};, Fs, . . . zerlegen, wobei jede der Teilflächen die Normal- 
gestalt aus 9.2.4. hat (wobei eventuell ©,+1 durch 2,, . . -, %y zu ersetzen ist; vgl. 8.2.4.). Jetzt 
kann man 7 g(s) ds berechnen, indem man die Integrale f g(s) ds addiert. 

Fy 


Bemerkung 3. Flächenintegrale erlauben folgende Anw Endung. 2 sei ein glattes beschränktes 
Gebiet im R,„, das von den glatten Flächen F; mit F(x)=t überdeckt wird. Hierbei ist t ein 
Parameter, t£(a, b), und F(x) ist in Q stetig differenzierbar, |grad F(x)| +0 für ze 2. Ist 


=0o(s,, 1) dsıdt, o(sı,t)>0, 


wobei ds; das Flächenelement auf F; ist, so erhält man 
b 
S ste) de= S(_S Hs, t) olsı, t) der) dt. 
2 a F 


t 
Hierbei ist (x) in 2 stetig, s€F; und $(s, t)=g(x) falls x dem Punkt (s;, £)E F; entspricht. Den 
Faktor o(s;, t) muß man von Fall zu Fall bestimmen. Wir betrachten ein wichtiges Beispiel. 
ds, sei das Flächenelement einer n-dimensionalen Kugel um den Nullpunkt mit dem Radius 
r>0. Dann ist de=ds,dr (in diesem Fall ist also o=1, da, grob gesprochen, ds, und dr ortho- 
gonal sind). Ist ds=ds, das Flächenelement der Einheitskugel, so gilt ds, = "1 ds, also de = 
= n-1dsdr. 


9.2.6. Die Einheitskugel, r(5) 


Mit |V„| bezeichnen wir das Volumen der Einheitskugel V„= {x | |«2]<1} im A, 
und mit |o„| den Inhalt der Oberfläche »,= {x | |x?|=1} von V„. Gut bekannt sind 


|®5| =2r (Definition von r), |Va|=r, sowie |o,| =4r: und |V3] =; 
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Satz. (a) 


(b) 
n , 
() IG-): für n=2,4,6 (0!=1), 
2) ]/n n a EıE 
I(#-:)(3-2) 323 = für n=3,5,7 
(e) 
n n 
ER 2r? (2r)? | 1 für n=2.4,6 
m Vz 2 11/2 . RR: 
T\5) (n-2)(n-4) IV= für n=3,9,7,...; 
17 22) 
= 


n 
Bemerkung 1. Der Beweis beruht auf einem Trick. Man rechnet das uneigentliche »-dimensio- 
nale Riemannsche Integral fe!" dx auf zwei Weisen aus: 
Ya 


. A v r | % 
| ea) = erietdr= | | ai drds = r(5) 


_ a 2, 0 © 


wobei wir die Formel am Schluß von 9.2.5. verwendet haben. Hieraus gewinnt man relativ 
leicht sämtliche Aussagen des Satzes, siehe [43], Anhang 2. 


Bemerkung 2. |o,| nimmt sein Maximum für a=7 an. Ferner gilt |o,| —U für n—=. 


co 


2.7. Uneigentliche Integrale 


Analog zu 7.2.1., wo uneigentliche eindimensionale Integrale betrachtet wurden, 
kann man auch uneigentliche »-dimensionale Riemannsche Integrale untersuchen. 
Wir beschränken uns wieder auf zwei Typen. 

(1) Ist » ein /-Gebiet im }},. so ist auch &,.=o — {x | |'x— x") <e} ein J-Gebiet, 
sofern z'€o und e>0 hinreichend klein ist. Ist f(x) in © — {x} stetig, so kann man 
fragen, ob lim f f(®) dx existiert. Ist dies der Fall so bezeichnet man den Limes 

e;0 0, 


als [ f(x) de und nennt ihn uneigentliches (Riemannsches) Integral. 


o 


(2) Qy=f{x|1=1x]=N} ist ein I-Gebiet. Ist f(x) für |*|=1 stetig, so kann man 
analog zu (1) den Limes 
lim Sfa)de= S Ka)da 


No 0x xt>1 


untersuchen. 


Lemma. (a) f Ix]* dx existiert genau dann, wenn «= —n ist. 
a1 
(b) f x]? da ewistiert genau dann, wenn «<= —n ist. 
lzl>1 


Bemerkung. Das ist das Analogon zu Beispiel 7.2.1/2. Im Fall (a) ist x°=0 im obigen Sinne, 
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9.3. Integralsätze 


9.3.1. Der Gaußsche Satz 


he 


säulenförmige Normalgebiet 
Gebiete 


In x„-Richtung säulenförmige Gebiete werden durch endlich viele glatte Flächen 
begrenzt, wobei die Grenzflächen die Eigenschaften der Flächen F; aus Lemma 9.1.1 
haben (einschließlich der Differenzierbarkeitseigenschaften von G;(z)). Sind «= 
= (2... 2-1, 20) und &1=(2,.. ., &n-ı: x!) zwei Randpunkte, die sich nur in 
ihren x„-Komponenten unterscheiden, x)=:x}, so soll die Strecke {x |»= (x. - -, 
Kn_1: &n), 2 <a, <a} zu dem Gebiet gehören. Säulenförmige Gebiete sind be- 
schränkt. Normalgebiete sind Gebiete, die sich aus endlich vielen Gebieten zusam- 
mensetzen, die bezüglich der x-Richtung. ..., x„-Richtung säulenförmig sind. 


v=(9,...,9) sei die normierte äußere Normale, also |v/)=1 (ver 8.1.5.: Ist die 
grad F 
grad F\ 
in jedem Randpunkt, abgesehen von eventuellen Kantenpunkten, die keine Rolle 
spielen. Sind a=(«....,a,) und b=(bj,...,5b„) zwei Vektoren aus Fu, so ist 


n 
(a,b)= ), a;b; das Skalarprodukt. Ist |@|=1 und |b| =1, so folgt 


had 


Fläche durch F(x)=0 gegeben, so ist v= = )- Diese Normale existiert 


ji 
1 1 
n n 5 E72 n r E73 
a, b))=s I la;| |b;| = | B7 «) | 2 ) -1. 
je1 ji ji 


Wir können somit (a, b)=cos « mit D)=x2=r setzen. x wird als der von den normier- 
ten Vektoren « und b eingeschlossene Winkel bezeichnet. Ohne Verwechslungs- 
gefahr schreiben wir cos (a, b) statt cos a, wobei dann (a, b) in cos (a, b) nicht das 
Skalarprodukt (a,b) bedeutet. Ist e;=(0,....0,1.0,...,0) der Einheitsvektor 
1 
in @;-Richtung, so ist »;= (vr, e;)=cos (rv, x;), wobei das letzte eine übliche (wenn 
auch mit ganz korrekte) Schreibweise ist. Also 
r= (cos (», X). . . ., cos (v, %%)) . 


Satz 1 (Integralformel von Gauß). Ist Q ein Normalgebiet und ist fix) in Q stetig 
differenzierbar, so gilt für j=1,...,n 
[& (x) de= [rs cos (vs. 5) ds .| 
Ja ; 
0 


Hierbei ist ds das Flächenelement von 62, und v; ist die normierte äußere Normale im 
Punkt seeQ. 


Definition. Sind die Funktionen f(x) mit j=1,.... n im Punkt x0€ R, differenzier- 
bar, so ist 


(div f) (20) = Z er (2) mit Fl: fm): 


7 
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Satz 2. Ist Q ein Normalgebiet und sind die Funktionen f(x) mit j=1,....n in 
stetig differenzierbar, so ist 


jr N (&) de= St v) ds 
mit [=fi1 - - - Fu) und (f -2 F;(s) cos (v,, ©;). Hierbei ist ds das Flächenelement 


von 82, und »; ist die normierte äußere Normale im Punkt se 62. 


9.3.2. Die Greenschen Sätze 
Definition. Ist f(x) im Punkt x"< R, zweimal differenzierbar, so wird (Af\(x) = 


n 0% 


= en 2: ) gesetzt (Luplacescher Ausdruck). 


Satz 1 a Greenscher Satz). Ist Q ein Normalgebiet, ist f(x) in D zweimal und 
x) in Q einmal stetig differenzierbar, so gilt 


Iote) (Af) (x) de= — [ (grad /, grad g) de+ [o z ds. 
3 2 Pie) 


& 
Hierbei ist v=v,; die normierte üußere Normale an 002, und a ist die Richtungsab- 
leitung aus 8.1.7 sa 


Bemerkung. ds ist wieder das Flächenelement von 92 und 
n 
(grad f, grad g)= 2 5, au; ' 


Satz 2 (Zweiter G'reenscher Satz). Ist Q ein Normalgebiet und sind f(x) und g(x) in 2 
zweimal stetig differenzierbar, so gilt 


[tw an He (40 (@) ar= [ (v- a) ie 
0 


ov 
PP} 


Hierbei ist v=»v, die normierte äußere Normale an 22 und a ist die Richtungsab- 
leitung aus 8.1.7. 0 


10. Gewöhnliche Differentialgleichungen (Lösungsmethoden) 


10.1.  Trennbare, homogene und exakte Differentialgleichungen 


10.1.1. Problemstellung 


In #.1.2. und 4.2.3. hatten wir das typische Anfangswertproblem für gewöhn- 
liche Differentialgleichungen »-ter Ordnung formuliert: In einer Umgebung von 
x, sind n-mal stetig ditlerenzierbare reelle Funktionen f(x) gesucht, die die Differen- 
tialgleichung x) kfz, fx), . . ., ?=P(x)) erfüllen undim Punkt x; vorgeschrie- 
bene Anfangswerte /®(x,)=c; annehmen, j=0,...,n—1. Entsprechendes gilt für 
Systeme von Differentialgleichungen. Kap. 4 sicherte Existenz und Unität derarti- 
ger Probleme, sofern h gewisse Glattheitseigenschaften besaß. In Kap. 5 hatten wir 
elementare Funktionen mit Hilfe gewöhnlicher Differentialgleichungen definiert. 
Jetzt nehmen wir den umgekehrten Standpunkt ein: Für spezielle Klassen gewöhn- 
licher Differentialgleichungen werden explizite Lösungen gesucht. Hilfsmittel sind 
hierbei die Theorie der elementaren Funktionen und die Integralrechnung einer 
Variablen. 


10.1.2. Trennbare Differentialgleichungen 
Satz. Es seien -»=a<b<= und —=<c<d<=. Ferner seien f‚(t) in [a,b] und 


Fa{t) in [e. d] stetig differenzierbar und fo(t) #0 für tele, d]. Ist zy€ (a, b und yy&(e, d), 
so läßt sich die eindeutig bestimmte Lösung des Anfangswertproblems 


y'=fle) Fly). Ylzo) = Yo; (ti) 
aus 
" du 2 
Fi&, =] | fi) de=0 (2) 
Yo E27 


berechnen. 

Bemerkung 1. Existenz und Unität der RE folgen aus Satz 4.2.3 (zumindest lokal in 
einer Umgebung von {ay. 0%). Da — DV (2 %0) = kan 
einer Umgebung von «, als y=y(x) darstellbar a Es gilt yy=y(&9). Das ist dann die gesuchte 
Lösung von (1). Ob die Integrale in (2) explizit berechnet werden können und ob die dann ent- 
stehende Gleichung explizit mit Hilfe elementarer Funktionen nach y=y(x) aufgelöst werden 
kann, hängt von f, und f ab. 


am) + ist, zeigt Satz 8.2.4/1, daß F(x, y)=0 in 
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Bemerkung 2. Formal gewinnt man (2) wie folgt. Man schreibt 


dy : ...dy 
Fr CORE?) als Ev) =fy(®) de 


und integriert den letzten Ausdruck 


x 


Au R 
In) de—c, creell. (3) 


Hierbei läßt man die untere Integrationsgrenze in (3) weg, ist eine beliebige Stamm- 


[# 


= 


funktion von im Sinne von 3.2.5. Analoges gilt für das Integral F Jı(e) de. Anschließend 


Zi 


wählt man den Er verfügbaren Parameter c so, daß die Kurve durch {x,, 40} geht. 
Bemerkung 3 (Beispiele). 1. Gesucht sind Lösungen von v=2. Es folgt 
day 


we l 1 1 d 
sg ny=Inz+Imne und y=ex. 
Das sind Geraden durch den Nullpunkt (s. Abbildung 8. 93) Fordert man, daß die Gerade 
durch einen gegebenen Punkt {z,. yo} geht, so muß man c entsprechend bestimmen. 


® 
2, Gesucht sind Lösungen von y’= T Es folgt 
Ä 
1. 1:.% Eu 
ydyz-ade, ZzyY=-ze+z und z’ıy=e. 


Das sind konzentrische Kreise um den Nullpunkt (s. Abbildung S. 93). Diese beiden Beispiele 
zeigen auch, daß es nicht immer wünschenswert ist, Fix, y)=U aus (2) nach y aufzulösen. 


Bemerkung + (Spezialfälle). 1. Ist y’=f(x)=fj(x) (also f(y)=1), so gilt y=y+ fr [(e) de. Die 
Integralkurven ann, längs der y-Achse parallel verschoben. 2. Ist y’=f(y) =fa(y) (also Jı(@) =1); 


eds 


Fu) 


so gilt  —-ıy= f Die Integralkurven sind längs der x-Achse parallel verschoben. 


in 


10.1.3. Homogene Differentialgleichungen 


Satz. Durch den Ansatz y(x) = xz(x) wird die homogene Differentialgleichung y' = (2) 


TE zurückgeführt. 
T E 


auf die trennbare Differentialgleichung 2’ = 


1 R A 
Bemerkung. Im Sinne von (10.1.2/2) ist fı(@)= z also | Fi) de=Inx. Natürlich muß f die 


notwendigen Differenzierbarkeitseigenschaften erfüllen, damit Satz 10.1.2 anwendbar ist. 
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10.1.4. Exakte Differentialgleichungen 
Satz. Es sei -==u<b<o» und —=<c<d<=. Die Funktionen P(x, y) und x, y) 
seien im Rechteck = (a, b)X (e, d) stetig difjerenzierbar, und es gelte 

an tay) für tmyiek. a) 
Ferner sei Y(xo, 40) +0 für einen fixierten Punkt {x,, yo} R. Ist 


x Y 
Mix, y)= f Plu, yo) du+ [ Ole,v)dvo für ia, yJeR, (2) 
Io 


Yo 
so läßt sich die eindeutig bestimmie Lösung von 


Pia, +0) y'=0, ya) = Yo» (3) 


in einer Umgebung von {X yo} aus M(x, y) =0 bestimmen. 


} en BE.N 
-.ı ı 
| 7 1 | 
r 771% 
c x X 
2% Be 0:Y8 Yo 


Bemerkung 1. In a haben wir z=x, und y=y, angenommen, Ist etwax<:,, so hat man (wie 
et ß als — [ zu interpretieren. Analoges gilt für das y-Integral. Aus 4.2.3. folgt, daß (3) 


in einer "U ingebung von fx; Yo} nn eine Lösung hat. Ferner gilt (unter Verwendung von (1)) 


9M 
9x (®, y)= Piz, Y); —. 2) =AR%, Y)- (4) 


M 
Insbesondere ist em (x, y)#0 in einer Umgebung von {x,, yo}. Satz 8.2.4/1 zeigt dann, daß 
M(z, y)=0 lokal als y=y(x) darstellbar ist. Es gilt yy=y(x9). Das ist die Lösung von (3). 


Bemerkung 2. Der Integrationsweg in (2) entspricht dem ausgezogenen Weg. Wählt man den 
gestrichelten Weg, so erhält man 


2 v E2 

Miz,y)= Sf Qlx. ?) du f Piu,y)du. 
0} 20 

Unter Verwendung von (1) ergibt sich M(x, yJ=M(x, y). Mit anderen Worten: Die beiden 

Wege sind vollkommen gleichberechtigt, wie es ja auch sein sollte. 


Bemerkung 3. Differentialgleichungen vom Typ (3), (1) nennt man exakte Differentialglei- 
chungen. Nach (4) haben sie die Form 

oM  oM a e; 

0% 9y ar (5) 
Wünscht man umgekehrt, daß es zu zwei stetig differenzierbaren Funktionen P(x, y) und 
(x, y) eine zweimal stetig differenzierbare Funktion M(x, y) mit (4) gibt, so folgt aus 
Satz 8.1.2 

PM 


9y Ordy 0a 
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(1) ist also notwendig und hinreichend, um die Differentialgleichung in (3) in der Form (5) 
schreiben zu können. 


Bemerkung 4. Ist M(x, y) stetig differenzierbar, so nennt man 
aM oM 


du, det, dy (6) 
das totale Differential von M. Ist M(z, y) die Funktion aus (2), so gilt nach (4) 
aN=Pda+Qdy. (7) 


Damit kann man die Lösungstheorie für exakte Differentialgleichungen wie folgt beschreiben: 
Gesucht sind Funktionen M(x, y), die zeigen, daß P dx -+Q dy ein totales Differential im Sinne 
(6), (7) ist. Funktionen y(x) mit M(x, y())=e sind dann Lösungen von P+Qy’=0. 


Bemerkung 5. Die Differentialgleichung #+yy’=0 aus Bemerkung 10.1.2/3 ist exakt. Es ist 
oeP 9 1 

P=x und Q=y und somit 0. Im Sinne von (4) ist M(®, y)=5 («?+y?). Also sind 

x2+y?=c Lösungen. i 


10.1.5. Der integrierende Faktor 


In 10.1.4. haben wir Differentialgleichungen P+@y’=0 behandelt, indem wir sie 
in der Form (10.1.4/5) dargestellt haben. Notwendig und hinreichend hierfür war 
(10.1.4/1). Ist diese Bedingung nicht erfüllt, so kann ınan eine exakte Differential- 
gleichung suchen, die die gleichen Funktionen y(x) als Lösungen hat wie P+Qy’=0. 
Ist etwa ul, y)=0, so ist jede Lösung von P+Q@y’=0 auch Lösung von 


ul, y) Plz, Y)+ulz, y) Aa y) y’=0 A) 

und nn (1) wird exakt, wenn 
BR: KZ Op p_% sep 0 Mi 
0 uw r- Hl 5 (2) 


ist. Bei en P und Q ist: das eine partielle Differentialgleichung für u(z, y). 
Im allgemeinen sind partielle Differentialgleichungen viel komplizierter als gewöhn- 
liche. Eine systematische Lösungstheorie für (2) läßt sich nicht angeben. Aber in 
speziellen Fällen kann man Lösungen u(z, y) erraten. u(x, Y) heißt dann integrie- 
render Faktor. Er reduziert das ursprüngliche Problem auf eine exakte Differential- 


gleichung. 


10.2. Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung 


10.2.1. Die Gleichung y’=f(x) y 
Satz. Es sei -»<a<b<» und x,£[a, b]. Ist f(x) in [a, b] stetig, so ist 


12) du 
y(x) = yoe " ,„ aszı=b, (1) 


die eindeutig bestimmte Lösung des Problems 


y'=flx) y, ylao) = 
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x EN 
Bemerkung 1. Wie üblich ist [f als —-f[ zu deuten, falls e<x, ist. 
% = 
Bemerkung 2. Die Bedingungen von Problem 4.1.2/1 sind erfüllt. Satz 4.2.2 sichert dann die 
Existenz und Unität der Lösung. y’=f(x) y ist eine spezielle trennbare Differentialgleichung im 
Sinne von 10.1.2. In diesem Fall kann man aber F(x, y)=0 aus (10.1,2/2) leicht explizit lösen 
(und benötigt nicht Satz 8.2.4/1 mit seinen zusätzlichen Differenzierbarkeitsvoraussetzungen). 


10.2.2. Die inhomogene lineare Differentialgleichung 


Satz. Es sei —=<a<b= = und x,2[e, b|. Sind fix) und g(x) in [a, b] stetig, so üst 
f Kuydu f fluyau u —- [ ftuydu 
Yazyer ten fen  gle)de, a=r=b, () 
=u 


die eindeutig bestimmte Lösung des Problems 
vV=ra) yrgla), Ya) =Y - 2) 


Bemerkung 1. Bezüglich Interpretation, Existenz und Unität vergleiche man die Bemerkungen 
aus 10.2.1. 


Bemerkung 2. Interessanter als die komplizierte Formel für y(x) ist ihre Herleitung mit Hilfe 
der Methode der Variation der Konstanten. Die allgemeine Lösung der homogenen Gleichung 
y'=f(x) y gewinnt man aus (10.2.1/1), indem man ,=c als beliebigen reellen Parameter 
betrachtet. Um die Differentialgleichung in (2) zu lösen, macht man den Ansatz 


en 
5 fau)du 
ya) =ele) e®" B 
d.h. die Konstante ec in der Lösung für die homogene Gleichung wird variiert, e=c(x). Geht 
man mit diesem Ansatz in die Gleichung 4’ = f(x) y-+g(x) ein. so erhält man für c(z) die Differen- 
tialgleichung 


z 
— / SKu)du 
ca) =gle)e 


Löst man diese Gleichung, so erhält man (1). Bei konkret vorgegebenen Funktionen f(x) und 
g(x) ist es häufig besser, diesem einfachen Lösungsweg zu folgen, und nicht die fertige Formel 
(1) zu benutzen: Es ergeben sich Rechenvorteile. 

10.3. Lineare Differentialgleichungssysteme erster Ordnung 


10.3.1. Fundamentalsysteme und Wronskideterminante 


Sind f;,.(&) in [a, b| reelle stetige Funktionen, so besitzt 


n 


Ya) = PA yalz), Yılzo)=yY”. (1) 
mit j=1,...,n genau eine Lösung. Hierbei ist —»<a<b<» unda=x=b. Ferner 


sind yP),...,y vorgegebene reelle Zahlen und xz,€[a, b]. Das folgt aus 4.1.2. 
(Probleni 2) und Satz 4.2.1. Im Gegensatz zu dem dort behandelten allgemeinen 
Fall ist (1) linear bezüglich 3... .. .. 4. (das erklärt den Namen lineare Differential- 
gleichungssysteme). 

7 Triebel, Math. Physik 
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Satz 1. (yı1la)s - - -» Yınla)) und (yaılz), : » »» Yalz)) seien Lösungen von 
N 
Y;(«) -2 f;x®) yalz) mit jel,...n. (2) 
Sind c, und ca, reelle Zahlen, so ist auch (cyı,1(2) + CoYy2,1(®); - - »» C1Y1nl®) + Coya,lx)) eine 
Lösung von (2) (Linearkombination). 


Bemerkung 1. Gemeint ist, daß (2) mit yı,. statt 9. bzw. ya. statt y; gelten soll (entsprechend 
yıy bzw. y5,;). Der Beweis ist einfach. Zur Abkürzung schreiben wir in Zukunft Y(x)=(yı(«)- 
.. Yn(&)). Die Linearkombination im Satz schreibt sich dann als c,Y,(x)+c395(x), sofern 7, 
und %5 die beiden Lösungen sind. Es entsteht folgendes Problem: Kann man jede Lösung von 
(2) als Linearkombination spezieller Lösungen darstellen? 


Definition 1. Die Lösungen Ya) (yılz), - - + Yıala)) von (2) mit jel,...,n 
heißen Fundamentalsystem, falls für alle v€|a, b] 


Yı,ılz) - - - Yınlz) 
W(x)= : : +() 
Ynıl®) ++ + Yan) 
gilt (Wronskideterminante). 
Bemerkung 2. Für die 7; gilt also 
n 
yil@)= 2 Sue) vu) (2) 
mit k=1,..,r undj=1,...,n. 
Salz 2. (a) (2) besitzt Fundamentalsysieme. 
(b) Ist W(x,) #0 für einen Punkt x,€|a, b] bez. des Systems 9, . - -. 7. von Lösun- 
gen von (2), so ist W(x)-+0 für alle x mit azx=b. 
n 
(e) Ist Fi), - - -, In(®) ein Fundamentalsystem von (2), so ist Y(a)= 2 eylr) die 
ji 
allgemeine Lösung von (2). Hierbei sind c,, . . ., Cu beliebige reelle Konstanten. 


Bemerkung 3. Um (b) zu beweisen, zeigt man, daß 
N 

= PAR IR eo) Wie) für asz=zb 
I=1 


gilt. Ist W(z,)=0 für einen Punkt zy€l[a, bj, so folgt aus dem Unitätssatz, daß W(ae)=0 für 
a=x=b sein muß. Somit gilt folgende Alternative: Entweder ist W(x) #0 für alle ze a, b] oder 
W(x)=0 für alle z£[e, b]. Jetzt ist der Beweis von (a) ganz einfach. Die Lösungen 71, - - -- Ya 
von (2) sind z.B. ein Fundamentalsystem, falls y;,.(80)=ö;,. für einen Punkt z,€la, b] gilt. 
Definition 2. Die Lösungen Yla)=(y;ılz). »-.Yialz)) von (2) (bzw. (2')) mit 

m 
j=1,..., m heißen linear abhängig, jalls es reelle Zahlen cı, - » ., Cm mit I, |e|>0 
und ji 


Deg;e)=0 für alle Ela, b] (3) 
j=1 
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gibt. Existieren keine solchen Zahlen cı, . . -, Cm, so daß (3) für alle xe[e, b] richtig ist, 
so heißen die Lösungen Yu, - - -; Ym linear unabhängig. 


Satz 3. Die Lösungen Yıl®), - - .. Yu(x) von (2) (bzw. (2’)) sind genau dann linear 
abhängig, wenn W(x)=0 für alle z<[a, b] gilt. 


Bemerkung 4. Nach Bemerkung 3 sind also 7, . . -, 7, genau dann linear unabhängig, wenn es 
einen Punkt z,€[a, 5] mit W(x,)=0 gibt. 


10.3.2. Inhomogene Differentialgleichungssysteme 


In Bemerkung 10.2.2/2 hatten wir die Methode der Variation der Konstanten 
zur Lösung inhomogener Differentialgleichungen beschrieben. Das Verfahren läßt 
sich auf Systeme übertragen. Gesucht sind Lösungen des inhomogenen linearen 
Differentialgleichungssystems erster Ordnung 


Y;(x) = Zufiste) yılz)tgie) mit j=l,...„n. (1) 


Hierbei sind f;,.() und g;(x) reelle stetige Funktionen in [a, b| mit -—><a<b==. 
Bezüglich Existenz und Unität von Lösungen gelten die gleichen Aussagen wie in 
10.3.1. (vgl. Satz 4.2.1). Ist ;=(yj1, -- 7.) mit j=1,..., n ein Fundamental- 
system für (10.3.1/2) im Sinne von Def. 10.3.1/1, so machen wir (in Analogie zu 
10.2.2.) den Ansatz 


je) -2 cl) File) - (2) 


Geht man mit diesem Ansatz in (1) ein, so erhält man für die Funktionen e,(®), . - -, 
€„(x) die Ditferentialgleichungen 
n 


Zerl&) yzla)=gia) mit j=l,...,n und xela,b]. (3) 
= 


Die Determinante der (yı,(&))j5-ı ist W(x) und somit =0 für ze[«, b]. Also kann 
man (3) nach c{(&), ... -, c„() auflösen und integrieren. Setzt man das Resultat in 
(2) ein, so erhält man eine spezielle Lösung y,(x) von (1). Die allgemeine Lösung 
von (1) ist dann durch 


NR 
YR) = ol) + 2 biöje), xela, b], 
Fi 


gegeben. Hierbei sind bj, . . ., b„ beliebige reelle Zahlen. Kennt man also ein Funda- 
mentalsystem für das homogene System, so kann man hieraus auch die allgemeine 
Lösung für das inhomogene System konstruieren. 


10.3.3. Spezielle Differentialgleichungssysteme 


Sämtliche Voraussetzungen aus 10.3.1. und 10.3.2. seien erfüllt. Ferner sei zu- 
sätzlich /;.(x) =0 für k>j. Somit hat (10.3.2/1) die Form 


yı = fıyı +9 
y2=h,ıyı + faaye +95 
y3=fs,Wı + hs,2y2 +1,33 +93 


Ya =fniyıt--- + fn,nYn + In - 
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Hierbei ist ;.=fj;.(%), =g;(x) und y;=yj(x). Diese Dreieckssysteme kann man 
explizit lösen. Die Lösung y, (x) findet man nach 10.2.2. Setzt man y, (x) in die zweite 
Zeile ein, so findet man die Lösung ys(x) ebenfalls nach 10.2.2. Iteration zeigt, daß 
man auf diese Weise Schritt für Schritt sämtliche ;(x) bestimmen kann. Bei diesem 
Verfahren kann man vorgegebene Anfangsdaten y;(&,)=«a; mit j=1,...,n er- 
füllen. 


Bemerkung, Beliebige Systeme der Form (10.3.2/1) kann man im allgemeinen nicht explizit 
lösen. 


10.3.4.  Ditferentialgleichungssysteme mit konstanten Koeffizienten 


Aus den Betrachtungen in 10.3.2. und 10.3.3. folgt, daß man Systeme (10.3.2/1) 
explizit lösen kann, sofern man sie auf Dreieckssysteme im Sinne von 10.3.3. redu- 
zieren kann. Im allgemeinen ist das nicht möglich, wohl aber, wenn die Funktio- 
nen f;,(x) aus (10.3.2/1) konstant sind. Aus 10.3.2. folgt ferner, daß wir uns auf 
den homogenen Fall g;(&2)=0 beschränken können. Ist 


fu Fin 
F=|: : I Sir reelle Zahlen, 
Ins ... Ina 
so können wir das homogene System (10.3.2/1) mit konstanten Koeffizienten 
T;x®) = Fj,. als 
Ve) = File) (1) 


schreiben. Hierbei ist wie früher 7=(yı,.. . .. z,) und FY= aan 2 dns) 
je 

(Matrizenmultiplikation). Mit dem Ansatz = 4Y. wobei A =(a;)}e=ı eine Matrix 
mit konstanten Koeffizienten ist, geht (1) in 

2(2)=AFA-'Z(x) (2) 
über. Hierbei setzen wir voraus, daß die Determinante («a;.)/.-ı von Null ver- 
schieden ist. Aus der Matrizentheorie ist bekannt, daß man A so wählen kann, daß 
AFA-! Dreiecksform hat (oberhalb der Hauptdiagonale stehen nur Nullen). 
Dieses System (und damit auch das Ausgangssystem) kann man nach 10.3.3. lösen. 
Die Details, auf die wir hier nicht eingehen, sind relativ kompliziert. Einen speziel- 
len Fall, der einer Differentialgleichung n-ter Ordnung entspricht, werden wir spä- 
ter genauer behandeln. 


10.4. Lineare Differentialgleichungen höherer Ordnung 
10.4.1. Problemstellung 
In [a, 5] mit -“<a<b<= wird die lineare Differentialgleichung »-ter Ordnung 
yors='2, Ile) Ya) + (2) a) 


betrachtet. Hierbei sind fo(&); - - -; fa-ı(2) und g(x) in [e, b] reelle stetige Funktio- 
nen. Insbesondere sind die Voraussetzungen von Problem 1 aus 4.1.2. erfüllt. Nach 
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Satz 4.2.2 gibt es dann genau eine Lösung von (1) mit vorgegebenen a nyreinben 


yo) =e; für j=0,...,n—1. Hierbei ist x,£[e, b]. Wie in Bemerkung er - ange- 
geben, reduziert sich w auf ein spezielles System erster Ordnung. Ist z;() =y®(x) 
für j=0,1,...,n—1, so gilt 
2 = A 
2 _ 29 
Zn- 8 ni 
&n-1=Ffol®)20+---+n-ıl®)zn-ı tgl). 
\ 1 
! j 
I I 


Das ist ein spezielles System, leider aber nicht von der in 10.3.3. behandelten 
Form. Aber die Aussagen aus 10.3.1., 10.3.2. und 10.3.4. lassen sich übertragen, 
was in den nächsten zwei Abschnitten geschieht. 


10.4.2. Fundamentalsysteme und Wronskideterminante 


Die Funktionen /;() haben die gleiche Bedeutung wie in 10.4.1. 
Definition. Die Lösungen yı(%); - - -; Ynlx) der homogenen Differentialgleichung 
n—i1 
Aa) = The) KR) (1) 
;=0 
heißen Fundamentalsystem, falls für alle x<|a, b] 
u) yie  | 
: > . ix: 0 


ynle) yalz).. . ye-e)| 
gilt (Wronskideterminante). 


W(x)= 


Bemerkung 1. W(x) stimmt mit W(x) aus Def. 10.3.1/1 bezüglich des Systems aus 10.4.1. 
überein. 


Bemerkung 2, Wie in Def. 10.3.1/2 un Lösungen yı(&), » » -; Ym{x) von (1) linear abhängig, 
m 


falls es reelle Zahlen c;, . . ., c mit Z, le] >0 und 3 c;yjlx) =0 für zCfa, b] gibt. Existieren 


keine solche Zahlen, so heißen ie . 5 Ym(&) linear unabhängig. 

Satz. (a) Sind yı(®)5 + - -> Ymlx) Lösungen von (1) und sind c,, . - -, Cm reelle Zahlen, 
so ist 2 cy(x) ebenfalls eine Lösung von (1). 

(b) I: st} ni). 5 Ymlz) ein Fundamentalsystem, so läßt sich jede Lösung y(x) von (1) 
als y(x) = 22 ejyy(x) mit geeigneten reellen Zahlen cy,.. . ., cn darstellen. 


(e) (1) besitzt Fundamentalsysteme. 
(d) Die Lösungen yıl&). - - -, Yu(x) von (1) sind genau dann linear abhängig, wenn 
W(e)=0 für z€|[a, b] ist. 


102 10. Gewöhnliche Differentialgleichungen 10.5.1. 


(e) Sind yılz), - - -» Yulz) Lösungen von (1), so ist entweder W(x)=0 für alle x£[a, b] 
oder W(x)=0 für alle z£[a, b]. 


Bemerkung 3. Der Satz folgt aus 10.4.1. und den Betrachtungen über Systeme aus 10,3. 


10.4.3. Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten 


Sind fj, - - -, /n reelle Zahlen mit /„=1, so betrachten wir die lineare Differential- 
gleichung n-ter Ordnung 


= IyP(a)=0 (1) 
j=0 


mit konstanten Koeffizienten. Man sieht sofort, daß y(x)=e’” genan dann eine 
Lösung von (1) ist, wenn A eine (im allgemeinen komplexe) Nullsteile des Polynoms 


n 
P()= %} ist. (Vorübergehend lassen wir auch komplexe Funktionen als Lö- 
j=0 


sungen zu.) Damit ist klar, daß die paarweise verschiedenen Nullstellen A,, - . .,4ı 
mit ihren Vielfachheiten »x;.... ., my, eine entscheidende Rolle spielen. Nach 5.3.3. 
gilt 


Püy= Zipi=la-m)"t... (am. 


(a6, my —1 ir 


Jy® 
Satz. er,zet,..,„x ee”, 


Äo® i9T 
e7,20”7 5,5% 


(2) 
7 


ml A 
e 1 et 


wo 7% 

sr ei 
ist ein (komplexes) Fundamentalsystem für (1). 
Bemerkung. Es sind dies n Funktionen, da n=m,+...+mı gilt. Nach Satz 5.3.3/3 ist A, 
ebenfalls eine Nullstelle von P(/) mit der Vielfachheit m, (hierbei können wir Im}, +0 an- 
nehmen). Ist etwa },=-i,, so kann man aus den beiden ersten Zeilen leicht 2, = m, + na reelle 
linear unabhängige Lösungen von (1) linear kombinieren. Durch paarweises Zusammenfassen 
kann man so ein reelles Fundamentalsystem konstruieren. Andererseits ist (2) auch ein Fun- 
damentalsystem, wenn die Koeffizienten f; komplex sind (und in diesem Fall ist ein Zusammen- 
fassen weder im allgemeinen möglich noch wünschenswert). 


10.5.  Stetige Abhängigkeit von Anfangsdaten 
10.5.1. Differentialgleichungssysteme erster Ordnung 


Wir betrachten Systeme erster Ordnung 


Ya) hir, ylR): - - Yu), Yılzo)=6i (1) 
mit j=1,....n in [a, b]. Hierbei ist —><a<b<» und x,€[e, bl]. Die Funktionen 
hil&, %, .. .,%„) sollen die Bedingungen aus Problem 4.1.2/2 erfüllen. Nach Satz 
4.2.1 besitzt (1) genau eine Lösung. Gefragt wird nach der Abhängigkeit dieser 
Lösung yjl&, €, - - » Cn) mit j=1,...,n von den Anfangsdaten c,, - - -; Cm 


Satz. Es gibt eine Zahl ö=0 und eine Zahl L= L(d)=0, so daß 


n Rn 
2 ve, 22.09) -YlR, Ep - -  On)] 2a 
j- - 
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für alle reellen Zahlen cı,.. ..C, &; + - „,&n und alle x mit ze[xy— 6, %+ö]N[e, 5] 
gilt (stetige Abhängigkeit von Anfangsdaten). 


Bemerkung. Das ist eine lokale Aussage. Dementsprechend genügen auch lokale Voraussetzun- 
gen für die Funktionen Ah; etwa im Sinne von 4.2.3. 


10.5.2. Differentialgleichungen n-ter Ordnung 


Nach 10.4.1. können Differentialgleichungen n-ter Ordnung auf Systeme erster 
Ordnung reduziert werden. Also gibt es auch ein Analogon von Satz 10.5.1 für 
Gleichungen n-ter Ordnung. Wir betrachten das Problem 


yo) =hiz, ya), y@)s -. , yr-d(m)), yo) =e;, () 


mit j=0,...,n—1 in [a,b]. Hierbei ist —><a<b<» und a,£[a, b]. Die Funktion 
h(&, %>...,%) soll die Bedingungen aus Problem 4.1.2/1 erfüllen. Nach Satz 
4.2.2 besitzt (1) genau eine Lösung y(x, Co; - - », Cn-1)- 


Satz. Es gibt eine Zahl 6=0 und eine Zahl L=L(6)>=0, so daß 


n—1 n—i 
Zu, Eos + + Cn-1) Ne, €y; ... &-ı)| =L20-& 
j= = 


für alle reellen Zahlen co, . - -, Cn-1, 69 + - „, &n-ı und alle x mit ze[&,—d, 29 +ö]N 
Nle, b] gilt (stetige Abhängigkeit von den Anfangsdaten). 


Bemerkung. Es gilt das Analogon zu Bemerkung 10.5.1. 


10.5.3. Stetige Abhängigkeit von der rechten Seite 


Wir beschränken uns auf Differentialgleichungen erster Ordnung. Entsprechende 
Aussagen gelten aber auch für Systeme erster Ordnung und Differentialgleichungen 
höherer Ordnung. Wie in 4.2.3. sei Q ein offenes Gebiet in der x, y-Ebene. Es sei 
{29 Yor€Q und {x Fo}€Q. Ferner seien h(z, y) und h(x, y) in Q reelle stetige be- 
schränkte Funktionen, die die Lipschitzbedingung 


ha, y)—hia, Y)=M|y-y'|, Ih, y)—hix, Y)|=M |y-y| 


für alle {x, yJ}E2 und fx, y’}€Q erfüllen (vgl. 4.2.3.). Nach Satz 4.2.3 besitzen 
y(z)=hlx, YR)), Yo) = Yo: 

und 
Fe) hie, Kr)), Hr) =To 


eindeutig bestimmte Lösungen (das gilt zumindest lokal in einem Intervall 
[20 — 6. &+6]). Das Problem ist, diese beiden Lösungen zu vergleichen. 
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Satz. Es gibt eine Zahl 6>0 und eine Zahl L=L(d\=0, so daß 
He) ya) =L(ö sup hu, ») hu, »)| + -Hn)) 


{uw}eR 
für alle zulässigen xy, Yy; Io und ze[x,— 6. &, +6] gilt. 
Bemerkung 1. .„Zulässig“ bedeutet, daß die Rechtecke aus dem Bild in 4.2.3. in 2 liegen. 


Bemerkung 2, Die Sätze aus 10.5.1. und 10.5.2. und der obige Satz sind für numerische und 
physikalische Anwendungen mütz}. h: Kleine Störungen der Anfangsdaten und der Differen- 


tieigleichung stören auch ts Lösung nur wenig. 
11. Variationsrechnung 


11.1. Die Grundgleichungen der Variationsreehnung 
11.1.1. Problemstellung 


Zur Veranschaulichung der Problemstellung betrachten wir einen einfachen 
Fall, den wir später verallgemeinern werden. L(t, u,, ®,) sei eine reelle, in [a, 5]JX Rs 
stetige Funktion. Ist «(t) in [a, b] stetig differenzierbar, so kann man 

b i 
b , , , de; 
L(x(t)) = | Lit, x(t), #(t)) dt mit user) (1) 
a 
bilden. Das Problem ist, in [e, b] stetig differenzierbare Funktionen «x{!) zu finden, 
für welche L(x(t)) extremal wird. 


1. Aufgabe (Freie Randwertprobleme). Zur Konkurrenz sind alle in [a,b] stetig 
differenzierbaren Funktionen x(t) zugelassen. 


2. Aufgabe (Gebundene Randwertprobleme). Zur Konkurrenz sind nur solche in |«, 5b] 
stetig differenzierbare Funktionen x(t) zugelassen, die bei a und b vorgeschriebene 
Randwerte annehmen: x{a) =c, und x(b)=c;. 


Nachbarkurven: Es muß noch gesagt werden, nach welchem Verfahren extremale 
Kurven bestimmt werden. Ist x(f) gegeben, so sei 


b 
Ip, &)= [L(t, z{t) +ep(t), &lt) +egit)) dt. 


Hierbei ist p(t) eine beliebige in [a, 5] stetig differenzierbare Funktion (im Fall der 
zweiten Aufgabe mit p(a)=y(b)=0). e ist ein reeller Parameter. x(t) heißt extremal, 


falls Eng, &) .-0=0 für alle zulässigen g(t) gilt. Das entspricht nicht ganz dem 
€ 
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üblichen Vorgehen in der Variationsrechnung, ist aber für unsere Zwecke ausrei- 
chend. Damit hat man Variationsprobleme für Kurven auf Extremwerte von 
Funktionen reduziert, vgl. 8.3. In 8.3. wurden Punkte variiert, um Extremwerte 
von Funktionen zu ermitteln. Jetzt sind es Funktionen, die variiert werden. 


> 117] 
Eat: TEEEEEEGEIEEIPFPRE, BER ER 2 SEN 
0 b q b + 


11.1.2. Vorbereitungen 


Es werden zwei Vorbereitungen benötigt. die auch von selbständigem Interesse 
sind: Differentiation parameterabhängiger Integrale und das Findamentallenma 
der Variationsrechnung. 


Lemma 1. L(t,7) sei in |a, b]x R, mit —==ua=b= = stetig und reell sowie bei 
fixiertem teja. b| nach A differenzierbar. zZ Mt. }) sei in [a, bJX AR, stetig. Sind 
[a7 


a(}) und b(}) zwei in R, stetig differenzierbare reelle Funktionen mit a=n(A)-=b(A)<b, 
20) 


so ist f Lit. A) di in R, stetig differenzierbar, und es gilt 
ai) 
' 5(2) bi) _ 
c ” “. 
- „A = L(b(3), A) b'(3) — ,) a (A) + ‚Ad. 
er Lit, 3) dA= L(b(3), A) b’(2)— L(a(A), 2) a’(A) J PAAR! 
eh, a 


Lemma 2 (Fundamentallemma der Variationsrechnwung). Ist y(b) in [a,b] stetig und 
gilt 
b 

Sau) it) di=0 

[3 
Für alle in |a, b] stetig differenzierbaren Funktionen gt), die in einer rechtsseitigen 
Umgebung von a und in einer linksseitigen Umgebung von b gleich null sind, so ist 
Ye) =0 in [a,b]. 


11.1.3. Die Eulersehen Gleichungen 


Definition. Lit, a... :: Uns Dis +», 2n) sel in [a,b]X Ro, mit -=ua<b<= reell 
und stetig und besüze dort stetige partielle Ableitungen erster und zweiter Ordnung 
nach allen Variablen. Ist & eine reelle Zahl und sind (!, - . ., ni), ld): - = -: Plt) 
in [a, b| stetig differenzierbare reelle Funktionen, so sei 


(91; ... Pns €) 
h s 
= f Lit, z(t) +epi(). -. , ault)+Epalt), Alt) Herd), . . Anl) +EFalt)) de. 


(a) a) = (ld)... -, &ult)) heißt Extremale des freien Randwertproblems, falls für 
alle obigen FÜ) = (yıld), - - -; Falt)) 
d 
Frht Zt “.., Ins €) e=0=0 (1) 
gilt. 
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(b) x(£) heißt Extremale des gebundenen Randwertproblems, falls (1) für alle obigen 
olt) mit gla)=gjlb)=0 für jel,...,n gilt. 


Bemerkung 1. Das ist eine Verallgemeinerung (und Präzisierung) der in 11.1.1. beschriebenen 
Situation. 


Satz 1 (Eulersche Gleichungen). x{t) ist genau dann Extremale des gebundenen Rand- 
wertproblems, wenn. 


eL d/eL 
—-—(-—]=0 für j-1l....n und tele, b 2 
Fer (&) I für j-1, n und tele, b] (2) 
gilt. 
Bemerkung 2. Die Gleichungen (2) sind wie folgt zu verstehen. 
oL oL . oL 98 . 
De Du (t, zu(t), - - -» Ent), FEAR? (t, zu(t)s - . ., nlt))= gilt) 


sind Funktionen, die nur noch von t£[a, b] abhängen. Hierbei haben «; und v; die gleiche 
Bedeutung wie in der Definition. Man muß in (2) also erst die partiellen Ableitungen bilden, 


dann zif) einseisen und anschließend I (ee \rna 

Ü 2% VAu y B 3 — Hl)z= I -— . 

ann x{f) einsetzen und anschließen Fri 9;(t) ai (3; ilden. 

Satz 2. x{t) ist genau dann Extremale des freien Randwertproblems, falls (2) gilt und 
zusätzlich 


oL R oL P p 
zn, (b, xı(b), .. ; &u(b)) = (a, (@), - . -, änla))=0 (3) 


für j=1,...,n erfüllt ist. 


Bemerkung 3. Im Fall des freien Randwertproblems stellen sich für eine Extremale automatisch 
gewisse Randbedingungen (sog. natürliche Randbedingungen) ein. 


Bemerkung 4. Führt man die Ableitung nach ? in (2) aus, sv erhält man 


ol 9L n OL n oL 
a ES u I ih 4 
92; tdi; 3 OrId&, ” Br did in (a) 


für j=1,...,r. Hierbei ist Ye Das ist ein System von gewöhnlichen Differentialglei- 


chungen zweiter Ordnung, im allgemeinen nicht linear, da L=L({t, z,(t), . . ., än(£)) ist. Durch 

den gleichen Trick wie etwa in 10.4.1. kann man es auf ein System erster Ordnung zurück- 
y2L \n 

führen. Ist die Determimante von (505) von null verschieden, so kann man (4) nach 
WR 

den höchsten Ableitungen &; auflösen. 


11.2. Beispiele 
11.2.1. Eine physikalische Vorbemerkung 


Die Betrachtungen in 11.1.3. haben für die theoretische Physik große Bedeutung. 
Man versucht physikalische Vorgänge (etwa im Rahmen der klassischen Mechanik, 
der Elektrodynamik, der speziellen oder allgemeinen Relativitätstheorie) durch 
Extremalprinzipien zu beschreiben. Einem solchen physikalischen Geschehen 
ordnet man eine sog. Lagrange-Dichte zu, die eng mit der Funktion Z aus Def. 
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11.1.3 verwandt ist. Die Dynamik des Geschehens läuft dann so ab, daß L(zx(t)) aus 
(11.1.1/1) extremal wird. Stimmt Z mit der Funktion aus Def. 11.1.3 überein, so 
heißt dies, daß der Prozeß durch die Eulerschen Gleichungen (11.1.3/2) beschrieben 
wird. Viele physikalische Vorgänge werden nicht durch gewöhnliche, sondern durch 
partielle Differentialgleichungen beschrieben. Will man an dem Konzept der Ex- 
tremalprinzipien festhalten, muß man die Betrachtungen aus 11.1. entscheidend 
verallgemeinern. Im Kap. 24 untersuchen wir die mathematischen und physika- 
lischen Aspekte dieses Prinzips genauer. Für die klassische Punktmechanik sind 
aber die Resultate aus 11.1. vollkommen ausreichend. Eine detaillierte Beschrei- 
bung, insbesondere auch der physikalischen Seite dieser Angelegenheit, findet man 
zu Beginn von Kap. 12. In 11.2. betrachten wir einige isolierte Beispiele, die aber 
bereits die physikalische Bedeutung von Extremalprinzipien ahnen lassen. 


11.2.2. Die Brachistochrone 


Ein Massenpunkt (etwa eine Stahlkugel) läuft längs einer Bahn (etwa in einer 
Schiene) unter dem Einfluß der Erdschwere von 4 nach B. Das Geschehen spielt 
sich in einer Ebene senkrecht zur Erdoberfläche ab. Ferner soll die Kugel zu Beginn 
ihrer Laufbahn im Punkt A ruhen. Für welche Bahn (oder Bahnen) benötigt die 
Kugel minimale Zeit, um von A nach B zu gelangen? Läuft die Kugel längs der 


Geraden von A nach B (gestrichelte Linie), so ist dies wohl der kürzeste Weg, aber 
die Kugel braucht Zeit, um in Schwung zu kommen. Wählt man andererseits einen 
Weg der Form Strich-Punkt, so erreicht die Kugel rasch hohe Geschwindigkeiten, 
aber der Weg ist nun relativ lang geworden. Der physikalische Kompromiß könnte 
die stark gezeichnete Bahn sein. A sei der Nullpunkt eines y,2-Koordinatensystems. 
y(x) sei die Bahn der Kugel, also y(0)=0, und v=v(«x) sei die Geschwindigkeit. Ist 
m die Masse der Kugel, so ist die Gesamtenergie # im Punkt P 


m . ; r 
E= 3 v2 — mgy= kin. Energie + pot. Energie . 


A Br i i m 1% 505 
Hierbei ist g die Schwerebeschleunigung *=9,81—. Benutzt man den physikali- 
B* 


schen Sachverhalt, daß E(x)=E eine von x unabhängige Konstante ist (Energie- 
erhaltungssatz), so folgt aus »(0)=y(0) =0, daß v(x) = Y2g y(x) ist. Bezeichnet s(z) die 
Bogenlänge der Kurve y(x) von A bis P, so folgt aus 9.2.3. 
E42 
ra 7553 ‚_dy 
s(®) a Yi+y'%z) de, % ei 
Ist i die Zeit, die die Kugel braucht, um von A nach P zu laufen, so ist 1=1(s) eine 


i Er i i d: 
streng monoton wachsende Funktion; für die Umkehrfunktion s=s{t) gilt v(t) = = i 
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u 1 ’ ER ee de 
Nach Satz 3.1.4 ist dann = = .Ist 7 die Zeit, die die Kugel braucht, um längs 
ds vo 


y(e) von A nach B zu laufen, so erhält man jetzt 
E77 


ey Er) &£u SERBIEN 
7 ® | dt e [ ad i ds ix z [ £ yi- + y'? di= | vo de. 
ö Yo ö 


ö ds de“ 28 y(x) 


Da T minimal werden soll, hat man somit ein Extremalproblem im Sinne von 
Def. 11.1.3 mit 
Lie, y, nV (1) 
=gY 
Bahnen, für die 7 minimal wird, heißen Brachistochronen. Die kleine Schwierig- 
keit, daß L für y=0 singulär wird, läßt sich umgehen. Hierzu ist es zweckmäßig, 
die Kurve y=y(x) in Parameterdarstellung zu betrachten, y=y(u) und 2=x(u). 


Satz. Die Brachistochronen sind Zykloiden 
zv[a)=c (u—sin u) y(u)=e(1-cos u). (2) 
Hierbei ist Ozu=2r, und c=0 ist ein Parameter. 


Bemerkung 1. Die Kurve (2) gewinnt man durch Lösen der Eulerschen Gleichung (11.1.3/2). 
Hierbei ist n=1, ferner hat man £ durch x und & durch y zu ersetzen. Man erhält eine gewöhn- 
liche Differentialgleichung zweiter Ordnung, wobei in (2) berücksichtigt wurde, daß nur Lösun- 
gen von Interesse sind, die durch 4 gehen. x{u) ist streng monoton, es gibt somit eine Umkehr- 
funktion, und (2) ist als y=y(«) darstellbar. Variiert man c, so wird der gesamte Quadrant 
{2>=0, y=-0} schlicht und lückenlos überdeckt. Ist B vorgegeben, so gibt es also genau ein 
c=0, so daß (2) durch 4 und B geht. 


Bemerkung 2, Die Zykloide erlaubt folgende hübsche geometrische Interpretation. Auf einer 
Straße rollt ein Rad. Gefragt ist nach der Bahn des Ventils des Rades. Ist e der Radius des 
Rades, so ergibt sich aus den Zeichnungen, daß die Zykloide (2) die Bahn des Ventils beschreibt. 


Rod 


Ventil Straße ef 9 ze 2uc 
Pr (cu-C sinu, C-C COS u) 


11.2.3. Das Problem von der Geraden als kürzeste Verbindung zweier Punkte 


(Das ist die Überschrift zum 4. Problem aus dem berühmten Vortrag von D. 
Hilbert ‚Mathematische Probleme‘‘, Paris 1900.) Im A, werden stetig differenzier- 
bare Kurven x{t)=(z,(t), - . .. 2,(6)) mit /,=t=t, betrachtet, die durch zwei vor- 
gegebene Punkte A und B laufen. x(t,) ist A und x{t,) ist B. Ferner sei &(t) = (ä,(t), 

., Fnlt)) #0 für ,=t=t,. Nach Satz 9.2.3 ist 
I 


lo ———— 
L= | Yazlı)+.. .+änlı) di (1) 
tu 
die Länge der Kurve von A bis B. Gefragt wird nach Kurven minimaler Länge. 
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E27 


Satz. Die Gerade von A nach B ist die eindeutig bestimmte Kurve minimaler Länge. 


Bemerkuug 1. Das ist ein Variationsproblem im Sinne von 11.1.3. mit Liv, 2... %m)= 
=Ye}+...+07. Bezüglich der zweimaligen Differenzierbarkeit tritt bei 0 eine kleine Schwierig- 
keit auf, die man vermeiden kann, wenn man z. B. t=z, als Parameter wählt, sofern A und B 
verschiedene »,-Koordinaten haben (die Gesamtheit der Vergleichskurven ist dann etwas ein- 
geschränkt, was aber unwichtig ist). Bleibt man bei der obigen Formulierung, so führt die 
Lösung der Differentialgleichung (11.1.3/2) zum gewünschten Resultat. 

Bemerkung 2. Aufgaben dieser Art werden wir später in der Differentialgeometrie und in der 
allgemeinen Relativitätstheorie ausführlich untersuchen. So kann man nach Kurven minimaler 
Länge fragen, die in einer gegebenen Fläche verlaufen und zwei gegebene Punkte verbinden. 
Betrachtungen dieser Art sind z. B. nötig, um den Weg von Lichtstrahlen in vierdimensionalen 
gekrümmten Raum-Zeiten im Rahmen der allgemeinen Relativitätstheorie berechnen zu 
können. 

# 


Ar 
Va 


11.2.4. Rotationssymmetrische Minimalflächen 


= 


Man nehme eine geschlossene Drahtschlinge und tauche diese in eine Seifen- 
lösung. Nach dem Herausziehen entsteht (wenn man Glück hat) ein Häutchen, das 
eine Fläche minimalen Inhalts realisiert, die durch die Drahtschlinge läuft. Mit 
anderen Worten: Man betrachtet zweidimensionale Flächen, die durch eine vorge- 
gebene Raumkurve im AR, gehen. Gefragt ist nach solehen Flächen, die einen 
minimalen Inhalt im Sinne von 9.2.4. haben. Das ist das Plateausche Minimal- 
problem, die zugehörigen Flächen heißen Minimalflächen. Die allgemeine Theorie 
dieser Flächen ist relativ kompliziert, aber ein Spezialfall liegt in unserer Reich- 
weite: Gegeben sind zwei Punkte 4 und ZB in der oberen Halbebene. y(x) sei eine 
zweimal stetig differenzierbare Kurve in der oberen Halbebene, die diese beiden 
Punkte verbindet. Läßt man die Kurve um die x-Achse rotieren, so entsteht eine 
zweidimensionale Rotationsfläche im R;. 


Lemma. Der Inhalt L der eben beschriebenen Rotationsflüche ist 

2 ——— 

L=2r f y(&) VYi+y'!(e) de. 

Fu 
Bemerkung 1. Gefragt wird nun nach Kurven y(x), die den Inhait £ dieser Fläche minimal 
machen. Wir behandeln diese Frage als ein Variationsproblem im Sinne von Def. 11.1.3 mit 
L{u, v)=2ru Y1+v?. Löst man die zugehörige Eulersche Differentialgleichung (11.1.3/2), so 
erhält man folgendes Resultat. 
Satz. Ist a ein positiver und b ein reeller Parameter, so ist 

x—b 


(1) 


y(x)=« cosh 
die erzeugende Kurve einer rotationssymmetrischen Minimalfläche. Hierbei ist cosh 
der hyperbolische Kosinus aus 7.1.4. 
Bemerkung 2. Die entstehende rotationssymmetrische Minimalfläche heißt Katenoid. Wir 
diskutieren hier nicht, wie « und b gewählt werden müssen (sofern dies möglich ist!), damit (1) 
durch die vorgegebenen Punkte 4 und B geht, 


. .. wird uns die Aufgabe nahegelegt, ... . diejenigen 
physikalischen Disziplinen axiomatisch zu behan- 
deln, in denen schon heute die Mathematik eine 
hervorragende Rolle spielt; dies sind in erster 
Linie die Wahrscheinlichkeitsrechnung und die 
Mechanik. 

(D. Hilbert, „Mathematische Probleme“, Paris, 
1900) 


12. Prinzipien der klassischen Mechanik 


12.1.  Modellbildung in der Physik 
12.1.1. Zum Verhältnis von Mathematik und Physik 


Mit Physik ist hier stets theoretische Physik gemeint. Ein Mathematiker sieht 
die Physik mit anderen Augen als ein Physiker. Letzterer ist am Einbau experimen- 
teller Fakten in vorhandene Theorien interessiert, an der Vorhersage neuer Effekte 
(qualitativ und quantitativ) sowie an der Schaffung neuer Theorien, falls die alten 
Theorien nicht mehr leistungsfähig genug sind. Mathematik ist für ihn ein Hilfs- 
mittel. (In wohlmeinenden Physikerkreisen vergleicht man die Physik gern mit 
einer Königin, der die Mathematik in doppelter Weise dient: Sie trägt die Schleppe, 
schreitet aber auch als Fackelträgerin voran.) Neue 'T'heorien (oder neue Aussagen 
im Rahmen vorhandener Theorien) müssen überzeugen, die verwendete Mathematik 
muß glaubwürdig sein. Hierbei ist es durchaus üblich (vielleicht sogar notwendig, 
sofern man in Neuland eindringt), daß mathematische Deduktion und physikalische 
Argumentation Hand in Hand gehen. Das setzt ein sicheres physikalisches Gefühl 
voraus. In der Geschichte der Physik gibt es viele sehr eindrucksvolle Beispiele 
hierfür. Ein Mathematiker fühlt sich vielleicht an die traumwandlerische Sicherheit 
erinnert, mit der einst Euler mit divergenten unendlichen Reihen hantierte. 
Gerade dieses physikalische Gefühl ist es, das auch physikalisch interessierten 
Mathematikern (und von anderen ist hier nicht die Rede) häufig abgeht. Für einen 
Mathematiker muß die verwendete Mathematik nicht nur glaubwürdig, sondern 
zweifelsfrei logisch fundiert sein: Und das ist ein riesiger Unterschied. Ferner wird 
er versuchen, die Mathematik säuberlich von ihrer physikalischen Interpretation 
zu trennen. Das führt zur Axiomatik und zur Modellbildung. Das Herzstück einer 
solchen Axiomatik ist eine mathematische Theorie, die, für sich genommen, nichts 
mit Physik zu tun hat. Es werden Anschlußmechanismen und Interpretationen 
benötigt, die physikalische Probleme in die verwendete mathematische Sprache 
übersetzen. Es ist wie bei einer modernen Rechenmaschine, die für sich funktions- 
fähig ist und ihre innere Logik besitzt, aber erst dann nützlich wird, wenn umfang- 
reiche Ein- und Ausgabegeräte angeschlossen werden. 'T'heoretische Physiker 
werden von ihren experimentellen Kollegen häufig peinlich nach Sinn und Nutzen 
ihrer Theorien befragt. Sie rächen sich hierfür an den Mathematikern, die sich mit 
der Axiomatik physikalischer Disziplinen beschäftigen. Die Frage lautet: ‚Was - 
bringt dies physikalisch?‘ Hierauf kann man zwei Antworten geben: 1. Nichts, 
2. Sicherheit. Die erste Antwort ist im Sinne des Fragestellers, denn zu jenen Pro- 
blemen, die ihn interessieren (siehe oben) vermag Axiomatik nichts beizusteuern: 
Es werden keine physikalisch neuen Theorien geschaffen und keine neuen Effekte 
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erklärt. Überhaupt scheint Axiomatik erst möglich (oder gar wünschenswert?) zu 
sein, wenn sich die betreffende physikalische Disziplin relativ weit entwickelt hat. 
(Etwa wie ein schwarzes Loch als Lebensabend eines einst strahlenden Sternes? 
Das würde auch die magische Anziehungskraft erklären.) Die zweite Antwort 
trifft den Kern der Sache: Axiomatik schafft mathematische Sicherheit. Es ist: wie 
der Bau breiter Straßen, die eine großartige physikalische Landschaft dem mathe- 
matischen Tourismus erschließen. (Nach einer Schamfrist tippelt auch das physi- 
kalische Fußvolk auf diesen Wegen.) Die Befestigung der Etappe ist auch jenen 
Pionieren von Nutzen, die sich an der Frontlinie der Physik mit dem Buschmesser 
einen Weg durch den Dschungel bahnen. In diesem Sinne ist Axiomatik physikali- 
scher Disziplinen nicht nur mathematisch wünschenswert, sondern auch physika- 
lisch notwendig. 


Zudem ist es ein Irrtum zu glauben, daß die 
Strenge in der Beweisführung die Feindin der 
Einfachheit wäre. 

(D. Hilbert, „Mathematische Probleme“, Paris, 
1900) 


12.1.2. Mathematische Modelle 


Ein mathematisches Modell für eine physikalische Disziplin kann man in 5 
Punkte unterteilen. 

1. Ein gegebener physikalischer Wirklichkeitsbereich, wie etwa Mechanik, 
Elektrodynamik, Thermodynamik, Relativitätstheorie, Quantenmechanik usw. 
Femeint ist die Gesamtheit der physikalischen Vorgänge, die man unter das be- 
treffende Stichwort einordnet. Das ist keine sehr genaue Beschreibung, aber in 
konkreten Fällen ist klar, was gemeint ist. 


Ühersetrung 
VOErSeTZUng ahys. 


Ei Bereich 
2 
Inter - f 
| pretation Ri 


Vergleich 


2. Eine innermathematische Theorie, die (was ihre inneren logischen Strukturen 
anbelangt) nichts mit Physik zu tun hat. 

3. Eine Übersetzungsvorschrift, die physikalische Größen mit entsprechenden 
mathematischen Größen verbindet. 

4. Nach der Übersetzung liefert die Theorie Daten (reelle Zahlen), die als physi- 
kalische Größen interpretiert werden müssen. 

5. Schließlich müssen die theoretisch erhaltenen interpretierten Daten mit ent- 
sprechendem experimentellen Material verglichen werden. Fällt dieser Vergleich 
nicht voll befriedigend aus, so ist dies eine Kritik an der Übersetzung, an der Inter- 
pretation und an der Zweckmäßigkeit, die betreffende mathematische Theorie zu 
benutzen. Es ist aber keine Kritik an der inneren Struktur dieser Theorie, denn 
diese ist höchstens innermathematisch, nicht aber physikalisch kritisierbar. 
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Physikalische Gesetze sollten mathematische 
Schönheit besitzen 
(P. A. M. Dirac) 


12.1.3. Kriterien für Modelle 


1. Ein Modell ist gut, wenn es funktioniert. In diesem Sinne gibt es keine richti- 
gen und keine falschen Modelle, sondern nur brauchbare und unbrauchbare. Hierbei 
heißt brauchbar, daß im Sinne von 12.1.2. alle Effekte eines abgegrenzten physika- 
lischen Wirklichkeitsbereichs im Rahmen vorgegebener Meßgenauigkeit befriedi- 
gend beschrieben werden. Ein Modell wird also nicht nur durch den Gegenstand, 
den es beschreibt, gekennzeichnet, sondern auch durch die Genauigkeit mit der 
dies geschieht. So ist z. B. die klassische Punktmechanik eine vorzügliche Theorie, 
sofern man es mit Geschwindigkeiten zu tun hat, die klein gegenüber der Licht- 
geschwindigkeit sind. Erst für hohe Geschwindigkeiten und große Genauigkeiten 
muß sie durch die spezielle Relativitätstheorie ersetzt werden. 

2. Ein Modell sollte mathematisch so einfach wie möglich sein, ohne daß Zuge- 
ständnisse an die mathematische Strenge gemacht werden. Für das Ablösen einer 
Theorie durch eine kompliziertere neue Theorie müssen also handfeste physikalische 
Gründe vorliegen. Zur Zeit Newtons hätte die spezielle Relativitätstheorie (in 
Konkurrenz zur klassischen Mechanik) gegen dieses Postulat verstoßen. 

3. Es gibt eine Hierarchie von T'heorien und zugeordneten Modellen. Eine neue 
Theorie umfaßt einen größeren Wirklichkeitsbereich mit größerer Genauigkeit als 
die zugehörige alte Theorie. Die Geschichte lehrt, daß das hierbei verwendete 
mathematische Instrumentarium immer komplizierter wird. Die volle Leistungs- 
fähigkeit einer Theorie überschaut man wohl erst dann, wenn die nächst bessere 
Theorie in Umrissen erkennbar ist. Als die Punktmechanik entstand, glaubte man, 
daß sie alles Geschehen in der Welt in abschließender Weise beschreibt. Man hatte 
sich von dem Glanz dieser Theorie blenden lassen und ihre Leistungsfähigkeit 
gewaltig überschätzt (hinterher ist man immer klüger). Zumindest die Physiker 
haben diesen Fehler nicht ein zweites Mal begangen: Theorien und Modelle liefern 
immer nur approximierende Beschreibungen. 


Beispiel zu 12.1.4., Seite 113 


allgem. Anwendung auf spezielles 
Schema Mechanik Beispiel 12.2.2.) 
1. phys. klassische | fallender 
Bereich Punktmechanik Stein 
aL doL- 
2. math. Extremalprinzip, dr dd 
Theorie Eulersche Gleichungen 


=g, xt +0 +6 


Lagrangefunktion | Sea DE u 
3. Übersetzung De 2) | Lt,2,5) = ar+mge 
4. Inter- | z;(t) Bahnkurven der ne 
pretation | Teilchen z(t): Weg 


Galilei auf dem 


5. Vergleich j h 
schiefen Turm von Pisa 
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4. Eine wesentliche Rechtfertigung für die Beschäftigung mit Theorien und 
Modellen ist deren Fähigkeit, neue Effekte vorhersagen zu können. Hierfür gibt 
es eindrucksvolle Beispiele: Die Vorhersage von Einstein, daß Lichtstrahlen von 
schweren Massen abgelenkt werden, oder die Vorhersage von Dirac über die Existenz 
von Positronen. Formeln sind eben klüger als Menschen. 


12.1.4. Ein Beispiel 


Im Laufe dieses Buches werden wir mehrere physikalische Theorien behandeln, 
wobei wir uns eng an das oben beschriebene Modelldenken anlehnen werden. Zur 
Ilhıstration betrachten wir hier ein einfaches Beispiel (siehe Übersicht Seite 112 
unten). 


12.2. Das Modell für die Punktmechanik 


12.2.1. Das Hamiltonprinzip 


Der physikalische Wirklichkeitsbereich, den wir hier betrachten, ist ein System 
von n Massenpunkten, die sich im dreidimensionalen euklidischen Raum bewegen. 
Auf diese Massenpunkte wirken innere und äußere Kräfte. Innere Kräfte sind z. B. 
Gravitationskräfte, äußere Kräfte z. B. elektromagnetische Felder, die auf gela- 
dene Teilchen wirken. Der Ort des j-ten Teilchens zum Zeitpunkt t sei (ts; -a(!). 
23; 1), jlt))E Rz. Das gesamte System wird also zum Zeitpunkt t durch einen 
Punkt (2), - . .; &gn(£)) € Ran mit der angegebenen Interpretation beschrieben. Zu 
jedem System gehört eine Lagrangefunktion Z(t, x;(t), &; (£)), die durch physikali- 
sche Betrachtungen bestimmt werden muß. 


Axiom (Hamiltonprinzip). Ein System von n Teilchen mit der Lagrangefunktion 
Lt. (D; - . -, &anlt), ld), - . -, Agnlt)) bewegt sich so, daß zit)= (x), . . -, Xzn(t)) eine 
Extremale des zugehörigen gebundenen Randwertproblems ist. 


Bemerkung 1, Damit ist der Zyklus aus 12.1.2. im wesentlichen bestimmt. Die mathematische 
Theorie ist die Variationsrechnung aus 11.1.3. Die Übersetzung erfolgt durch Finden einer ge- 
eigneten Lagrangefunktion L{t, &, » . .» 23ns us » » -, 23). Das Axiom und die Theorie aus 11.1.3. 
führen zu den Eulerschen Gleichungen (11.1.3/2) (es wird immer vorausgesetzt, daß Z die not- 
wendigen Differenzierbarkeitseigenschaften hat). Ihre Lösung liefert Bahnkurven (z(?),. .., 
23n(t)) im Ran. Die Interpretation legt dann fest, daß (23; -a(f), 235 -ı(?), &3; (t)) der Ort des j-ten. 
Teilchens im realen dreidimensionalen Raum ist. 


Satz. Die Bewegungsgleichungen eines Systems von n Teilchen mit der (zweimal 


stetig differenzierbaren) Lagrangefunktion Lit, x, . .. Lan: Ir, Ügn) sind die 
Eulerschen Gleichungen . 
öL d/oal 
et eh n. \ 
22, ( =) mil 7 ‚In (1) 


Bemerkung 2. Der Satz folgt unmittelbar aus Satz 11.1.3/1. Man nennt (1) auch Lagrangesche 
Bewegungsgleichungen zweiter Art. Die obigen Betrachtungen zeigen, daß sich das Problem 
auf zwei Fragen reduziert: 1. Bestimmung von L, ausgehend von physikalischen Prinzipien, 
9L \ 
ID 
ungleich null, so kann man (1) nach Bemerkung 11.1.3/4 nach &j auflösen. Die Sätze aus Kap. 4 
zeigen dann, daß (1) lokal genau eine Lösung besitzt, die zu einem vorgegebenen Zeitpunkt ty 
vorgegebene Werte zj(4,)=«@; und äj(ty)=b; mit j=1,..., 3n annimmt (Ort und Geschwindig- 
keit: für to). 

8 Triebel, Math. Physik 


2. Lösen des Differentialgleichungssystems (1). Ist die Determinante von ( stets 
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12.2.2. Ein Beispiel (Freier Fall) 


Wir erläutern das Beispiel aus 12.1.4. näher. Betrachtet wird der freie Fall mit 
x=0 für i=0. Es sei 
Lit, <{t), &(t)) = > +mge= TV 


= 


=kin. Energie — pot. Energie. 


Hierbei ist m die Masse, g die Erdbeschleunigung und V = —mgx die potentielle 
Energie. (12.2.1/1) lautet &=g, also .x(t) -2p +6,40. Ausc(O)=0O und ce, =&(0)=v, 
og 
(Anfangsgeschwindigkeit) folgt «{)=3#°+ vol. 
12.2.3. Das erste Integral 
Satz. Hüngt die Lagrangefunktion 
Li, Ureooen Ran Ei: ..-„ En) = Lian. rn Vs &, „..o &n) 


nicht explizit von t ab, so gilt für jede Bahnkurve 
L- 3 —i=E=const (erstes Integral). (1) 
Bemerkung. Setzt man eine Lösung von (12.2.1/1) in die linke Seite von (1) ein. so erhält man 


eine Funktion von t. Der Satz besagt, daß diese Funktion von ? eine Konstante ist. Man deutet 
(1) als Energieerhaltimgssatz. Das Beispiel aus 12.2.2. liefert (7-+ V)(t)=E. 


(KK Kl 
Br . 
“ 12 
(KK Kg) 


12.3. Systeme von » Massenpunkten 
12.3.1. Das Grundmodell 


Betrachtet werden n punktförmige Teilchen mit den Massen m}, . . ., M%„ im drei- 
dimensionalen realen Raum (z. B. Himmelskörper). 
1;3= May; — 2-2)? + (3-1 203-1)? + (03; Xar)? 


sei der Abstand zwischen dem j-ten und dem &-ten Teilchen. Hierbei zählen wir die 
Koordinaten wie in 12.2.1. vereinbart. Das Gravitationspotential des Systems ist 


z 2 1 mmg 
Vo=Voliz + + +: Can) = -5Y z Ee. 
= jeh Fik 
” Newtonsche Gravitationskonstante. Ferner sei ein äußeres Potential V; 
= ill, 2: Cam; Er - - Cm) gegeben (z. B. ein elektromagnetisches Potential). 


Aus physikalischer Erfahrung und physikalischen Prinzipien, die außerhalb der 
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mathematischen Axiomatik liegen, macht man für die Lagrangefunktion den Ansatz 
2 m; 


Lt, 2,..„Em)= I — (ig-etii-ıtii)—V 
-T —- V =kin. Energie — pot. Energie (i) 


mit V=V,+YV, als potentieller Energie. Die Bahnkurven dieses Systems sind 
Lösungen von (12.2.1/1). 


Satz. /st V=Vlt, ©, . . ., 23.) von &, unabhängig, so sind die Bahnkurven des Systems 
Lösungen von 


Mg eÜ) = — mit k=1,..,.n und r=0,1,2. (2) 


Bemerkung. Das folgt sofort aus (12.2.1/1) und dem obigen Ansatz für Z. Die Interpretation 
. -> 
zeigt, daß 2. = (xy. —2, %3£—1, 237;) der Ort des k-ten Teilchens und #,= (#3, —2, &3£ 1; Tax) 
9V oV oV 
One" Or" Haag 
Teilchen wirkt. (2) ist dann die Newtonsche Formel 


seine Geschwindigkeit ist. Rı=( ) ist die Kraft, die auf das k-te 


Kraft = Masse X Beschleunigung. 


12.3.2.  Kräftefreie Systeme 


Das System aus 12.3.1. heißt kräftefrei, falls V(£. &,. . . .. &3,) =0 in (12.3.1/1) ist. 
Mit anderen Worten: Die inneren Kräfte werden vernachlässigt, V,=0, und äußere 
Kräfte sind nicht vorhanden, V,=0. 


Satz. Die Bahnkurven eines kräftefreien Systems sind 
(Ä)=azt+b; mit kel,...,3n, (1) 
wobei a, und by reelle Zahlen sind. 


Bemerkung. Der Satz folgt aus (12.3.1/2). Entsprechend der Interpretation aus 12.2.1. bewegt 
sich das %-te Teilchen auf der Geraden x(t)=47;,+b; mit a; =(a3£-2. 03: — 1, dg,) und b,= 


delt) 
FT; 


(=b3x —2, ba; —ı. bag). Die Geschwindigkeit, mit der sich das Teilchen bewegt, ist 


In einem kräftefreien System bewegen sich somit die Teilchen geradlinig und gleichförmig. 


12.3.3. Konservative Systeme 


Das System aus 12.3.1. heißt konservativ, falls Vi, 2, Z3)= Mi: - - -; Zyn 
aus (12.3.1/1) von 4, &y, . . ., X unabhängig ist. Die kinetische Energie 7' hat die 
gleiche Bedeutung wie dort. 


Satz. Für die Bahnkurven eines konservativen Systems ist 


3n my; 
ER .2 3% r B za ak 
R 2 (Era tr +) + Vlrı: - - , &n)= T+V=E=const 


(Energieerhaltungssatz). 


Bemerkung. Der Satz folgt aus Satz 12.2.3. Ein konservatives System ändert also seine Ge- 
samtenergie im Laufe der Zeit nicht. 


8* 
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12.3.4. Teilchen im Potentialtopf, harmonischer Oszillator 

Betrachtet wird ein Teilchen der Masse n, das sich in AR, bewegt. Auf das Teilchen 
wirkt eine Kraft K(z) = — V’(x) mit zeR, ein, die durch ein Potential V(x) erzeugt 
wird. Entsprechend 12.3.1. ist Lit, x, = &2—- V(x) die zugehörige Lagrange- 


funktion. Das ist ein eindimensionales konservatives System im Sinne von 12.3.3., 
und man erhält 

m, 

zZ ?+V(2z)=E=const (1) 


für die Bahnkurve x(t) des Teilchens. E ist eine charakteristische Größe des Systems 
(Energie), und (1) liefert 


=— (E _ V(z)) . (2) 


Also muß V(x)=E sein. Das Teilchen kann also den Potentialtopf (siehe Zeichnung) 
nicht verlassen. Integration von (2) führt zu 


E42 


m ff du 
= + Be SEE 3 
PR \? J yE= Via) va) a 


Wählt man (ohne EUER der Allgemeinheit) +in (3), so heißt dies, daß das 
Teilchen von x, nach rechts wandert. Die Frage ist, ob das Teilchen in endlicher 
Zeit den Punkt x, erreicht. 


Satz I. V(x) sei zweimal sietig differenzierbar in R,. 
(a) Ist V’(&,)+0, so erreicht das Teilchen nach endlicher Zeit x, =x(t,). und es ist 


f 1 
je ud en (konvergentes uneigentliches Integral). 


(b) Ist V’(&,) 0, so erreicht das Teilchen x, nicht (Herankriechen), und es ist 


: l 
lim | u =» (divergentes uneigentliches Integral). 
at YE-— Vu) 


Harmonischer Oszillator: Von besonderem Interesse ist der Spezialfall des harmoni- 
k 5 - ’ 
schen Oszillators mit V (x) = 5 %2. Die Kraft K(x) = — kx, die auf das Teilchen wirkt, 


ist also bestrebt, das Teilchen am Nullpunkt festzuhalten (Rückstellkraft). Eine 
im Nullpunkt befestigte gedehnte Stahlfeder ist eine technische Realisierung für 
eine derartige Rückstellkraft. 
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Satz 2. Ist x(0)=0 (Anfangsort) und x’(0)=v, (Anfangsgeschwindigkeit), so schwingt 
der harmonische Oszillator um den Nullpunkt 


Pr IE 
xt) m sin \ Fi ö (#) 


Bemerkung. (4) ist die Lösung der Bewegungsgleichung m& = —kx (vgl. mit (12.3.1/2)) unter 
Im 
Berücksichtigung der Anfangsbedingungen. Nach (4) ist zmax=to/z die maximale Auslen- 


m 
kung und 7=2r /Z die Schwingungsdauer. 


Seht die Sterne, die da lehren, 

wie man soll den Meister ehren. 

Jeder folgt nach Newton’s Plan 

ewig schweigend seiner Bahn. 

(A. Einstein zum 300. Geburtstag von T. Newton 
1942) 


12.4.  Planetenbewegung 
12.4.1. Problemstellung und Grundmodell 


Die empirisch gefundenen Keplerschen Gesetze für die Bewegung der Planeten 
um die Sonne lauten wie folgt. 


1. Keplersches Gesetz: Die Bahn eines Planeten ist eine Ellipse, die in einer festen 
Ebene liegt. Die Sonne steht in einem der beiden Brennpunkte. 


2. Keplersches Gesetz (Flüchensatz): In gleichen Zeiten überstreicht der Strahl 
Sonne-Planet gleiche Flächen: F, bzw. F', sei der Inhalt des schraffierten (krumnı- 
linigen) Dreiecks. Ist —t,=t4—ts, so gilt F\=Fs. Hierbei sind i; Zeitpunkte, in 
denen sich der Planet an der betreffenden Stelle aufhält. 


Planet 


U 
h r 
- U) 
Senne 


3. Keplersches Gesetz. a, sei die große Halbachse der Ellipse und 7', die Umlaufzeit 
eines ersten Planeten, entsprechend a, und T', für einen zweiten Planeten. Es gilt 
T} al 

Das Grundmodell. Es ist: das Ziel, die Keplerschen Gesetze aus den früheren Be- 
trachtungen abzuleiten. Die Aufgabe wird als 1-Körper-Problem behandelt. Die 
Sonne mit der Masse M sitzt starr im Nullpunkt des AR, und der Himmelskörper 
mit der Masse m bewegt sich auf einer Bahn (z(2), y(t), z(t)) um die Sonne. t ist die 
Zeit. Ist r(t)=Vx?+y2+z2 der Abstand zum Nullpunkt, so machen wir für die 
Lagrangefunktion den Ansatz 


Lt, 2, 925,9, = (HH) Hr a) 
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Mm 
Pr 
konstante. Das stimmt mit dem Ansatz aus 12.3.1. überein, wobei wir jetzt aber 
ein Teilchen, nämlich die Sonne, als unbeweglich ansehen: Die physikalische Recht- 
fertigung hierfür lautet, daß die Masse der Sonne wesentlich größer ist als die Masse 
aller Planeten und demzufolge die Beeinflussung der Sonne durch die Planeten 
vernachlässigt werden kann. 


Hierbei ist —y 


das Gravitationspotential und y die Newtonsche Gravitations- 


Polarkoordinaten. Wir benutzen die aus der analytischen Geometrie bekannten 
räumlichen Polarkoordinaten 


x=rsind#cosg, 0<r<=, 
y-rsin®sing, 0<P0<r, 
z=1rcos®#, 0=zp=2. 


Die Singularitäten für r=0, d—0 und d—r werden unsere Betrachtungen nicht 
stören. Rechnet man (1) auf r. d und g um, so ergibt sich 


Mm 
Lt, 2, 9.2.8.9, 9-04 2024729? sin? 6) 4 — 
= Lit, r, 9, 9.7.0.9). (2) 


Nach dem Axiom aus 12.2.1. ist die gesuchte Bahnkurve eine Extremale für 


tı t f 

[ Lit, x, y, 2,8, 9,2) dt= [ Lt, r, 8, 9,7, 8,0) dt. 

to tu 

Da sich der Wert des Integrals beim Übergang von kartesischen Koordinaten zu 
Polarkoordinaten nicht ändert, geht Extremale in Extremale über. Somit ist 
nach Satz 11.1.3/1 die gesuchte Bahnkurve eine Lösung der Eulerschen Differen- 
tialgleichungen, die zu L aus (2) gehören: 


eL_ 4 (öL Mm d 
0=-—-— (—) = mr (#2? +02 sin? #) - —-— (mi) , : 
dr dt (7) mr (0? +02 sin? 9) —y =. (mi) (3) 
eL d oL d 2.9. _:_9.m 
a) = 7, (mi °g sin? d), (4 
-5 -7 (Z)-m: sin d cos d—m = >). (5) 


Anfangswerte: Für i=0 soll der Himmelskörper seine geringste Entfernung zur 
Sonne annehmen (zumindest im Vergleich mit tE(-6, 6),ö=0). Das schließt 
lediglich den Fall aus, daß der Himmelskörper in die Sonne stürzt. Ist H)=(&(t), 
yt), 3(£)) der Geschwindigkeitsvektor an die Bahnkurve, so wählen wir das x,9,2- 
Koordinatensystem so, daß (0) =z(0)=3(0)-0 gilt. In Polarkoordinaten heißt 
dies 

H0)=Z, P(0)=0, r()=r,>0, 


j (6) 
3(0)=0, H(0)=», #(0)=0. 
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Das System (3)—(5) kann man nach #, $ und ® auflösen. Die Sätze aus Kap. 4 
zeigen dann. daß (3)—(5) genau eine Lösung mit den Anfangswerten (6) besitzt. 
(Das ist zumindes lokal in einer Umgebung von t=0 gesichert, gilt aber, wie sich 
zeigen wird, auch global für alle !-Werte.) Das ist dann die gesuchte Bahnkurve. 


12.4.2. Ebene Bahnen, zweites Keplersches Gesetz 


Satz I. Ist r(t) und g(t) eine Lösung von 
yMm 


iS 


’ 


Od mg m, (Wer, FO)=0, (ih) 


| 
0=m (rg), HO)=0, dl)-r, (2) 
di 


so ist r(t), gl), dh = = lie (in einer Umgebung von =D) eindeutig bestimmte Lösung 


von (12.4.1/3) — (12.4.1/6). 


Bemerkung 1. Der Satz ist überraschend und trivial: Setzt man IN =- in (12.4.1/3) — 
(12.4.1/6) ein, so erhält man das obige System. Der Rest folgt aus den Unitätsaussagen. Das 
Problem reduziert sich somit auf (1), (2). 


Satz 2. Die Bahn eines Planeten (oder anderen Himmelskörpers) liegt in einer festen 
Ebene. Es gilt das zweite Keplersche Gesetz. 


” 1 a. dl 
Bemerkung 2, Der erste Teil des Satzes folgt aus (ft) =; . Ferner ist df =z rdg, also F= 5” 


1 : ; A Mr 
= Sr. Nach (2) gilt also F{t)=c=const. Das ist aber der Flächensatz. 


12.4.3. Erstes Keplersches Gesetz 


Aus Satz 12.4.2/1 folgt "g=rge—h=0 (mit h+0 schließen wir nur den Fall aus, 
daß der Planet in die Sonne stürzt, g(!)=®0). Hierbei ist 4 die Konstante aus dem 
Flächensatz, die wir als bekannt voraussetzen (Beobachtungsdaten!). oft) ist also 


als Funktionen von g schrei- 


A 1 
streng monoton, und wir können r(t)—r(£{g)) = 
o(F 


de yMm 


de? mn” R 


ben. Aus (12.4.2/1) erhält man dann Unter Berücksichtigung der 


Anfangsdaten ergibt sich als Lösung 


FAR 2-00 EB, 
0 on EN per so. 
er h2 to RR ” 
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Also ist 
en p . _® e 1 yM 
P)= l+ecosg@ da yM a pn MR" a 


Hierbei können p und e aus astronomischen Daten bestimmt werden. 


Satz (Erstes Keplersches Gesetz). Die durch (1) beschriebene Bahn eines Himmels- 
körpers ist ein Kegelschnitt (der in einer festen Ebene liegt). Die Sonne steht in einem 
Brennpunkt. Der Kegelschnitt ist für 


lel=1 eine Ellipse (Planetenbahn), - 
le|=1 eine Parabel, 
le|>1 eine Hyperbel (Komelenbahn). 


Bemerkung. Man erhält den Satz, indem man (1) wieder auf x, y-Koordinaten umrüstet. Ent- 
sprechend unserer Vereinbarung, daß 9=0 der sonnennächste Punkt der Bahnkurve ist, können 


wir O=e voraussetzen. Im Fall der Ellipse erhält man für die große Halbachse «= n £ y. 
_e2 


12.4.4. Drittes Keplersches Gesetz 


Satz. Ist a die große Halbachse der Ellipse einer Planetenbahn und T die Umlaufs- 
it des betreffenden Planeten, so gilt = = in? 
zeit des betr. teten, So gü FT 


Äh 
Bemerkung 1. Aus dem Flächensatz folgt Men . Ist b die kleine Halbachse der Ellipse, so ist 
rab ihr Flächeninhalt. Man kann T7' aus 


n Rn 
in [Ga ur 4 


berechnen. Mit b= V& h ergibt sich der Satz. 


mp2 
Bemerkung 2. Hieraus folgt das dritte Keplersche Gesetz, da = unabhängig vom Planeten 
ist, 


13. Maßtheorie 


13.1.  Mengensysteme 
13.1.1. Algebren und o-Algebren 


Im Kap. 9 hatten wir das Riemannsche Integral im AR, betrachtet. An vielen 
Stellen waren anschauliche Argumentationen notwendig. Das Ziel der Kapitel 13 
und 14 ist eine wesentliche Verallgemeinerung des Riemannschen Integrals. Das 
Vorgehen ist abstrakt, Anleihen bei der Anschauung sind nicht erforderlich. 


Mengen. Wir erinnern an einige Bezeichnungen der Mengelehre. X sei eine beliebige 
(abstrakte) Menge. E mit EC.X heißt Untermenge. Sind ECX und FA, so heißt 
EUF={x|x€E oder z& F} Vereinigung, 
ENF={x|xEeE und zeF} Durchschnitt, 
E'=X\E={x | x&E} Komplement und 
E\F={x |xeE und z&F}=ENF' Differenz. 
Wir vereinbaren ÖC X (wobei 0 die leere Menge ist). 


Definition. X sei eine beliebige nicht-leere Menge. U sei ein nicht-leeres System von 
Untermengen von X. 
(a) U heißt Algebra, falls 
mit EX auch E'ENX ist und 
mit EU und FEN auch EUFEN ist. 
(b) MU heißt o- Algebra, falls 
mit EeN auch E’cX ist und 
mit E;cX für j=1,2,3,... auch ÜE;EN ist. 
1 


= 


Euf 
Bemerkung 1. Das System P(X) aller Untermengen einer gegebenen Menge X (Potenzmenge) 
ist eine Algebra und auch eine o-Algebra. 
Bemerkung 2. Es sei X=_AR,. Eine Untermenge E von R, gehöre genau dann zum Mengen- 
system W, wenn E die endliche Vereinigung halboffener Intervalle [a, b) ist. Hierbei sind die 
Intervalle (— », 5) und [a, ), sowie R, und 6 zur Konkurrenz zugelassen. V ist eine Algebra. 


Wie (0,1)= U B ı) zeigt, ist X aber keine o-Algebra. 
n=2 i 
Satz. (a) Jede o- Algebra ist eine Algebra. 
(b) A sei eine Algebra. Dann ist GEN und NEN. Ferner folgt aus E,cU für j= 
=1,2,...,N, daß 


N N 
U EeN und N EX gilt (N=1,2,3....). 
j=1 j-1 


(e) Ist X eine o-Algebra, so folgt aus E,;cU mit j=1,2,3,..., daß N E,eU gilt. 
ji 
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Bemerkung 3. Algebren sind also gegenüber Komplementbildungen. endlichen Durehschnitten 
und endlichen Vereinigungen abgeschlossen. o-Algebren sind auch gegenüber abzählbar unend- 
lichen Durchschnitten und Vereinigungen abgeschlossen. 


13.1.2. Erweiterungssätze 


Sind A und B nicht-leere Systeme von Untermengen der gegebenen Menge X, 
so bedeutet DW, daß jede Menge aus V auch zu ® gehört. Ist X vorgegeben, so 
wird nach dem kleinsten System ® mit B-N gefragt, das Algebra bzw. o-Algebra 
ist. Mit anderen Worten: Ist € eine Algehra bzw. o-Algebra mit CE >W, so soll auch 
EB gelten. 


Satz. A sei ein nicht-leeres System von Unnlermengen aus X. 
(a) Es gibt eine kleinste Algebra, die W umfaßt. Sie wird mit RI) bezeichnet. 
(bh) Es gibt eine kleinste o- Algebra, die A umfaßt. Ste wird mit S(W) bezeichnet. 


Bemerkung. Es entsteht die Frage, ob man R(W) und S(A) konstruieren kann. Für R() gibt 
N 


es sgmde Möglichkeit. Es sei U,=M und I; .+1ı= 4 E’eX; oder E= U E; mit Bee), 
ke=0,1;2, .%- ji 


Lemma. (N) = U Ar. 
= 


13.1.3. Borelmengen im R,, 


Wir wollen das Beispiel aus Bemerkung 13.1.1/2 erweitern und auf den n-dimen- 
sionalen Fall verallgemeinern. Es sei X=A,. und Q={x | ve R.. a;<x;<b; für 
j=1....,.n} heißt offener (achsenparalleler) Quader. Wie üblich ist «= (x. . . ., 2). 


Definition. Ist U das System der offenen uchsenparallelen Quader im R,. so heißen die 
Elemente von S(W) Borelmengen. 


Bemerkung 1. Man sagt, daß die Borelmengen von den offenen achsenparallelen Quadern er- 
zeugt werden. Nach Lemma 13.1.2 kann man sich Mengen aus K(W) noch ganz gut vorstellen; 
allgemeine Borelmengen haben jedoch eine komplizierte Struktur. 


Satz. Die Borelmengen sind die kleinste o-Algebra über 
(a) der Gesamtheit der Quader | = a; =b;}. 
(b) der Gesamtheit der Quader {x | a;zx;=b;}. 
(e) der Gesamtheit der Quader fx | a;=.0;=b;}, 
( 
( 


d) der Gesamtheit der offenen Mengen im R,, 
e) der Gesamtheit der abgeschlossenen Mengen im R,. 


Bemerkung 2. Insbesondere ist die Menge {x}, die nur aus dem Punkt x€ R,„ besteht, eine Borel- 
menge. Damit ist auch U {x} eine Borelmenge. Für n=1 ist somit {x | x rational} eine Borel- 


jl 
menge. Als Komplement ist dann auch {x | x irrational} eine Borelmenge im Ä\. 
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13.2.  Elementarmaße und Maße 
13.2.1. Definitionen 


Ist X eine beliebige Menge und X eine Algebra von Untermengen, so werden 
nicht-negative Mengenfunktionen « auf A betrachtet: Jedem KEN wird eine Zahl 
#(E) mit O=u(E)== zugeordnet. Hierbei kann u(E)=es- sein. Dabei wird wie 
folgt mit = gerechnet: Ist « eine beliebige reelle Zahl, so ist u +» ==+===, 
Definition. (a) Kine nichl-negative Mengenfunktion u auf einer Algebra M heißt 
Elementarmaß, falls folgende Eigenschaften erfüllt sind: 

1. Ist E;eU mit j—1,2.3,... und E,NE,=V für jrk soune U E,EN, dann gilt 


j=l 


uf U n)-3 2 a(lE;) (o-Additivität). 


1 
2. u 
3. Es gibt eine Folge E;eA von Mengen mit E\ZCEsZ-EsZ... und u(E,)== für 
j=1.2.3,..,.sodeß X= U E;glt (o-Endlichkeit). 


j=1 
(b) Ein Elementarmaß auf einer a-Algebra heißt Maß. 


Bemerkung 1, Ist A eine o-Älgebra, so ist \ U Be A für E;EN. Ist W aber nur eine Algebra, so 
= il 
mußte in der Definition U Z;EW ausdrücklich gefordert werden. Die o-Endlichkeit wird 
j=1 
häufig nicht mit in die Definition des Elementarmaßes aufgenommen. Für unsere Zwecke ist 
die obige Formulierung aber ausreichend. 


Bemerkung 2. Ein Elementarmaß z heißt endlich, falls «(X) <= gilt. 


Bemerkung. Ist A die o-Algebra der Borelmengen im R,., so ist 


I falls0c# 
(E) | ein endliches Maß, KEN. 
0 falls 0ER 


Es heißt Diracsches Maß. «;... .. 27 seien fixierte Punkte im AR, und (FR) mit FEW sei die 


Anzahl der Punkte «,... ., x. die in E liegen. Dann ist ({E) ein Maß. 


13.2.2. Eigenschaften 

Da Maße Elementarmaße sind, genügt es, Aussagen für Elementarmaße zu 
formulieren. 
Salz 1. u sei ein Elementarmaß auf der Algebra W. 

(a) Ist E;cN für jel..... N und ist E,NE,—0Ö für j#k, so gili «(Ö 5) - 
— ulk;) (Additivität). = 


j= 

(b) Ist EeNU, FEN und ECF, so gilt a(E)= u(F) (Monotonie). 

(e) Ist E;EW (endlich viele oder abzählbar unendlich viele), EM und ECUE,, so 
gilt u(E)= Zu(E)) (Subadditiwität). 

(d) Ist E;cN (endlich oder abzählbar unendlich viele), E;N E,—®d für j#k, EU und 
UVE,CE, so gilt Zu(E,)=u(E). 


we 


124 13. Maßtheorie 13.2.3. 


(e) Ist E,; ey mit BRCE,CE3C... und Ü B;cW, so gilt 
j-1 
u( 9,82) =Iim «2 


(f) Ist E, eu mit E, SH E32... und N E;eX und gibt es ein j, mit u(E,)<=, 
so gilt je 


‚(£ N ‚B)-! =lim u(E)). 

k = 

Bemerkung1. Der Beweis ist relativ einfach. Auf u(E,) == für ein geeignetes j, im Teil (f) 
kann nicht verzichtet werden. (e) und (f) sind Stetigkeitseigenschaften. 


Bemerkung 2. Ist ECW, FEW, E OF und u(E) ==, so gilt die Subtraktionseigenschaft v(F\F)= 
=u(B) u). 


Bemerkung 3. Ist A eine Algebra, so heißt eine nicht-negative Mengenfunktion z endlich, falls 
wE)== für alle KeM gilt. Eine nicht-negative Mengenfunktion z heißt additiv, falls «(#)=0 
und # (EUF)=(E)+u(F) für alle BEN und FeX mit ENF=® gilt. 

Satz 2. u sei eine nicht-negative endliche, additive Mengenfunktion auf der Algebra W. 


(a) u ist ein Elementarmuß, falls «(, U E)) lim u(E;) für alle E;£ U mit U E,cU 
und E,\CEscCE,C... gilt. j=1 u. j=1 
(b) u ist ein Elementarmaß, falls u(E;)yO für alle E;£U mit ER >Es >... und 


N E;=6 gilt. 
j=1 


Bemerkung 4, Eine nicht-negative endliche, additive Mengenfunktion ist also genau dann ein 
Elementarmaß, wenn eine der beiden Stetigkeitseigenschaften (e) oder (f) aus Satz 1 gilt. 


13.2.3.  Überdeekungssatz von Heine-Borel 


Das ist kein Satz der Maßtheorie, sondern ein Versäumnis der Kapitel über 
Differential- und Integralrechnung. 


Satz. Ist E eine abgeschlossene beschränkte Menge im R„ und sind F\,, F>. F's, 
offene Mengen im R, müt EZ U F;, so gibt es eine nalürliche Zahl N, so daß 
j=1 
Ec v F; gilt. 
j=1 


Bemerkung. Mit anderen Worten: Wird E von (abzählbar) unendlich vielen offenen Mengen 
überdeckt, so genügen bereits endlich viele dieser Mengen, um E zu überdecken. 


sb; f 
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13.2.4. Borelsehe Elementarmaße im R, 


Unser Ziel ist, Maße auf den Borelmengen im Z, zu charakterisieren. Ist A die 
Algebra aus Bemerkung 13.1.1/2, so folgt aus Satz 13.1.3, daß die Borelmengen die 
kleinste o-Algebra S(W) über W bilden. Wir nennen V die Algebra der Prä-Borel- 
mengen. Wir wollen vorerst sämtliche Elementarmaße auf X beschreiben. In R, 
betrachten wir monoton wachsende, linksseitig stetige reelle Funktionen g(t), also 
oltü) = lin p(f). Hierbei ist zugelassen, daß p(t) in Intervallen konstant ist (also nicht 
streng monoton). Ist 

rl) =lim lt), pl) lim plt), 


so sind die Werte p(»)== und p(-—=)= —= zugelassen (p(>) und/oder p(— =) 
können aber auch endlich sein). Mit wird wie üblich gerechnet: a +“ =», a — == 
= — » für @ reell, -(-o)=». 


Satz 1. Es sei a, <b, <a, <ba<...<a,<b„ (wobei a = —» und/oder b„== sein 
n 

kann) und E= U [a;, b;). Ist pt) die oben beschriebene Funktion, so vst 
il 


n 


„(E)=?% (plb))-gla)) mü Al)=0 (1) 


;-i 
ein Elementarmaß auf den Prä-Borelmengen. 


Bemerkung 1. Der Satz ist plausibel. Im Falle «,= —= muß man natürlich [a,, 5,) durch 
(— =, b,) ersetzen. Der Nachweis der o-Additivität ist aber etwas langwierig. 


Bemerkung 2. Ist c eine reelle Zahl, so erzeugt g(f}+c das gleiche Elementarmaß j wie g(t). 
Man kann also g(t) durch @(0) =0 normieren. 


Satz 2. Ist u ein Elementarmaß auf der Algebra der Prä-Borelmengen, so gibt es eine 
reelle, monoton wachsende, linksseitig stetige Funktion g(t), die u im Sinne von Satz 1 
erzeugt. p(t) ist bis auf eine additive Konstante eindeutig bestimmt. 

Bemerkung 3. Die Funktion 


u([0, £)) für t>0 
it) = 10 für t=0 (2) 
—u(ft.0)) für 1-0 


leistet das Gewünschte. 


Bemerkung 4. Die beiden Sätze (und die Konstruktionsvorschriften (1) und (2)) liefern eine 
umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen monoton wachsenden Funktionen auf dem R, und 
den Elementarmaßen auf den Prä-Borelmengen im R;. 
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13.2.5. Lebesguesches Elementarmaß im R, 


Setzt man y(f)—t in (13.2.4/1), so erhält man das sogenannte Lebesguesche Ele- 
mentarmaß auf der Algebra der Prä-Borelmengen im R,. Es ist ul([a, b))=b-a. 
Gefragt ist nach einer Verallgemeinerung dieses Elementarmaßes auf den n-dimen- 
eg Fall. Die Algebra der Prä-Borelmengen im R, wird wie folgt konstruiert. 

us sei 


Q=4ir|x=(x,...,2u)€ Ru, 1;=x;<b; mit j=-1,...,n} (1) 


ein halboffener Quader. Hierbei ist -»=a;<= und -—=<=b;==. (Ist 0;= —, so 
muß man 1;=2;=b; als —=<x;<b; lesen.) 


N 
Lemma. Y=-{E| E= \ Q,, Q; Quader der Form (1)} ist eine Algebra von Unter- 
k-1 


mengen im R, (die Algebra der Prä- Borelmengen im R,). 


Bemerkung 1. N ist eine beliebige natürliche Zahl. ÖCA (hierzu muß man etwa a;=b; in (1) 
wählen, sonst setzen wir natürlich stets a;<b; voraus). Eine Prä-Borelmenge E ist somit eine 
endliche Vereinigung (möglicherweise unbeschränkter) halboffener Quader. Die „linken“ und 
die „unteren“ Seiten von E gehören zu E, nicht aber die „rechten“ und die „oberen“. Für n=1 
erhält man die frühere Algebra der Prä-Borelmengen. 


Bemerkung 2. Nach 13.1.3. sind die Borelmengen die kleinste o-Algebra S(W) über der Algebra 
der Prä-Borelmengen. 


Bemerkung3. Wir verallgemeinern das Lebesguesche Elementarmaß aus dem R, wie folgt. 
a 
Hat E=Q die Form (1). so sei «(Q)= II (b;—a;) (hierbei setzen wir b;=a; voraus, 4: === 
a 
für a=0). Ist EeX eine beliebige Menge, so gibt es eine (nicht eindeutig bestimmte) Dar- 
stellung 
N 
E= U) % mit .NQ=6 für k=#l, (2) 
k=1 


wobei Q; die Form (1) hat (siehe Zeichnung auf S. 125). Wir setzen 
Ri 
wE)= I udn). 
ki 
Die Frage ist, ob «(E) von der Art der Darstellung unabhängig ist. 


Satz. (a) «(E) ist von der Art der Darstellung (2) unabhängig. 
(b) u(E) (mit u(0)=0) ist ein Elemeniarmaß auf der Algebra der Prä-Borelmengen. 
(Es wird als Lebesquesches Elementarmaß bezeichnet.) 


13.3. Das äußere Maß, Fortsetzung von Elementarmaßen 
13.3.1. Das äußere Maß 


Ziel der Betrachtungen ist es, Maße auf o-Algebren zu konstruieren. Von beson- 
derem Interesse ist hierbei die o-Algebra der Borelmengen im R,. Die Konstruk- 
tionen aus 13.2.4. und 13.2.5. liefern vorerst nur Elementarmaße auf der Algebra 
der Prä-Borelmengen im R,. Es entsteht die Frage, ob man diese Elementarmaße 
so fortsetzen kann, daß sie Maße auf den Borelmengen werden. Das geschieht in 
mehreren Stufen, wobei wir den abstrakten Fall betrachten. 


13.3.3. 13.3. Äußeres Maß, Fortsetzung 127 


Definition. A ser eine Algebra von Untermengen der Menge X, und u sei ein Elemen- 
tarmaß auf WA. Ist E eine beliebige Menge aus N, so ist 
a*E)=int I S ‚En: Ec UE, ErV, (1) 
e 


= j-1 
das äußere Maß (zu u). le Infimum wird hierbei über alle Systeme {E32 CU mil 


EZ U E; gebildet. 
jet 


Bemerkung. Im Gegensatz zu u ist ‚ı* auf jeder Untermenge von X definiert. 


Satz. Das äußere Maß u* hut folgende Eigenschaften: 
(a) Ozu*K)= =, „*0)=0. 
(b) u*E) zu*(F) für ECF (Monotonie). 
(e) ut(k)= > u(E;) für EC U E; (Subadditinität). 
er = 
(d) Es gi eine Folge Be ne E,<... mit U E;=X und u*XE,)<=» für 
k=1,2,.3,...(o-Endlichkeit). j=1 


13.3.2. Das induzierte Maß 


Wir haben die gleiche Situation wie in 13.3.1.: Eine Algebra WU von Untermengen 
der Menge X, ein Elementarmaß u auf V und ein zugehöriges äußeres Maß u*. 


Definition 1. Eine Menge E mit ECN heißt u*-meßbar, falls für alle Untermengen 
Avon X 

w*(A) = u* (ANE)+u* (ANE) ) 
gilt. 
Bemerkung 1. Unser Ziel ist. Maße zu konstruieren. Maße haben die Eigenschaft (1). Damit 


hat man ein Motiv, um aus der Gesamtheit aller Untermengen E von X jene mit der Eigen- 
schaft (1) auszusondern. 


Definition 2. Kin Maß u auf einer o-Algebra 8 heißt vollständig. falls aus EEE mit 
w(E)=0 und FCE folgt. daß auch F zu & gehört. 


Bemerkung 2. Aus «(F)=u(E) folgt dann «(F)=0. 


Satz. (a) Die Gesamtheit B der u*-meßbaren Mengen ist eine o-Algebra. 

(b) Ist u*(E)=0 für ECNX, so gehört E zu B. 

(e) Die Einschränkung Ü(E)= u*{E) von u* auf die Mengen E<B induziert auf B 
ein vollständiges Maß ü. 


Bemerkung 3. @ heißt das (von « auf ®) induzierte Maß. 


13.3.3. Der Fortsetzungssatz 


Der bisherige Stand kann wie folgt beschrieben werden. Ausgangspunkt ist 
[X U, #]: eine Menge X, eine Algebra A und ein Elemientarmaß a auf X. In 13.3.1. 
haben wir hierzu das äußere Maß 4* auf der Gesamtheit P(X) aller Untermengen 
von X konstruiert: [X, P(X), #*. Durch Einschränkung haben wir hieraus in 
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13.3.2. das induzierte Maß ä@ auf der o-Algebra der «*-meßbaren Mengen ® er- 
halten: [X, ®, 2]. Die Frage ist, wie hängt B mit Y und 2 mit a zusammen. Wie 
üblich ist S(W) die kleinste o-Algebra über VW. 


Satz. (a) BDSN). 
(b) Die Einschränkung von a auf S(W) ist eine Fortsetzung von u, d. h., ist E<N, so 
gilt a(E)=uE). 
(e) & ist auf B eine vollständige Fortsetzung von u, d. h., a ist eine Fortsetzung von u 
im Sinne von (b), und ü ist ein vollständiges Maß auf D. 


Bemerkung. Damit haben wir das Ziel erreicht, das zu Beginn von 13.3.1. beschrieben wurde. 
Es bleibt die Frage, wie weit diese Fortsetzungen eindeutig bestimmt sind. Hierauf gehen wir 
in 13.3.5. ein, 


13.3.4. Borelsche, Lebesguesche und Diraesche Maße 


In 13.2.4. hatten wir Borelsche Elementarmaße auf der Algebra V der Prä- 
Borelmengen im A, betrachtet. In 13.2.5. hatten wir das Lebesguesche Elementar- 
maß auf der Algebra V der Prä-Borelmengen im R, eingeführt. 


Definition. (a) Bin Borelsches Maß im R, ist die Fortsetzung (im Sinne von Satz 
13.3.3(b)) eines Borelschen Elementarmaßes von der Algebra W der Prä-Borelmengen 
im R, auf die o-Algebra S(W) der Borelmengen im R\. 

(b) Das Lebesquescha Maß ist die vollständige Fortsetzung des Lebesqueschen 
Elementarmaßes von der Algebra X der Prä-Borelmengen im R, auf die o-Algebra ® 
im Sinne von Satz 13.3.3(e). 


Bemerkung 1. Nach 13.3.2. besteht ® aus den „*-meßbaren Mengen, wobei ıı das Lebesguesche 
Elementarmaß auf den Prä-Borelmengen X im R, ist. Die Mengen aus ® nennt man Lebesgue- 
meßbare Mengen, die Mengen aus (X) (also die Borelmengen) nennt man auch Borel-meßbare 
Mengen. 


Bemerkung 2. [X, €, v] nennt man einen Maßraum, falls X eine beliebige Menge, & eine o- 
Algebra von Untermengen von X und » ein Maß auf € ist. Nach der obigen Definition haben 
wir zwei Beispiele: [.R,, o-Algebra der Borel-meßbaren Mengen im R,, Borelsches Maß], [.Ra; 
a-Algebra der Lebesgue-meßbaren Mengen im R,, Lebesguesches Maß]. 


Bemerkung 3. Im R, betrachten wir eine monoton wachsende Treppenfunktion g(t) mit endlich 
vielen oder abzählbar unendlich vielen Sprungstellen t;. Die Sprunghöhe ist 
=li t)-elt; 
9 ar Fit) - pl) 
(g(t) sei wieder linksseitig stetig). Ist E eine Prä-Borelmenge, so ist 
ME)= 2 0; (t) 
t;eE 


(wobei== nicht ausgeschlossen ist) der Wert des zugehörigen Borelschen Elementarmaßes 
(Satz 13.2.4/1). Hierbei ist die Summe über die oj-Werte zu nehmen, für welche !; zu E gehört. 
Das zugehörige Borelsche Maß 2 im Sinne von Definition (a) heißt Diracsches Maß. (1) (mit 


| | 

| l 

| Mrrrn 
| I 
| 


mh | 
— I 


Ä; ? 
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A statt u) gilt für beliebige Borel-meßbare Mengen. Insbesondere ist 2({f;})=o; und a(R,)= 
= Io;. Gehört keine Sprungstelle i; zur Borel-meßbaren Menge E, so ist u(E)=0. Man sagt, 
daß sich die „Masse“ des Diracschen Maßes ä in den Punkten t; konzentriert. 


13.3.5. Unitätssätze 

Wir betrachten jetzt die Frage der Unität der Fortsetzungen i aus Satz 13.3.3. 
Satz 1. Die Fortsetzung ü aus Satz 13.3.3(b) ist eindeutig bestimmt: Ist v ein Maß auf 
S(A) mit u(E)=v(E) für EeNW, so istv=ü. 


Bemerkung 1. Insbesondere sind also die Borelschen Maße durch die Borelschen Elementar- 
maße eindeutig bestimmt. Jedes Maß auf den Borel-meßbaren Mengen ist ein Borelsches Maß 
im Sinne von Definition 13.3.4. 


Satz 2. /st [X,G, 0] ein Maßraum, so gibt es eine kleinste vollständige Fortsetzung 
[X 9 &, d]. 

Bemerkung 2. [X, €, 5] ist ein Maßraum mit C>€ und ö(E)=o(R) für E<C. Ferner ist 5 ein 
vollständiges Maß. Das ist die Definition einer vollständigen Fortsetzung. Kleinste vollstän- 
dige Fortsetzung heißt: Ist [X, ®, »]Jeine vollständige Fortsetzung von [X, C. 0], so ist [X, B, v] 
auch Fortsetzung von [X, €. 5]. 


Bemerkung 3. Man kann zeigen, daß [X, 8, ä] aus Satz 13.3.3(c) die kleinste vollständige 
Fortsetzung von [X, S(N), 2] aus Satz 13.3.3(b) ist. Darin ist auch ein Unitätssatz enthalten 
für das Lebesguesche Maß aus Def. 13.3.4: Es ist das kleinste vollständige Maß, das auf den 
Prä-Borelmengen im R, mit dem Lebesgueschen Elementarmaß übereinstimmt. 


13.4.  Meßbare Funktionen 
13.4.1. Definition 


Wie vereinbart, besteht ein Maßraum [X, B, u] aus einer Menge X, einer o- 
Algebra von Untermengen von X und einem Maß u auf B. Auf X werden reelle 
Funktionen f(x) betrachtet. Ist M eine Teilmenge des A}, so heißt 


PUM)={x |zeX, Ka)cM} 
Urbild von M. 


Definition. f(x) heißt meßbar (oder meßbare Funktion), falls FUM)EB für jede 
Borelmenge M aus R, gilt. 


Bemerkung 1. Die Meßbarkeit einer Funktion hängt also nur von B, nicht von a ab. 


Bemerkung 2. Ist X= R,, so gibt es zwei wichtige o-Algebren: B5, die o-Algebra der Borel- 
meßbaren Mengen, und Br, die o-Algebra der Lebesgue-meßbaren Mengen, siehe 13.3.4. Da 
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BB <- Br ist, ist jede Borel-meßbare Funktion (d.h. B=Bp in der obigen Definition) auch 
Lebesgue-meßbar (d. h. 8=%r, in der obigen Definition). 


Lemma. [X, B, u] sei ein Maßraum. Eine Funktion f{x) ist genau dann meßbar, 
wenn für jede reelle Zahl c das Urbild f1((— =», c)) zu B gehört. 

Bemerkung 3. (—, c) ist eine Borelmenge im R,. Somit ist /"!((— =, e))EB, falls f(x) meßbar 
ist. Das Lemma besagt, daß es ausreicht, die Urbilder der speziellen Borelmengen (—», c) zu 
testen, ob sie zu ® gehören oder nicht. 


Bemerkung 4. [X, 8, ;] sei ein Maßraum. Ist f(x) meßbar, so gilt 


{2 |zEX, cu, I®), =, wre (1) 
für - ze, =%==. Dabei heißt = daß sowohl = als auch = stehen kann. (1) schließt also 
4 Fälle ein. Ist = —= und/oder c==, so muß man ‚=, als < lesen. Als Spezialfall ent- 


nimmt man (1), daß f!({c}) ={x | f{«)=c} für jede reelle Zahl c meßbar ist. 


Bemerkung 5. Mitunter ist es zweckmäßig, f{2)== und f(x)= — = zuzulassen. Die obige Defi- 
nition muß man dann durch {x | {a)==}€B und {x | f{x)= —=} CB ergänzen. 


13.4.2. Eigenschaften meßbarer Funktionen 


Satz 1. [X, B, u] sei ein Maßraum, und fx) sei eine meßbare Funktion. 
(a) |f{x)|, f*(x) = max (f(x), 0) (positiver Teil von f(x)) und f*(x)= — min (f(x), 0) 
(negativer Teil von f(x)) sind meßbar. 


(b) Ist 
1 
n ERE* 
(F)@- I sr 
0 für Ia)=0, 


so ist (7) (x) meßbar. 


(e) Ist 2 eine reelle Zahl, so ist (Af)(x)=Af(x) meßbar. 
(d) Ist ((x)=0 und «=, so ist [*(x) meßbar. 


Bemerkung. Es gilt also f=f* —f” und |f|=f* +f”- 


Satz 2. [X, B, a] sei ein Maßraum, fx) und g(x) seien meßbure Funktionen. 
(a) Für jede reelle Zahl e gilt 
{x | Ha) ga) +eIEB, a | Ha)zgla) reed, 
w|Ma)=g@a)re3eB. 
(b) (/+g)(&), max (f(x), g(&)), min (fx), a), (F g)(@) sind meßbar. 
(e) Ist 
/@) 


Luail ir q Ö 
(Aa N 
g 0 für ga)=0, 


so ist (&) (x) meßbar. 
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13.4.3. Folgen meßbarer Funktionen 
Ist [X, 8, «] ein Maßraum und {fj(&)}?=ı eine Folge meßbarer Funktionen, die 
für jedes ve X konvergiert, so kann man fragen, ob f(x)= lim f(x) ebenfalls eine 


meßbare Funktion ist. Es ist zweckmäßig, diese Frage zu modifizieren. Eine Unter- 
menge E von X heißt Menge vom Maß 0, falls E meßbar ist (d. h. zu B gehört) und 
v(E)=0 gilt. 


Vereinbarung. Eine Eigenschaft (z. B. die Konvergenz einer Folge) gilt fast überall 
in X (Abkürzung: f. ü.), falls diese Eigenschaft für alle «= X mit Ausnahme einer 
Menge vom Maß Null gilt. 


Bemerkung 1. Da 0 ebenfalls eine Menge vom Maß Null ist, schließt die Vereinbarung „f. ü.“ 
nicht aus, daß die Eigenschaft für alle zeX gilt. 


Beispiele. Jim f(x) existiert f. ü. heißt, daß es eine Menge EB mit „(E)=0 gibt, 

so daß lim F;(®) für alle zeX\E existiert. |f(z)] << f. ü. heißt, daß es eine Menge 

EecB mit u(E)=0 gibt, so daß |f({x)| <= für zeX\E gilt. 

Satz1.[X, B, u] sei ein Maßraum und {J;(x)}?-ı sei eine Folge meßbarer Funktionen. 
(a) Ist fol® ER Fi®) <> f. ü., so ist 


j; (2) für Fol) oo, 
Ka={y für Malen 
meßbar. 


(b) Ist Jo(«) =inf ha)> = f. ü., so ist 
falz) für ha)>-e; 
Ka={0 für Mamma 
meßbar. 
(e) Ist fox) = lim fj(«) und |fy(x)| <= f. ü., so vst 
_ Shot) Für oa)l<=, 
K=0 für Ihelee 
meßbar. 
(4) Tat fa) =lim Fa), Wnfa)l <e> Fi, 0 it 


_ (Ile) für \hla)] <= 
10 für \kal=» 

a 
Bemerkung 2. lim (oberer Limes) und lim (unterer Limes) wurden in 5.4.1. erklärt. Existiert 
lim f;(®) f.ü., so ist lim = lim = lim f. ü. Ist E die Ausnahmemenge mit u(E)=0, so folgt aus (c) 
je 
und (d), daß 

lim f(x) für veX-—E 
I@) = n Sur, 


meßbar ist. 
Definition. [X, B, u] sei ein Maßraum. f(x) heißt einfache Funktion, falls 


N e 
_ = m fl für zeEE; 
= 2%) mit 48) = 6 für xeX\B;, E;eB, 


für zcE 


gilt. Hierbei sind u; reelle Zahlen. 
g* 
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Bemerkung 3. z; heißt charakteristische Funktion der Menge E;. Man sieht sofort, daß eine 
einfache Funktion meßbar ist. 


Satz 2. Ist [X, B, u] ein Maßraum und fx) eine meßbare Funktion, so existiert eine 
Folge einfacher Funktionen F;(x) mit 
Ha)=lim fa) für wei. 
jo = 
Bemerkung 4. Die Folge 
J für fe)=J, 
it, „ 4 1 
JFi(®)= a für „= ()<5- (i) 
-j für fe)<-j 


leistet das Gewünschte, /= -j+1, RR 16: PERS, 7 


Bemerkung 5. Ist f(x) =0, so zeigt (1), daß f;(«) t{x) eine monoton wachsende Folge einfacher 
Funktionen ist. 


13.4.4. Konvergenz fast überall, Maßkonvergenz 


Definition. [X, B, u] sei ein Maßraum und {fjl&) = sei eine Folge meßbarer Funk- 
bonen. 

(a) hi F (Konvergenz f.ü.) heißt, daß es eine Menge Ee Bmiüt u(E)=0 gibt, so daß 

“U. 
Fa) Hz) für alle zeN\E git (punktweise Konvergenz f. ü.) 

(b) ifla)}7=ı heißt f.ü.-Fundamentalfolge (oder f.ü. auch), jalls es eine 
Menge EEB mit u(E)=0 gibt, so daß für alle e>O und alle xeN\E eine natürliche 
Zahl a x) mit 

IFn{&) - Fm{z)| = 
für alle n en existiert. 

(e) f(x) sei eine meßbare Funktion. f; Zt („-Konvergenz oder Maßkonvergenz) 
heißt, 10 für alle e=0 


lim ulte | Ha) -Fla))ze})=0 gie. 


(Ad) Unlay)r -ı heißt u-Fundamentalfolge (oder w-Cauchyfolge), falls es für alle e=O 
und alle 3=0 eine natürliche Zahl m, =mg(e, d) gibt mit 


alte | rl) Fa) =e})=ö (1) 


für allelzk=m,. 


Bemerkung 1, Für (c) und (d) ist folgende Verallgemeinerung von Interesse. Ist 4€%, so heißt 
mi (u-Konvergenz in A), daß für alle e=0 
4 o 
j lim u (fe | 26.4, fa) Sa) =e}) = 
j>= 
gilt. Analog gilt für «-Fundamentalfolgen in A: In (1) muß man fr |... durch fa |x€e4... 
ersetzen. 
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Satz1.[X, B, u] sei ein Maßraum, und {F;(&) 7-1 sei eine Folge meßbarer Funktionen. 
(a) Aus hi f folgt hf für jede Menge AeEB mit u(A)==. 
‚ii, u 


(b) Eine f.ü.-Fundamentalfolge ist auch eine u-Fundamentalfolge in A für jede 
Menge AEB mit u(A)<=. 

(e) Ist ha f, so existiert eine Folge natürlicher Zahlen y<h=jya=... mit fi, R ji 
für k+. A 

(d) Ist {f}}f=1 eine v-Fundamentalfolge, so gibt eseine Teilfolge VYitR=1, die f. ü-Fun- 
damentalfolge ist. 


Bemerkung 2. Ist f; &t J, so folgt aus Bemerkung 13.4.3/2, daß f(x) meßbar ist. Aussage (a) des 


Satzes ist also sinnvoll. 


Bemerkung 3, Die Aussagen (a) und (b) lassen sich nicht auf A=X ausdehen, wenn u{(X) = ist. 
Man kann leicht Gegenbeispiele angeben. 


Bemerkung 4. Man kann {fj,(@)}r=ı aus (c) so konstruieren, daß es eine Folge ER, SE, DE,>2... 
von Mengen aus ® gibt mit „(E7)=2"! und 
sup ne@)-f@)l>0 für ka 
zEeX—E] 


und !=1,2,3,... Mit anderen Worten: Für jedes e=0 gibt es eine Menge E,€ B mit u«(E,)=e, 
so daß f;,(x) auf X\E, gleichmäßig gegen f(x) konvergiert. Als Ausnahmemenge kann man in 
(ec) etwa M Er nehmen. 

I=1 
Bemerkung 5. Ist u(X) <=, so kann man 4= X in (a) und (b) setzen. Aus der f. ü.-Konvergenz 
folgt dann die #-Konvergenz. Die Umkehrung ist im allgemeinen nicht richtig, aber für eine 
passende Teilfolge hat man die Aussage (c). 


Satz 2. [X, B, u] sei ein Maßraum, und {f;(x)}}-ı sei eine Folge meßbarer Funktionen. 
(a) Aus 1 f folgt, daß {fj(&) 1 eine f.ü.-Fundamentalfolge vst. 


(b) Aus hi f folgt, daß iF(@)}F-ı eine u-Fundamentalfolge ist. 

(e) Ist (Fka)}=ı eine f. ü.-Fundamentalfolge, so gibt es eine mehbare Funktion f(x) 
mit hi f. Ist H3 g, so gilt Ka)=glx) f. ü. 

(d) Ist {Fi&) 7-1 eine u-Fundamentalfolge, so gibt es eine mehbare Funktion f(x) mit 
hf Ist 29; 50 gilt Fax) =gle) Fü 


14. Integrationstheorie 


14.1.  Integrierbare Funktionen, Eigenschaften von Integralen 
14.1.1. Integrierbare einfache Funktionen 


Definition. [X, ®B, u) sei ein ER 
(a) Eine einfache Funktion f{ -3 %4E,(X) ) mitazreell, B;cB, Ü E;=X,E,NE,=® 


für k+#1 und 48,(&) «als Binraiiertstinihe Funktion von E; (siehe, Def. 13.4.3) heißt 
integrierbar, falls u(E;)<= für +0 ist. Es wird. 


N 
SIa) Au= I amlEn) (mit 0 -==0) () 


gesetzt. 
(b) Ist f(x) eine integrierbare einfache Funktion und AED, so sei 


Ste) )du=f fx) zale) du, 


wobei 4.4 die charakteristische Funktion von A ist. 


Bemerkung 1. Man zeigt leicht, er (1) unabhängig von der Darstellung ist: Ist f(x) = 
4 
Z =Przr,e) mit Pr reell, FLe®, u Ku, =X, FıNFı=0 für k+#l, die einfache Funktion aus 
ie 1 k= 


(a), so gilt 
N 


er u = Pru(Fr) . 


AU 2, Ist f(x) eine integrierbare einfache Funktion und ist AE®B, so ist auch fix) ga(x) 
eine integrierbare einfache Funktion. Das rechtfertigt Teil (b) der Definition. 


Lemma. [X, B, u] sei ein Maßraum. 
(a) Sind fx) und g(x) integrierbare einfache Funktionen und sind « und ß reelle 
Zahlen, so ist auch af(x) + Bg(x) eine integrierbare einfache Funktion, und es gilt 
Sata) + Bgle)) du=a Aa) du+ß Sale) d 
(b) Ist f(x) eine integrierbare einfache a, so ist auch |f(x)| eine integrierbare 
einfache Funktion, und es gilt 
Sf@) dul=f|If@)| du. 


(e) Sind fix) und g(x) integrierbare einfache Funktionen mit f{x)=g(x), so gilt 


SH) dusfgle) d 
(d) Ist f(x) eine integrierbare einfache Funktion und ist AED, so gilt 


St@) du= re der Ste) du. 


Bemerkung 3. Alle Eigenschaften folgen leicht aus der Definition. Aus (ec) ergibt sich 
Se) du=0, 


falls g(x) =0 eine integrierbare einfache Funktion ist. 
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14.1.2. Integrierbare Funktionen 


Definition. [X, B, u] sei ein Maßraum, und f(x) sei eine meßbare Funktion. f(x) 
heißt integrierbar, falls es eine Folge {f;(x)};-ı integrierbarer einfacher Funktionen 
mit hl gibt, so daß für alle e>0 eine natürliche Zahl ky=ky(e) mit 


S\hk&) -Arla)| duze fürall lzkzh, (1) 
existiert. Wir setzen 
[ K) du lim She) de (2) 


Bemerkung. Der Limes in (2) existiert, da 


SFel®) Ara —f Se) dal = | (Frl) Fre) del 
= |\Fe(®) -fıle)| du=e 


fürl=k=kg(e) ist. Schwieriger zu zeigen ist, daß dieser Limes von der Folge {f;(z)}/=ı unab- 
hängig ist: Ist 9; = eine Folge integrierbarer einfacher Funktionen und gilt das Analogon 


zu (1) (mit g statt f), so folgt 
an Sazle) Au gi She) du. 


Damit ist (2) gerechtfertigt. 


14.1.3. Eigenschaften integrierbarer Funktionen 


Die Eigenschaften aus Lemma 14.1.1 lassen sich auf integrierbare Funktionen 
übertragen. 


Satz. [X, B, a] sei ein Maßraum. 
(a) Ist f(x) integrierbar, so ist auch |f(x)| integrierbar, und es gilt 
Sax) dal=f Ha] du. 


(b) Sind f(x) und g(x) integrierbar und sind « und ß reelle Zahlen, so ist auch 
aflx) +Pßglx) integrierbar, und es gilt 


S(aftx) + Bg(a)) du=a SIR) du+ßSgle) du. 
(e) Sind f(x) und g(x) integrierbar und ist fx) =g(x), so gilt 
Sa) du=fgle) du. 


Insbesondere ist [ g(x) du=0 falls g(x) =0 integrierbar ist. 

(d) f(x) sei integrierbar. f |f{x)| du=0 gilt genau dann, wenn f(x) = f. ü. vst. 

(e) f(x) sei integrierbar, y(x) sei meßbar. Ist {x)=g(x) f. ü., so ist g(=) integrier- 
bar, und es güt f f(x) du=/[g(«) du. 


Bemerkung 1. Die Eigenschaften (a), (b) und (c) gelten auch für Riemannsche Integrale, vgl. 
Satz 9.1.3/1 und Satz 9.1.5/1. Dagegen sind (d) und (e) typische neue Eigenschaften. 


Bemerkung 2. Aus (a) folgt, daß auch f*(x) =max (f(x), 0)-5 (\f&)| +/()) integrierbar ist. 
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14.1.4. Eigenschaften von Integralen 
Definition. [N, B, u] sei ein Maßraum, und f(x) sei eine integrierbare Funktion. Ist 
EEB und ist yp(x) die charakteristische Funktion von E, so wird 
d Kr) du=f fx) yu(e) du 
gesetzt. 
Bemerkung 1. Das ist die Verallgemeinerung von Def. 14.1.1(b). Ist f(x) integrierbar und EC B, 
so ist auch f(x) zr(x) integrierbar. Damit ist die obige Definition sinnvoll. 
Satz. |N, B, u] sei ein Maßraum. 
(a) /st f(x) integrierbar und EEB, so gilt 
Stra) da= ffHa)du+ S Ha)du. 
E N\E 
(b) fx) sei integrierbar und f{x)=0 für zeX. Ist [ x) du=0, so gilt u(E)=0. 
BE E 
(e) Ist f(x) integrierbar und ist N=  E; mit E;<B und E,N Eı=0 für kl, so gilt 


j=1 


Ste) Au= IS Ha)du 
k=1 Er 
(absolut konvergente Reihe). 
Bemerkung 2. Aus (c) gewinnt man folgendes Resultat: Ist f(x) integrierbar und ist 2, < Es, < 


CEz<... mit XN= U E;und E;€8, so gilt 
j-1 


lim [f&) du=/Sf(e) du. 
im FE, 


Bemerkung 3. Eine weitere Folgerung aus (c) lautet: Ist f(x) integrierbar und f(x)=0, so ist 
v(E)=Sfa)du, EEeB, 
E 
ein Maß. 


14.2. Die Hauptsätze der Integrationstheorie 
14.2.1. Die L)-Konvergenz 


Definition. [X, B, u] sei ein Maßraum, fx) und fix) mit j=1, 2.3, . . . seien inte- 
grierbare Funktionen. 
(a) hz F(L,-Konvergenz oder Konvergenz im Mittel) bedeutet, daß 
1 


lim She) Fa) du =0 
gilt. 


(b) {f(a@)}5=ı heißt L,-Fundamentalfolge (oder L,-Cauchyfolge), falls für alle e>0 
eine natürliche Zahl my = myle) mit 


Sala) Imla)lduze für ale nememy 
existiert. 


Lemma. [X, B, u] sei ein Maßraum. 
(a) Aus fyot folgt 13T. 
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(b) Ist Fka)}jZ ı eine L,-Fundamentaljolge, soist {Fla)}}=ı auch eine u-Fundamen- 
talfolge. 


Bemerkung. Ist «(X)», so hat man nach 13.4.4. folgende Situation: Aus der f. ü.-Konvergenz 
folgt die «-Konvergenz, aus der L,-Konvergenz folgt ebenfalls die «-Konvergenz. Aus der 
4#-Konvergenz einer Folge folgt die f. ü.-Konvergenz einer geeigneten Teilfolge. Insbesondere 
kann man also aus einer L,-konvergenten Folge eine fast überall konvergente Teilfolge aus- 
wählen. 


14.2.2. Der Satz von Lebesgue 
Satz. [N, DB. u] sei ein Maßraum, fa) \f=ı sei eine Folge integrierbarer Funktio- 
nen. glx) sei integrierbar und 

Ka)lzala) für j=1.2.3,...undveN. 


Ist entweder I? F oder f; =& Foder f; = f. so ist f(x) integrierbar, und es gilt 
2 fü. N 
S Hx) da=limf File) du. (1) 
je 
Bemerkung, Formal kann man (1) als 
[lim f;a&)) da lim Se) du 
jo j-m 


schreiben. Der Satz von Lebesgue drückt also die Vertauschbarkeit von Limes und Integration 
aus. y(a) nennt man eine integrierbare Majorante. Ohne die Existenz einer derartigen integrier- 
baren Majorante ist der Satz nicht mehr richtig, wie folgendes Beispiel zeigt: Im R, sei fj(@)=j 


1 
für0=r= F: und f(x) =0 sonst. Dann ist [F;(@) de=1 fürj=1, 2... . Andererseits ist, f;—>0f. ü. 


und [VO de=0. Das zeigt, daß der Satz von Lebesgue in diesem Fall nicht gelten kann. 


14.2.3. Weitere Eigenschaften integrierbarer Funktionen 


Ans den Satz von Lebesgue und früheren Betrachtungen kann man einige ein- 
fache Folgerungen ziehen. 


Satz 1. [X, B. u] sei ein Maßraum, und f{a)=0 sei integrierbar. Haben die Funktio- 
nen f;(x) die Bedeutung aus (13.4.3/1), so gil 
Site) du=lim Sfyla) du. ( 


Bemerkung 1. Der Satz folgt sofort aus Satz 14.2.2, wenn man O=fj(«)=f(«) und ii [be- 
"U. 


rücksichtigt. Das Integral über eine nichtnegative integrierbare Funktion kann man somit als 
Limes von Integralen über Treppenfunktionen darstellen. Das erinnert an das Riemannsche 
Integral. Die Verfahren sind aber unterschiedlich. Es sei etwa N=R,, und u sei das Lebes- 
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guesche Maß im R,. Zur Konstruktion approximierender Treppenfunktionen unterteilt man 
beim Riemannschen Integral die x-Achse (siehe 3.2.1.), beim Lebesgueschen Integral aber die 
y-Achse. 


Riemannsches Integral, Lebesguesches Integral, 
löngsgestreift quergestreift 


Satz 2.[X, DB, u] sei ein Mußraum. fx) ist genau dann integrierbar, wenn |\f{&), 
integrierbar ist. 


Bemerkung 2. Zu diesem Satz gibt es kein Analogon in der Riemannschen Integrationstheorie. 
Man vergleiche mit Satz 3.2.2/2(b) und dem Gegenbeispiel aus 3.2.4. Die dort betrachtete 
Funktion f(x) ist, Lebesgue-integrierbar. 


Satz 3. IX, B, u] sei ein Maßraum. Ist f(x) meßbar und y(x) integrierbar mit 
fir) = |gle)| für ze X, so ist auch f(x) integrierbar. 


14.2.4. Der Banachraum L,(X, ®, u) 


Ist [X, B, «| ein Maßraum, so führen wir in der Gesamtheit der meßbaren Funk- 
tionen eine Äquivalenzrelation ein: fg, falls f®) —g(x) f. ü. gilt. Man sieht leicht, 
daß — die Forderungen erfüllt, die man an eine Äquivalenzrelation stellt: ff 
(reflexiv); /-g genau dann, wenn g»f (symmetrisch); aus [»g und g-h folgt 
fh (transitiv). Somit kann man die meßbaren Funktionen in Äquivalenzklassen 
unterteilen: [/] sei die Äquivalenzklasse, die f(x) als Repräsentanten enthält. 


Definition. L,=L(X, B, u) ist die Gesamtheit der Äquwivalenzklassen meßbarer 
Funktionen, für die 

ILAlz, =S Ira)| du<=> mit hia)elfl (1) 
gilt. 
Bemerkung 1. Man sieht leicht, daß (1) unabhängig von der Auswahl des Repräsentanten 
h(x)£[Lf] ist. Somit ist (1) sinnvoll. 
Satz. L, ist ein Banachraum mit ||[-]|r, als Norm. 


Bemerkung 2. Einen entsprechenden Satz für Riemannsche Integrale gibt es nicht. Hier zeigt 
sich ein entscheidender Vorteil der jetzigen allgemeineren Auffassung. 


Bemerkung 3 (Vereinbarung). Statt mit Äquivalenzklassen [fJ€Z, rechnen wir in Zukunft mit 
Repräsentanten fEL,. Wir schreiben auch ||fj|z, statt ||[f]|\z,. Im Sinne von L, sind also zwei 
Funktionen gleich, wenn sie f. ü. übereinstimmen. 


Bemerkung 4. Aus f; ah folgt S|F;(@)| du —fSfe)| du. 
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14.2.5. Die Sätze von B. Levi und Fatou 


Satz 1 (B. Levi). [X, B, u] sei ein Maßraum, und O=f,(x)=fs(x)=sfz(&)= ... sei 
eine inonotone Folge integrierbarer Funktionen. Es sei sup f fj(x) du<==. Dann ist 
; 
fx) = lim };(&) integrierbar, und es gilt f f(x) du =lim f F;(®) du. 
2 oo b } —oo 
Bemerkung 1. Insbesondere drückt der Satz aus, daß f(x) fast überall konvergiert. Der Satz 
bleibt auch für sup [F;(&) da = » richtig, sofern man [ f(x) da = = so interpretiert, daß f(x) meß- 
; 
bar, aber nicht integrierbar ist. (Hierbei kann f(x) =» auch auf einer Menge mit positivem Maß 
sein). 
Satz 2 (Lemma von Fatou). [X, B, u] sei ein Maßraum. {fj(&)}}-ı sei eine Folge 
integrierbarer Funktionen mit fia)=0 für j=1,2,3,... Ist lim [ F(®) du<=, so 
ist f(x) = lim f;(@) integrierbar, und es gilt ? 
! 


! Ka) An=tin Je) An. 


Bemerkung 2, lim =lim wurde in 5.4.1. erklärt. 
fi 


14.3.  Transformationsformeln 


14.3.1. Meßbare Abbildungen und Bildmaße 


Betrachtet werden ein Maßraum [X, ®, u] und ein meßbarer Raum (T, &), der 
aus einer Grundmenge } und einer o-Algebra& von Untermengen von Y besteht. 


Definition. Eine eindeutige Abbildung T(x) von X in Y heißt meßbar, falls 
T-XM)={&|xEeX, T(e)EM}EB (1) 

für jede Menge M&G gilt. 

Bemerkung 1. Verlangt wird also, daß das Urbild 7’-4(M) jeder Menge M aus € zu ® gehört. 

Ist Y=R, und & die o-Algebra der Borelmengen in R,, so stimmt die obige Definition mit Def. 

13.4.1 überein: Meßbare Funktionen sind also spezielle meßbare Abbildungen. 

Satz. [X, B, u] ser ein Maßraum, (Y,&) sei ein meßbarer Raum, und T(x) sei eine 

meßbare Abbildung von X in Y im Sinne der Definition. Es sei v(M) = yu(T-4(M)) für 


M EG. Gibt es eine Folge FRA CF, CF3c... mit F;eG, v(F))<= und Y= UF, soist v 
ein Maß. je 


Bemerkung?2. Da 7x) meßbar ist, ist v(M) für jede Menge M<€ definiert. Zum Beweis des 
Satzes muß man die Eigenschaften aus Def. 13.2.1 nachprüfen: Die o-Additivität folgt aus 
dem Ansatz, und die o-Endlichkeit haben wir gefordert. Man kann Beispiele angeben, die zeigen, 
daß sich die o-Endlichkeit nicht automatisch aus dem Ansatz für v ergibt. 

Bemerkung 3. Man schreibt »= 471 und nennt » das Bildmaß (zu « und T'). Wir vereinbaren, 
daß die Bezeichnung „Bildmaß“ die Existenz einer Folge von Mengen FR,CFaCF3c<... mit 
den im Satz genannten Eigenschaften einschließt. 


(x) x 
dag] 
TR) 
y 
DE AuTI 
y 
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14.3.2. Eine spezielle Transformationsformel 


Betrachtet werden ein Maßraum [N, B, «], ein meßbarer Raum (Y, E) und eine 
meßbare Abbildung 7(&) von X in Y. Entsprechend Bemerkung 14.3.1/3 sei 
v=uT”! das zugehörige Bildmaß. Dann ist [Y, E, v] ein Maßraum. x sei der allge- 
meine Punkt in X und y der allgemeine Punkt in Y. Funktionen fin X werden als 
f{z) und Funktionen f in Y als /{y) geschrieben. Meßbarkeit, Integrierbarkeit usw. 
sind dann stets bezüglich des zugehörigen Maßraumes zu verstehen. 


Satz. (a) /st f{y) meßbar, so ist auch h(x)=f(T(x)) meßbar. 
(b) Ist Hy) integrierbar, so ist auch (x) = T(x)) integrierbar, und es gilt 
FAQ) MuT-Y=F TR) An. 


14.3.3.  Absolut-stetige Maße, der Satz von Radon-Nikodym 


Definition. [X, B, u] sei ein Maßraum. Ein Maß v» auf B heißt absolut-stetig (bezüg- 
lich u), falls aus u(E)=0 mit EZB stets v(E)=0 folgt. 
Bemerkung 1. Ist v absolut-stetig bezüglich u, so schreibt man vr... Man kann leicht Beispiele 
angeben. Ist f(x)=U integrierbar, so ist 
v(E)= [flix)du, EeB, (1) 
E 


absolut-stetig bez. «x, siehe Bemerkung 14.1.4/3. 


Bemerkung 2. Ist f{x)=0 meßbar, aber nicht integrierbar, so schreiben wir [ f(x) d«=». Dann 
ist (1) für beliebige meßbare Funktionen f(®)=0 sinnvoll. Ist » ein Maß (insbesondere also o- 
endlich), so ist es absolut-stetig bez. u. Der nachfolgende Satz ist in diesem Sinne zu verstehen. 


Satz (Kadon-Nikodym). [X, B, u] sei ein Maßraum. Ist v< u, so gibt es eine meßbare 
Funktion fx)=0 mit 


v(E)=f[fa)du fürall EeB. 
E 


Ist ga) =0 eine meßbare Funktion mit v(E)=[ g(«) du für alle EeB, so ist f(x) =g(x) 
fast überall. E 


dv 
Bemerkung 3. f(x) ist also im wesentlichen eindeutig bestimmt, und man schreibt f(«) Fa 
Radon-Nikodym-Ableitung (oder Radon-Nikodym-Derivierte). du 


14.3.4. Die allgemeine Transformationsformel 


Betrachtet werden zwei Maßräume [X, B, «] und [Y, E, e] sowie eine meßbare 
Abbildung T(x) von X in Y. Es sei „7! das Bildmaß zu a und 7 im Sinne von 
Bemerkung 14.3.1/3. Bezüglich der Kennzeichnung durch x oder y sollen die Ver- 
einbarungen aus 14.3.2. gelten. 

Mur), .; 
Satz. Es sei u"! 0. Ist f{y) meßbar und f(y) m) integrierbar, so ist h(x) = 
=f T(x)) integrierbar, und es z de 


[nrw au [in ET ae. 


Bemerkung 1. Dieser Satz ist eine es der Sätze aus 14.3.2. und 14.3.3. 
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14.4.  Produktmaße. Satz von Fubini 
14.4.1. Die o-Algebra im Produktraum, meßbare Schnitte 


Es sei B eine o-Algebra von Untermengen der Menge X und @ eine o-Algebra von 
Untermengen der Menge Y. Es sei 
AXY={a,y)|weX,yeT), ExF={@,y)|zeR,yef,, 


wobei # eine Untermenge von X und F eine Untermenge von } ist. 


Definition. (a) BXE ist die kleinste o-Algebra von Untermengen der Menge XXT, 
die sämtliche Mengen der Form EXF mit E<B und Fe& umfaßt (Produkt-o- 
Algebre). 

(b) IEGC-NXNXY und seN, so heißt G,={y | yET. (x. E@} Schnitt von @. Ent- 
sprechend heißt = {x | xCX, (z, y)E@} mit yeY Schnitt von @. 

(e) Ist fx, y) eine reelle Funktion auf NXT, so heißen fly) = fx. y) Schmitt von f 
und f(x) =fx, y) Schnill von f. 


Bemerkung 1. Es ist 6, Y und @#?<X. Ferner bedeutet f(y), daß f(x, y) beifixiertem ve X 
als Funktion von y betrachtet wird, analog f(x). 


Satz. (a) /t GEBXE, so gilt G,€E für alle xeX und WEB für alle yeT. 
(b) Ist fx, y) meßbar bez. BXÜE, so ist f(y) für alle xeX meßbar bez. und (x) 
für alle yeY meßbar bez. D. 


Bemerkung 2. Schnitte meßbarer Mengen sind also meßbare Mengen, und Schnitte meßbarer 
Funktionen sind meßbare Funktionen. 


14.4.2. Das Produktmaß 


Definition. [X, B, a] und [Y,E, »] seien zwei Maßräume. Ein Maß i auf der Pro- 
dukt-o-Algebra BXE heißt Produktmaß, falls KEXF)=u(E): v(F) für alle EB 
und alle FEB gilt. 


Bemerkung 1. #(Z) und/oder »(F) können » sein. Wir erinnern an die frühere Vereinbarung 
0-s=0 und a’ » == für «>00. Ferner setzen wir (wie in Bemerkung 14.3.3/2) [f{®) du==, 
falls f{x)=0 meßbar, aber nicht integrierbar ist. Hierbei ist es für die Formulierung des fol- 
genden Satzes zweckmäßig, f()== auf einer beliebigen meßbaren Menge zuzulassen, vgl. 
Bemerkung 13.4.1/5. Hat die Menge mit (x) =» ein positives Maß, so ist (f(x) da==. 


Satz. Im Sinne der Definition gibt es genau ein Produktmaß. Ist A dieses Produktmaß 
und ist GEBXE, so gilt 
6) =S v(6,) du=f u(@”) dv. 1) 


Bemerkung 2. 7(G) == ist nach Bemerkung 1 möglich. Die Bildungen in (1) sind sinnvoll. 
Nach Satz 14.4.1 ist G,<C, somit kann man v(G;) bilden und als Funktion von x betrachten. 


142 14. Integrationstheorie 145.1. 


Man muß zeigen, daß »(G,) bezüglich B meßbar ist. Da v(G,) =0 ist, ist dann das erste Integral 
in (1) nach Bemerkung 1 sinnvoll. Entsprechendes gilt für das zweite Integral. Das Produktmaß 
wird auch A=ux» geschrieben. 


14.4.3. Der Satz von Fubini für nieht-negative Funktionen 


Satz. [X, B, u] und [Y, €, »] seien zwei Maßräume. [XxX YT, Bx(, uxX v] sei der zuge- 
hörige Produktmaßraum. Ist f(x, y) =0 eine BxC-meßbare Funktion, so ist f f(x, y)dı 
eine &-meßbare und f f{x, y)dv eine B-meßbare Funktion. Ferner gilt 


Ste, y) Muxv)=f(/Ie, y) du) dv=f (Se, y) dv) du. (1) 


Bemerkung 1. Im Sinne von Bemerkung 14.4.2/1 können die auftretenden Integrale auch » sein. 
In jedem Fall sind [f(z, yJda=ffv(e)du und f fi&, y)dv = ffz(y)dv sinnvoll. Die erste Aussage des 
Satzes ist, daß [f?(z)dw bezüglich der o-Algebra CE meßbar ist, analog [/„(y)dr. Da diese Funk- 
tionen nicht-negativ sind, sind alle Integrale in (1) sinnvoll. (1) soll folgende Aussage einschlie- 
Ben: Ist eines der drei Integrale endlich, so sind auch die beiden anderen Integrale endlich, und 
alle drei Integrale sind dann gleich. 


14.4.4. Der Satz von Fubini für beliebige Funktionen 


Satz. [X, B, u] und [T, €, »] seien zwei Maßräume. [XxX T, BxE, ux v] sei der zuge- 
hörige Produktmaßraum. fx, y) sei uxX v-integrierbar. Dann gilt: f„(y) ist für fest alle 
mEeX eine v-integrierbare Funktion, f(x) ist für fast alle yEY eine w-integrierbare 

Funktion, 
| S Fly) dv ist u-inlegrierbar, f f(x) du ist v-integrierbar , (1) 
Ste, y) Muxv)=S (fe y) du) dv=f (fie, y) dr) du. (2) 


Bemerkung 1. fz(y) gehört also für alle zeX\E mit EEB und a(E)=0 zu L,(Y, €, v). Für diese 
x existiert das erste Integral in (1). Für € E kann man etwa [fz(y) dv=0 setzen. Analoges gilt 
für [Y(z). 

Bemerkung 2. Dieser Satz enthält Satz 14.4.3 nicht als Spezialfall. Satz 14.4.3 hat selbstän- 
dige Bedeutung, da er (im Gegensatz zum obigen Satz) auf beliebige nicht-negative meßbare 
Funktionen anwendbar ist. 


Das Riemannsche Integral ist ein Spezialtall des 
Lebesgueschen Integrals 
(Mathematische Folklore) 


14.5. Vergleich zwischen Riemannschen und Lebesgueschen Integralen 
14.5.1. Integrierbare Funktionen 


In Def. 9.1.2(b) wurde festgelegt, wann eine reelle beschränkte Funktion (x) in 
einem Q-Gebiet Q im R, Riemann-integrierbar ist. Das entsprechende Riemannsche 
Integral bezeichnen wir jetzt mit R / f(x) dx. Ist Q ein I-Gebiet, so wurde in Def. 

2 


9.1.5 das Riemannsche Integral für Funktionen eingeführt, die in Q stetig sind. Wir 
benutzen auch hierfür die Bezeichnung R [ f(x) dx. Entsprechend 13.3.4. sei [R,„, Br, 
2 


uy]| der Maßraum, der aus der Grundmenge X = R,, der o-Algebra Br, der Lebesgue- 
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meßbaren Mengen im R, und dem Lebesgueschen Maß ur, besteht. Das zugehörige 
Lebesguesche Integral im Sinne von Def. 14.1.2 bezeichnen wir jetzt mit L f f(x) d«, 
wobei wir dx statt dur schreiben. Ist Q€ B,, so setzen wir in Übereinstimmung mit 
Def. 14.1.4 FRA) dur = Liie) de. 


Satz. (a) Jedes I-Gebiet und somit auch jedes Q-Gebiet) gehört zu Br. 
(b) Ist f(x) im Q-Gebiet Q Riemann-integrierbar, so ist f(x) Lebesque-integrierbar, 
und es gilt 


Rfix) de=Lf fa) de. (1) 


(e) Ist Q ein I-Gebiet und ist |{x) in 2 stetig, so ist |{x) Lebesque-integrierbar, und es 
gilt (1). 


Bemerkung 1. Teil (a) kann man, verschärfen: Jedes J-Gebiet ist eine Borelmenge. In (b) und 
(ec) kann man sich f(x) außerhalb von 2 mit Null fortgesetzt denken, so daß f(x) in ganz K,, 
definiert ist. 


Bemerkung 2. Der Satz zeigt, daß das Lebesguesche Integral eine wesentliche Verallgemeine- 
rung des Riemannschen Integrals ist. Beim Riemannschen Integral hatten wir nur beschränkte 
Gebiete und beschränkte Funktionen betrachtet. Beim Lebesgueschen Integral sind beliebige 
(Lebesgue-meßbare) Mengen erlaubt, und die Funktionen können auch unbeschränkt sein. 
Absolut konvergente uneigentliche Riemannsche Integrale im Sinne von 9.2.7. sind spezielle 
Lebesguesche Integrale. In diesem Sinne macht Lemma 9.2.7 Aussagen über die Existenz der 
speziellen Lebesgueschen IntegraleL f je]*de undL f |e]*dx. Man vergleiche auch mit den 
al-1 z1>1 
Beispielen 2 und 3 in 7.2.1. Die /-Funktion aus 7.2.3, ist ein Lebesguesches Integral. Konver- 
gieren uneigentliche Riemannsche Integrale nicht absolut, so brauchen die betreffenden Lebes- 
gueschen Integrale nicht zu existieren. Man vergleiche hierzu Beispiel 1 aus 7.2.1. Es. 
"|sin® "sinx 
ist L J —— | de=», und somit existiert auch L | = de nicht. Man kann aber nach be- 
Rı Rı 
währtem Riemannschen Vorbild uneigentliche Lebesguesche Integrale einführen. 


Bemerkung 3. In Zukunft schreiben wir für Lebesguesche Integrale 
Sf&) de statt Lff(e) de oder [f(x) dur. 


14.5.2. Die Sätze von Lebesgue und Fubini 


Der Satz von Lebesgue: Die Sätze 9.1.3/2 und 9.1.5/1 sind Vorläufer von Satz. 
14.2.2. Die dort geforderte gleichmäßige Konvergenz der Funktionen und ihre Be- 
schränktheit sichern sofort die Existenz einer integrierbaren Majorante g(x) im 
Sinne von Satz 14.2.2. 


Der Satz von Fubini: Satz 9.1.6 ist jetzt ein sehr bescheidener Spezialfall von Satz 
14.4.4. Es sei X = R., B=B1, die v-Algebra der Lebesgue-meßbaren Mengen im Ru 
und «= uj das Lebesguesche Maß im }2,, entsprechend Y= Ry, E= BT. und »- HL. 
Damit ist [XX Y, BxQE, uxvr|=[Rurm Bi, ai”] der Produktmaßraum im 
Sinne von Satz 14.4.4. Ist /(x, y) mit ze 2. und Ve Rai in Ry4+ m Lebesgue-integrier- 
bar, so gilt 
SF Io y) dady= f( ‚te y) Ay) de= f (SH, y) de) dy. 
Ru+m Rn Km Ryy By 
Ist f(x) mit e=(@,, . . . , 2.) Lebesgue-integrierbar im Jt,, so folgt durch Iteration 


gie de = FAIRE : SI - +, m. a) di: ) di) de; 
RR Rı 
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wobei man üblicherweise die Klammern nicht schreibt. Ist /(e) nur auf einer Lebes- 
gue-meßbaren Menge Q im R, definiert, so setzt man /(x) mit Null auf R„\Q fort. 
Ist das Resultat eine Lebesgue-integrierbare Funktion im AR,, so kann man die 
obige Formel anwenden. In diesem Sinne gilt z. B. 
b(z*) 

[fa)de=f S fa, x*) de,de* 

2 QD* az?) 
mit @*= (8, ... , 2), wobei die Größen die in der Zeichnung angegebene Bedeutung 
haben. Sind die betrachteten Funktionen nicht-negativ. so kann man auch Satz 
14.4.3 und seine Spezialisierungen im obigen Sinne verwenden. 


14.5.3. Transiormationsformeln 


Ist 2 eine Lebesgue-meßbare Menge im AR, und ist /(x) eine auf 2 definierte reelle 
Funktion, so wird f(x) mit Null auf R,\2 fortgesetzt. Wir sagen, daß f(x) in 2 
Lebesgue-meßbar bzw. Lebesgue-integrierbar ist, wenn die so fortgesetzte Funktion 
im R. Lebesgue-meßbar bzw. Lebesgue-integrierbar ist. Nach Satz 14.5.1 sind ins- 
besondere 7-Gebiete im R, Lebesgue-meßbar. Man kann jetzt die Sätze 9.2.2 und 
14.3.4 kombinieren, wobei die verwendeten Symbole die dortige Bedeutung haben. 


Satz. y=yl(x) sei eine eineindeutige Abbildung des I-Gebietes » im R, auf das I-Gebiet 

j „yı: -- > Yn) 

2 ım R, mit Ay: +: > m) 

kr =: -, m) 

ist a=xly) die Umkehrfunktion zu ylx). so ist yly)=Mxly)) in 2 Lebesgue-integrier- 
bar, und es gilt 


()=UV für ve. Ist fix) in » Lebesque-integrierbar und 


i e Mn u), 
a)de= | g(y) |< w|dy. 
J an J . em. u) 


Bemerkung. Im Sinne von 14.3.4. sind sowohl u als auch o das Lebesguesche Maß im An 
sowie T(x)=y(x) (in diesem Fall ist 7 eineindeutig) und f(#) =g{y(&))=g(T(x)). Vergleich der 
Formeln in den Sätzen 9.2.2 und 14.3.4 führt zu 
UuT=) 
do 


Damit hat man zugleich auch ein konkretes Beispiel für eine Radon-Nikodym-Ableitung. 


|. di) 


Polarkoordinaten: Zur Illustration von (1) betrachten wir Polarkoordinaten. Im Rs 
ergibt sich 


x=T 08 @. 
y=r sing, 


0<r==, 0=s0-<2r und 


+--—--- Sud 
! u "7 
as: Ira 
| 
di 
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14.6.  L,-Räume 
14.6.1. Definition 


Im Maßraum [X, ®, a] werden Äquivalenzklassen [/] meßbarer Funktionen im 
Sinne von 14.2.4. betrachtet. 


Definition. (a) Für 1=p<=» ist L,=L,(X, B, u) die Gesamtheit der Äquivalenz- 
klassen meßbarer Funktionen, für die 
1 

IMlz,=(/IkKa)P day)? <= mi ha)elfl A) 

gilt. " 
(b)L.=L. (X, B, u) ist die Gesamtheit der Äquivalenzklassen meßbarer Funktio- 

nen, für die 

IIAllz_=ess sup |k(&)| <= mit h(x)clf] (2) 
gilt. 
Hierbei ist ess sup |h(&)| =inf N, wobei das Infimum über alle nicht-negativen Zahlen 
N mit u({& | \h(x)| > N})=0 genommen wird. 


Bemerkung 1. Für p=1 stimmt dies mit Def. 14.2.4 überein. Man sieht leicht, daß (1) und (2) 
von der Auswahl der Repräsentanten A(x) e[f] unabhängig sind. In (2) nimmt man nicht das 
Supremum, sondern nur das „wesentliche Supremum“ (essential supremum). Sonst wäre (2) 
auch nicht unabhängig von der Auswahl des Repräsentanten. Die Werte einer gegebenen 
Funktion können auf einer Menge vom Maß Null nach Belieben abgeändert werden. 

Bemerkung 2. (Vereinbarung). Wie in Bemerkung 14.2.4/3 werden wir in Zukunft mit Funktio- 
nen fEL, statt mit Äquivalenzklassen [f]€Zy rechnen. Wir schreiben auch Ifliz, statt Ifllz,- 


14.6.2. Die Ungleiehungen von Hölder und Minkowski 


Satz. [X, B, u] sei ein Maßraum, und L,=L,(X, B, u) seien die Rüume aus Def. 
14.6.1. 


1 
(a) Ist {x)eL, und g(e)eLy mit1<p<= und er =1,soist f(x) - g(x) € L,. und 
es gilt die Höldersche Ungleichung p 
S\f&) ge) da=lfiz,lolz,- 
(b) Ist {x)€L, und g(e)€L, mitl=zep==», so st auch fx) +g(x)€ L,, und es gilt die 
Minkowskische Ungleichung 
Y+glz, =Miz, + ala, - 


Bemerkung. Entsprechende Ungleichungen für komplexe Zahlen findet man in Satz 6.2.1. Der 
obige Satz wird durch Zurückführung auf Satz 6.2.1 bewiesen. 


14.6.3. Die Räume L,(X, ®, u) 


Definition. Eine Menge M in einem Banachraum B heißt dicht, falls es zu jedem Ele- 
ment be. B und zu. jedem e=0 ein Element m& M mit |b — m] =e gibt. 


Bemerkung 1. Banachräume wurden in Kap. 6 betrachtet, || - || ist die Norm. Die Definition 
besagt, daß jedes Element aus B bezüglich der Norm beliebig gut durch Elemente aus M 
approximiert werden kann. 
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Satz. [X, B, u] ser ein Maßraum, und L,„=L,(X, D, u) seien die Räume aus Def. 
14.6.1. 

(a) Z, mit || =|f| Pr als Norm ist ein Banachraum. Hierbei ist L=ep==. 

(b) Ist 1=p<==, so bilden die integrierbaren einfachen Funktionen eine dichte 
Menge in L,. 


Bemerkung 2. Teil (a) soll die Aussage einschließen, daß |fj\z, eine Norm ist. Bezüglich inte- 
grierbarer einfacher Funktionen verweisen wir auf Def. 14.1.1. Zum Beweis von (b) kann man 
Satz 14.2.3/1 und die Treppenfunktionen aus (13.4.3/1) benutzen. 


14.6.4. Die Räume Z,(R,) und L,(2) 


In diesem Abschnitt wird der Maßraum [X, B, a] spezialisiert, N = R,, B= Br 
ist die o-Algebra der Lebesgue-meßbaren Mengen im R, und u= ur, das Lebesgue- 
sche Maß. 

Definition 1. Es si lzp= =. 
(a) Es ist L,( Ru) Ly(Ra: Br, ur) im Sinne von Def. 14.6.1. 
(b) Ist Q eine Lebesque-meßbare Menge im R„. so ist 


Ly(2) = | je Ly( Ra), Ha) 0 für ze Rn\}. (1) 


Bemerkung 1. Wir erinnern an die frühere Vereinbarung, daß wir f€L, statt (genauer) [fJEL, 
schreiben: (1) ist in diesem Sinne zu verstehen. 7,(2) besteht somit wie L,(R,„) aus Äquivalenz- 
klassen fast überall (im Lebesgueschen Sinne) gleicher Funktionen. Ebenfalls im Sinne früherer 


Vereinbarungen schreiben wir 
en 
RO Sfa)rde)? für Iep<- 
2 
und 
Sr...) =ess sup |fi&)) für p==-. 
zen 


Detinition 2. 2 sei ein Gebiet im R, (d.h. eine offene Menge im R,). Eine Lebesque- 
meßbare Funktion fx) heißt finit (bezüglich 2), falls supp [= ix | f{x)+0} beschränkt 
ist und in 2 liegt. 


Bemerkung 2. supp / nennt man den Träger von f (support). Da (2 offen und supp f abge- 
schlossen und beschränkt ist, hat supp f vom Randd£2 von (2 einen positiven Abstand. Hierbei 


ist IN=AQ. 
Satz 1. Q sei ein Gebiet im Ry. 

(a) Für 1epz ist L,(2) mit |flr 2) als Norm ein Banachraum. 

(b) Ist 1=p<=, so bilden die in Q stetigen und finiten Funktionen eine dichte 
Menge in Ly(2). 
Bemerkung 3. Teil (a) ist auch richtig, wenn 2 eine beliebige Lebesgue-meßbare Menge ist. 
Teil (b) beweist man unter Verwendung von Satz 14.6.3(b). Man approximiert eine beliebige 

N 


integrierbare einfache Funktion durch Funktionen der Form Zajyg,e): wobei 29,(«) die 


charakteristische Funktion eines Quaders Q; mit @; 2 ist. Anschließend approximiert man 
die charakteristische Funktion eines Quaders Q@ mit 9 =Z2 in elementarer Weise durch stetige 
finite Funktionen. 


Satz 2. Ist Q ein Gebiet im R, und ist L=p==, so bilden die in @ beliebig oft differen- 
zierbaren und finiten Funktionen eine dichte Menge in Ly(2). 
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Bemerkung 4. Der Beweis dieses wichtigen Satzes geschieht mit Hilfe des Sobolevschen Mitt- 
lungsverfahrens. Es sei 


Sole) de=1. 

Ra 

Unter Verwendung von Satz 5.4.5./3 kann man leicht nachprüfen, daß o(x) im A. beliebig oft 
differenzierbar ist. Ferner ist suppo={y | \y|=1}. Für h=0 wird oy(@) = ho (7) gesetzt. Es 
ist supp », = {y | |y =h}. Nach Satz L(b) genügt es, stetige und finite Funktionen zu approxi- 
mieren, Ist f(x) eine solche Funktion, so wird 

Ju@)= S fe) on (@-2) de, h=0, 
Ru 

gesetzt. Man kann jetzt zeigen, daß fy(«) in R„ beliebig oft differenzierbar ist. Ferner ist 
supp fa 2 für kleine positive A, und es gilt , —f in L,(2). Details findet man in [43], 8. 37—40. 


15. Funktionentheorie 


15.1.  Holomorphe Funktionen 
15.1.1. Die komplexe Ebene € 


Eine komplexe Zahl zcC', kann man als z=.x-+iy (Normaldarstellung aus 1.2.4.) 
oder als z=re!? (Polarkoordinatendarstellung aus 5.2.4.) schreiben. Für die folgen- 
den Betrachtungen ist es zweckmäßig, (€, durch einen unendlich fernen Punkt abzu- 
schließen. Hierzu denken wir uns eine Kugel auf der Zahlenebene (€, die C, im 
Punkt 0 berührt. Ist dieser Berührungspunkt der Südpol, so zeichnen wir vom 
Nordpol aus einen Strahl zum Punkt z<C,, der die Kugel im Punkt £ durchstößt. 
Die Zuordnung ist eineindeutig: Jedem £ auf der Kugel mit Ausnahme des Nordpols 
entspricht genau ein z£C,. Das Verfahren heißt stereographische Projektion, und 
die Kugel nennt man Riemannsche Zahlenkugel. Man schließt jetzt diese Zahlen- 
kugel ab, indem man den Nordpol hinzunimmt. In der z-Ebene ordnet man bei der 
stereographischen Projektion dem Nordpol den Punkt = zu und schreibt C=(, U 
U{eo} (Abschluß der komplexen Ebene ©, durch den unendlich fernen Punkt =). 


10* 
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Begriffe bezüglich > kann man sich dann an der Zahlenkugel klar machen, z. B. die 
Sprechweise, daß {z |z€C\, 2|>N}U {>} Umgebungen von sind. Umgebungen 
um z€(C, haben die übliche Bedeutung: z. B. Kreise mit 2 als a Ist 


z=rel®, so ist w= . = - ei, insbesondere geht {z| |2|>N} U {>}in [w | ko] < über. 


; 1 
(Hierbei ist O=— ) Damit gehen Umgebungen von = in Umgebungen von O über. 


(Wie in 6.2.2. vereinbart, setzen wir |2|=/x?+y? mit x=Rez und y=Im z.) Das 
legt folgendes Verfahren nahe: 1. Begriffe der (komplexen) Funktionentheorie 
werden zuerst für Punkte z mit |z]< definiert. 2. Für z= definiert man den be- 
treffenden Begriff, indem man den schon definierten Begriff für w=0 nimmt und w 


1 
durch z ersetzt. 


Nordpol 


15.1.2. Holomorphe Funktionen 


Betrachtet werden Funktionen f(z) in der Ebene C=(, U {>}, mit Werten in O, 
also /(z)EC. Denkt man sich € eineindeutig auf die Zahlenkugel abgebildet. so 
heißt dies, daß wir Funktionen auf der Zahlenkugel betrachten, deren Werte wieder 
auf der Zahlenkugel liegen. Es ist jedoch bequemer mit der Ebene € zu rechnen, 
auch wenn dann der Punkt von Zeit zu Zeit eine Extrawurst gebraten bekommt. 
Es sei 6 ein Gebiet (d. h. offene Menge) in ©. Ist »£@, so muß {z | |2|>N}<6 für 
genügend große Werte von N gelten. 


Definition 1. f(z) sei in dem Gebiet G in CO definiert, D(f)=@, und fiz)EC, für z<@ 
(also f{2)#=» für z£@). Dann heißt f{z) im Punkt z,€@ mit z9= = stetig, jalls es zu 
jedem =D eine hinreichend kleine positive Zahl ö= ö(e) mit |f{z) — f{zu)| = e für |2—2g) <Ö 
gibt. f{z) heißt im Punkt = stetig (vorausgesetzt, daß >€@ gilt), folls es zu jedem e>U 
eine hinreichend große Zahl N=N(e) mit |f{2) - f{>)|=e für |2|>N gibt. 


Bemerkung 1. Hierbei muß ö=-0 so klein vers werden, daß {z | |a-20| =ö}<@ gilt. Ist 
»£G, so muß N so groß gewählt werden, daß {z | 2] =N}<@ gilt. Man sieht, daß die Stetigkeit 
im Punkt > dem Prinzip am Schluß von 15.1. 1. entspricht. 


Definition 2. f(z) sei in einem Gebiet @ in C definiert, D(f) =G@ und f{z)€C, für z€@. 
(a) Zr heißt im Punkt z,€@ mit z,y== differenzierbar, falls der C,-Limes 


lim = fo+h) — fz,)) existiert, der dann mit f'(z,) bezeichnet wird. fz) heißt im 
c.3n-0h 1 
Punkt » differenzierbar (vorausgesetzt, daß > €@ gilt), falls w(z) =f (2) im Punkt z,=0 
difjerenzierbar ist. In diesem Fall wird (=>) =0 gesetzt. x 
(b) fiz) heißt in G holomorph, falls f(z) in jedem Punkt z€@ differenzierbar ist. 
Bemerkung 2. f(z) ist also im Punkt z,+» differenzierbar, und der Wert der Ableitung ist 
(2). falls es zu jedem &e=0 ein ö=öle) gibt, so daß 


th) — 
RER se für heC, und |hl=ö 
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gilt. Hierbei ist f’(2,)€C; (also f’(z,)= = ist nicht erlaubt). Das ist das komplexe Analogon zur 
reellen Differenzierbarkeit aus 3.1.1. Die Rechenregeln für die reelle Differentiation aus 3.1.2. 
gelten auch für die komplexe Differentiation. Insbesondere gilt die Kettenregel aus Satz 
3.1.2/2 auch für die komplexe Differentiation. 


Bemerkung 3. Mit > wird wie folgt gerechnet: 2+==2-=2' »=«, sowie -—0 und z =o 
für 2+». (Im Gegensatz zu R, gibt es jetzt keine Unterscheidung zwischen = und —«.) Die 


Festlegung f’(=)=0 im Teil (b) der Definition ist natürlich: Ist nämlich w(z) -/(- ): in einer 
Umgebung von 0 stetig differenzierbar, so folgt aus der Kettenregel 


fe)=-w er > uw 0) -=0 für z>=». 


Lemma. Ist f{z) im Punkt z,€@ differenzierbar, so ist f{z) im Punkt z, stetig. 


Bemerkung 4. Das Lemma gilt insbesondere für «=z,€@. 


15.1.3. Beispiele holomorpher Funktionen 


BOREBORUE Sind ag -..,qay komplexe Zahlen, so ist das Polynom /(z) =P(z) = 
N 
= Zar in G=(0,=(\{e} holomorph. Es gilt 2 (z)= A Im Spezialfall 
fx ) ih ist ne in © holo morph, und es gilt /’(2) = 


Die AR 2: : Die Funktion f@)-2 ist in @=(\{0} holomorph, und es gilt 
f@)= Rn (einschließlich z=). 


Potenzreihen: In 5.4.1. wurden komplexe Potenzreihen behandelt, der Konvergenz- 
radius R hat die Bedeutung aus (5.4.1/2). 


Satz. Hat die Potenzreihe P(z) = Zu (z—2,)* mit z,€C, den Komvergenzradius R, so 
ist P(z) in @={z | 2-2) < R} EN und es gilt P’(z2)=  Zhay (2—-z0)*71. 


Bemerkung. Das ist das komplexe Analogon von Satz 5.4.3/3. Die eshane sind ein Spezial- 
fall mit R== als Konvergenzradius. 

u 
Die Funktion e* Die F uvrkticn e® wurde in 5.4.6. behandelt. Nach Satz 5.4.6 is 


der obige Satz anwend bar, und es folgt, daß e® in @=(, holomorph ist. Es gilt 
oo ak 

(e'/=7 Parka Damit sind auch «=e? Wa mit a>0 in C\ holcmorph, und nach 
KzoR! 


der Kettenregel gilt (a?)’=In a - a“. 


15.1.4. Die Cauchy- Riemannschen Differentialgleichungen, 
harmonische Funktionen 


Ist /(z)=f(x, y) in einem Gebiet G in C\ definiert und f(z)€C/, so setzen wir /(z)= 
=Re f(2)+i Im f(@2)= ul&, y)-+iv(z, y), wobei u(z, y)=Re f(z) und v(z, y)=Im /(z) 
als reelle Funktionen in R, betrachtet werden. Ist /(z) in @ holomorph, so prüft man 
jeicht nach, daß u(x, y) und v(x, y) in @ stetig sind und dort partielle Ableitungen 
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erster Ordnung nach x und y besitzen. Aus 
F&o+hr Yo+hs) -Hxo: Yo) 


'(z,)=lim > h=h,+ihs, 

Fe) = im hıtiks Re 
liest man 

of u. , of ou ww. 

— =—+i 2 =); — = —+i— =if(z,) 

ex x x ey ey oy 


b. Vergleicht man Realteil und Imaginärteil der beiden letzten Gleichungen, so 
eben sich die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen 


cu m  @u ov 

dr au’ oy Om’ nyle@. (1) 
Satz 1.@ sei ein Gebiet in C, (= Rs). Ferner seien u(x, y) und v(x. y) in G stetig und 
stelig differenzierbar (d. h., daß ulx, y) und v(x, y) in @ stetig sind und daß die parti- 
ellen Ableitungen von ulx, y) und v(x, y) nach x und y existieren und ebenfalls in G 
stetig sind). f{z)=ule, y)+ivle, y) mit z=x+iy ist genau dann in G holomorph, wenn 
die Cauchy- Riemannschen Differentialgleichungen (1) gelten. 


Beer Rug 1, Ist f(z) holomorph inG, so zeigen die Vorhetrachtungen, daß (x, 3) und v(z, y) 


= 


du du or or. Re 
in @ stetig sind, daß die partiellen Ableitungen — , — ‚und „ in @ existieren und daß (1) 
u 9 
gilt. Abgesehen von der Stetigkeit dieser partiellen Ableitungen sind also die Bedingungen 
des Satzes notwendig dafür, daß f(z) in @ holomorph ist. 


Bemerkung 2. (Die Funktionen In = und z%). & sei ein zusammenhängendes Gebiet in ©, und 
0E€G (je zwei Punkte z, und z, kann man also durch eine glatte Kurve verbinden. die ganz in @ 
verläuft). Ferner fordern wir, daß es keinen geschlossenen Weg in@ gibt, mit dem man den Punkt 
0 umlaufen kann. Nach Def. 5.3.1 ist dann 


f)=-Inz=-Inr+ie (2) 
in @ stetig. Es ist ua, y)=lmr=In Varryı YyE und »(&, y)= gz=arctan S. Man prüft jetzt leicht 
nach, daß die Bedingungen des Satzes für u(x, y) und v(e, y) erfüllt sind. Inz ist also in @ 
holomorph, und es gilt (In z 2 . Den Begriff der Holomorphie kann man sofort auf Riemann- 


sche Flächen ausdehnen. Dann ist In z auf der in 5.3.1. beschriebenen Riemannschen Fläche 
holomorph. Ist w=0 eine komplexe Zahl, so folgt aus der Kettenregel, daß «"=e”Inz in@ 
holomorph ist. Nach 5.3.2. kann man die Holomorphie wieder auf Riemannsche Flächen aus- 
dehnen. 


Definition. @ sei ein Gebiet in C,. Die reelle Funktion u(x. y) heißt in G harmonisch, 
falls u(x, y) in @ stetig ist, dort partielle Ableitungen nach x und y erster und zweiter 
Ordnung besitzi und 
du 62u 
Au=—+-— =0 


> Pa | 


0x2 öy? 


in @ güt. 


15.2.1. 15.2. Integralsätze 151 


Satz 2. f{z) sei holomorph in G, wobei @ ein Gebiet in ©, ist. Besitzen u(.x, y)=Re f(x) 
und v(z, yJ=Im f(z) stetige zweite partielle Ableitungen nach x und y in G. so sind 
ulx, y) und v(x, y) in G harmonisch. 


Bemerkung 3. Der Satz ist eine einfache Folge von (1): 
u Hu Mr Hr 


3 ra =. ne 

02: y2 dady  Oyox 

(vel. Satz 8.1.2). Wie wir später sehen werden, sind w(z, y)=Ref(z) und v(«, y)=Im f{z) für 
holomorphe Funktionen f(z) beliebig oft differenzierbar. Die Zusatzvoraussetzung über die 
zweiten Ableitungen im Satz ist also überflüssig. 


15.2.  Integralsätze 
15.2.1. Komplexe Kurvenintegrale 


Entsprechend 8.1.5. werden in der komplexen Ebene €, Kurven & betrachtet, 
die durch z(t)—.x(t) +i y(t) gegeben sind. Hierbei ist «=1=?. Ferner sind x(f) und 
y(t) stetig differenzierbare Funktionen in [x, #]. Wir schreiben ’(t) =’{t) +i y’(t). 
Die Orientierung der Kurve ist durch die wachsenden f-Werte gegeben, also A =z(x) 
und B=z(ß). Die Kurve kann geschlossen sein, also z(a)=z(f). Ansonsten soll sie 
aber keine Doppelpunkte haben, also z(f,) #z(l) für «el, <= und «<t, <=}. 


Definition. Ist f(z) eine stetige komplexwertige Funktion auf &, so ist 


ß B 2 
S Hz) de= fHeit)) #0 di= [Re [ett)) 2’(£)] deiifIm [Hzin) (dj. 
& x [7 z 


Bemerkung 1. Komplexe Kurvenintegrale ff(z) dz werden somit auf reelle Integrale über 
& 


Intervallen [&, #] zurückgeführt. Damit übertragen sich die Figenschaften dieser reellen Inte- 
grale, z. B. 


Ah) +7) dei, Sfılz) de+4s Sfolz) de, 
(0% 103 1% 
wobei /, und #5 komplexe Zahlen sind und f,(z) und fa(z) stetige komplexe Funktionen auf E. 
Bemerkung 2. [ ftz) dz ist von der Wahl des Parameters / unabhängig. Ist r=r{f) in [«. 5] 
[9 


stetig differenzierbar, r’(t) 0 für t<[x. 5]. sowie y=r(x) und ö=r(ß). so gilt 


B 
| Fztt)) =’ di= | Str) ar mit wi(r)=z{f(r)). 


“ Yy 
Bemerkung 3. Man kann ff(z) dz auch direkt, analog zu Def. 3.2.1, als Limes Riemannscher 
[ 


Summen bestimmen. Hierzu wählt man Punkte z;,2C mit ,=4 und 2,= B. Dann ist 
N-i 
FRÄN) dz=lim 3 fer) (e8+1- 2) > 


wobei der Limes im Sinne immer feinerer Zerlegungen zu verstehen ist (analog wie beim 
Riemannschen Integral). 
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Eigenschaften von Kurvenintegralen. 1. Ist € eine glatte Kurve und E=€@,UG&,, so 
gilt 

J f«) de= S fe) de+ [fle) de. 

1% € & 
Ist €’ gleich der Kurve E, aber mit umgekehrter Orientierung, so gilt 

Ste) de= fe) de. 

e € 


Wir machen darauf aufmerksam, daß & die Kurve einschließlich ihrer Orientierung 
bedeutet. 
2. Ist /;(2)>f(z) (gleichmäßige Konvergenz von fj;(z) gegen flz) auf &), so gilt 


Sixe) def fe) de. 
€ & 


Das folgt etwa aus Satz 3.2.3. 
3. Ist & eine glatte geschlossene Kurve, so ist [ f{2) dz unabhängig davon, ob man 
& 


j als Integral von A bis A oder als Integral von A’ bis A’ berechnet. 
€ 


4, Ist E=&, U&UGzU... eine stückweise glatte Kurve mit den endlich vielen 
glatten Kurvenstücken @,, &, EC; usw., so setzen wir 


J fa) d=/f fr) de+f fe) de+f je) det... 
€ € €, & 


Die obigen Eigenschaften bleiben auch hierfür richtig. 
5. f(z) sei eine holomorphe Funktion in einem Gebiet @ in C,. Ist & eine glatte 
Kurve in @, so gilt 


jf® d2=f{B)-/(A). 


In diesem Fall ist also das Integral vom Weg unabhängig. 
6. Unter den Bedingungen der Definition gilt 


B 
IS fz) da| =max |f(z)| S |z’(e)] di. 
€ zee « 


8 B 
Nach 9.2.3. ist f |e’(£)| di= f Vx’?(t) + y’2(t) dt die Länge der Kurve €. 


15.2.2. Der Cauchysche Integralsatz 


Ein Gebiet G in ©, heißt einfach zusammenhängend, wenn man jede geschlossene 
Kurve@in@ innerhalb von @ stetig auf einen Punkt zusammenziehen kann. Die 
Kurve@’ in der Abbildung kann man nicht innerhalb von @ stetig auf einen 
Punkt zusammenziehen: @ ist in diesem Fall also nicht einfach zusammenhängend. 
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Satz (Cauchyscher Integralsatz). @ sei ein beschränktes, einfach zusammenhängendes 
Gebiet in C,. Ferner seien E, und EC, zwei stückweise glatte Kurven in G, die von A nach 
B laufen. Ist f{z) in @ holomorph, so gilt 


Ste) de=f fe) dz. 
& & 


Bemerkung 1. Mathematik ist Kunst. Das ist sicherlich eine überzogene und etwas einseitige 
Feststellung. Aber sie betont einen wesentlichen Gradmesser der Mathematik, nämlich die 
Ästhetik ihrer Sätze. Es gibt nicht wenige Mathematiker, die den Integralsatz von Cauchy für 
den schönsten Satz der Mathematik halten, 


7 
en. 


Bemerkung 2. Den Satz kann man wie folgt umformulieren: @ sei wieder ein beschränktes, ein- 
fach zusammenhängendes Gebiet in C,, und € sei eine stückweise glatte geschlossenen Kurve 
in @. Ist f(z) in @ holomorph, so gilt [ /(z) d=0. 

C 


Bemerkung 3. Die Forderung, daß @ einfach zusammenhängend ist, ist für den Satz wesentlich. 


1 1 
Ist G= , >= 2|<27, so ist @ nicht einfach zusammenhängend. f(z) =— ist in @ holomorph. 


2 
Ist E={ell, 0=1<2r} der Einheitskreis, so folgt 
1 27 
| z&= | eier) a-i2r. 
u ö 


Also gilt in diesem Fall der Integralsatz von Cauchy nicht. 


Bemerkung 4 (Fresnelsche Integrale und Cornusche Spirale). Den Satz kann man auch effekt- 
voll zur Berechnung reeller Integrale einsetzen. In der geometrischen Optik spielen die Fresnel- 
schen Integrale 


t t 
z(t)=x(t) +iy(t)= Sf cos v?de+if sin v2dv 
0 0 


| B 

I sinv? 
j 

I 


eine große Rolle. Von Interesse ist das Verhalten für >=. Es ergibt sich das Bild der Cornu- 
schen Spirale. Um die Limeswerte zu berechnen, geht man nach dem Cauchyschen Integralsatz 
von 
el? d=0 (1) 
EUELUE; 
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aus. Hierbei sind &, und G, Geradenstücke, während Cs ein Kreisbogen ist. Es ist 


t 
f el’d:= f eitde=zft) , (2) 
5, Hr 

t a 
jerk=—- [erte tdr. (3) 
G; u t 


E13 
s 177 $ Pe \ f f “ & et 
Auf 6, setzen wir z(r)=re * . Dann ist 2?=ir?, und wir erhalten (3). Für t— = gilt | e""dr— 
ei de r ö 
> | e?dr= — (siehe 9.2.6.). Man kannauch zeigen, daß lim | el’d:=V gili. Mit />« in (1) 
. & lo # 
0 6 


ergibt dies 


VE .& 
2(») ey ei 


15.2.3. Die Cauchysche Integralformel 


Es sei G ein zusammenhängendes beschränktes Gebiet in €. dessen Rand aus 
endlich vielen Komponenten besteht. Wir wählen glatte geschlossene orientierte 
Kurven &,, E,,....@,, die die einzelnen Randkomponenten einschließen (siehe 
Zeichnung). Wir erinnern daran, daß entsprechend 15.2.1. Kurven keine Doppel- 
punkte haben dürfen. Hierbei sei E, die Außenkurve. Die Kurven ©... - ; 6, ver- 


binden wir durch glatte Kurven mit G,. so daß insgesamt eine stück weise glatte 

orientierte Kurve@ entsteht, die aus &,.C,; - . . , &, und den doppelt durchlaufenen 

Verbindungsstücken besteht (ausnahmsweise lassen wir Doppelpunkte zu, da die 

Verbindungsstücke doppelt zu zählen sind). Ist f(z) in @ holomorph, so ist [ f{z) de=0 
Ü 


nach Satz 15.2.2. Hierbei heben sich die Integrale über die Verbindungsstücke weg. 
und man erhält 


n 


Srtad+YN SKe)de=0. (1) 
& RZ € 


Das ist eine Verallgemeinerung von Satz 15.2.2 für mehrfach zusammenhängende 
Gebiete. 


Satz (Cauchysche Integralformel). @ sei ein beschränktes, einfach zusammenhängendes 
Gebiet in C,, und E sei eine glatte Kurve in G. Ist f{z) in @ holomorph und ist z, ein 
Punkt, der innerhalb der Kurve & liegt, so gilt 


Side de. (2 ) 
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Bemerkung 1. ist holomorph in @\f2,}. Ist Ä, ein Kreis um, vom Radius e, so kann 


Du 7)) 


man (1) auf —— anwenden und erhält 


= 
fe) 2a) . 
Re d:= ber ur Fe zo) i2r. 


€ 


wobei Bemerkung 15.2.2/3 benutzt wurde. Mit anderen Worten: Der Satz folgt aus (1) und 
einer Limesbetrachtung &}0. 


Bemerkung 2. Formel (2) besagt, daß man f{z,) berechnen kann, wenn man die Werte von f{z) 
auf einer Kurve kennt, die =, umschließt. Das ist ein sehr bemerkenswerter Sachverhalt, für 
den es kein Analogon für reelle Funktionen gibt. Er zeigt zugleich, daß holomorph etwas ganz 
Besonderes ist. 


15.3. Eigenschaften holomorpher Funktionen 
15.3.1. Diiferenzierbarkeit und Ableitungsiormeln 


Satz. Ist f{z) in einem Gebiet @ in C', holomorph, so ist Hz) in @ beliebig oft (komplex) 

differenzierbar, und die n-te Ableitung (2) ist in @ ebenfalls holomorph. E sei eine 

geschlossene, stückweise glatte Kurve in G, wobei das Innere von CE nur Punkte aus G 
enthält. Ist z ein eu der innerhalb von & biegt, so gilt 

wa 

ri J (ö—-2)' 


. s 
C 


dt, n=0,1,2,... (1) 


Bemerkung1. Ist f(z) holomorph, so wurde f’(z) in Def. 15.1.2/2 erklärt. Ist /’(z) ebenfalls holo- 
morph, so kann man f(2(2)=({f’(z})' bilden, usw. f(%(z) ist die »-te Iteration. Da komplexe 
Differentiation nach z=x-+iy reelle Differentiation nach x und y als Spezialfall enthält, folgt 
aus dem Satz, daß f{z)=f (e+iy)=we. y) beliebig oft nach x und y differenzierbar ist. Ist f(z) 
einmal komplex differenzierbar (und somit holomorph), so ist nach dem Satz f(z) beliebig oft 
komplex differenzierbar. Auch hierfür gibt es in der reellen Analysis kein Analogon. 


Bemerkung 2. Formel (1) gewinnt man formal aus (15.2.3/2), indem man unter dem Integral- 
zeichen differenziert. Ist n=0, so bedeutet f(Mz)=ffz) und (1) stimmt mit (15.2.3/2) überein. 


15.3.2. Taylorreihen 


Satz. Ist f(z) in einem Gebiet G in C, holomeorph, so ist f{z) in einer Umgebung eines 
beliebigen Punktes z,€@ in eine absolut und gleichmäßig konvergente Potenzreihe ent- 
wickelbar: 


> RE U Ei 9; 
= (zz) mit En —_ de. 1 
ze (2-20) az J (Eat ° a 


156 15. Funktionentheorie 15.3.4. 


Hierbei ist & eine stückweise glatte Kurve in G um zu, wobei das Innere von E nur 
Punkte aus @ enthält. 


Bemerkung 1, Im Satz 15.1.3 hatten wir gesehen, daß komplexe Potenzreihen mit positivem 
Konvergenzradius R holomorphe Funktionen sind. Der obige Satz ist (zumindest lokal) die 
Umkehrung dieser Aussage: Wählt man einen beliebigen Punkt 2,€@, so ist f(z) in einer Um- 
gebung von x, als Potenzreihe mit positivem Konvergenzradius R darstellbar. R hat die Be- 
deutung aus (5.4.1/2). Man kann also holomorphe Funktionen auch als jene Funktionen defi- 
nieren, die in jedem Punkt ihres Definitionsgebietes lokal in eine komplexe Potenzreihe mit 
positivem Konvergenzradius entwickelbar sind. Das ist der Weierstraßsche Zugang, während 
man die frühere Variante als den Riemannschen Zugang bezeichnet. 


Bemerkung 2. Von Interesse ist die Größe R des Konvergenzradius der Reihe (1). Es zeigt sich, 
daß (1) in jedem Kreis um x, konvergiert, der ganz in G liegt. Der Konvergenzradius R von (1) 
ist also mindestens so groß wie der Radius des größten Kreises um z,, der in @ liegt. 


Bemerkung 3, Aus (1) und (15.3.1/1) folgt 


> flk)(z 
er 3, Een (2) 


Das ist das komplexe Analogon von (5.4.4/1). 


Bemerkung 4. Als Beispiel entwickeln wir In z an der Stelle 1. Nach Bemerkung 2 und Bemer- 
kung 15.1.4/2 konvergiert die Potenzreihe für Inz im Punkte 9=1 in einem Kreis um 1 vom 


pi 
Radius 1. Aus (2), In 1=0, (In z)’=— und höheren Ableitungen ergibt sich 


15.3.3. Der Identitätssatz 


Satz. @ sei ein zusammenhängendes Gebiet in C,, und {zu }£_ı sei eine Folge von Punkten 
aus G müt 2, +2; für k+#1, die mindestens einen Häufungspunki besitzt, der in @ biegt. 
Sind f(z2) und g(z) zwei holomorphe Funktionen in G mit Hz)=g(z) für k=1, 2, 
3,...,80 gilt f(z) =g(2) in @. 


Bemerkung. Eine holomorphe Funktion f(z) in@ ist also durch die Werte f(z;.) bereits eindeutig 
bestimmt. Aus dem Verhalten im Kleinen (etwa der Umgebung des Hüufungspunktes von 
{26}%-ı) folgt bereits das Gesamtverhalten, 


15.3.4. Das Maximumprinzip 


Satz. f{z) sei in einem zusammenhängenden Gebiet G in C, holomorph. G, sei ein Teil- 
gebiet von G und z,€G,y. Ist \fzo)| =mex |/z)|; so ist f(z)=c in G konstant. 
o 


Bemerkung. Die Konstanten sind also die einzigen holomorphen Funktionen f(z) in @, für die 
|fz)| in @ ein lokales Maximum haben kann. Eine entsprechende Aussage gilt auch für lokale 
positive Minima für |f(z)| (hierbei maß man natürlich |f(z9)|=0 ausschließen). 


15.4.1. 15.4. Singularitätentheorie 157 


15.3.5. Der Satz von Liouville 


Satz. Eine in der komplexen Ebene C, beschränkte holomorphe Funktion ist konstant. 
Bemerkung. Der Satz folgt aus (15.3.2/1). Setzt man dort 9=0 und E={{ | |{]=.R}, so ergibt 
sich 
1 
la; irn F@)|) 7-0 für R>o und 4&=1,2,... 
4 
Also ist f(2)=ay. 


15.3.6. Der Fundamentalsatz der Algebra 


n 

Wir beweisen die Aussage aus Bemerkung 5.3.3/4: Das Polynom P(z)= Ya;z* 
k=0 

mit den komplexen Koeffizienten ay, . ... , @„ und @„+0 sowie n=1 besitzt min- 


destens eine komplexe Nullstelle. er! P(z) keine Nullstelle besitzt, so ist Bei in 
2 

C a Man sieht leicht, daß BE Po) | auch beschränkt ist. Nach Satz 15.3.5 

ist dann —— Pa - =c, also ist P(z) konstant. Das ist ein Widerspruch. So einfach geht 


es, wenn man die richtigen Hilfsmittel zur Hand hat! 


15.4.  Singularitätentheorie 
15.4.1. Laurentreihen 


Satz. Ist f{z2) im Kreisring {2 | RA<|2—2,|< Ry} mit z.eC, und 0O=R,<R,<» 
holomorph, so gilt 
= ji ı( 9 
= (2-20) m „= | d. 1 

iz) = „Ze (2-20) mit ax Im) EN dd (1) 
Hierbei ist C={w | |w)=R}, RR< R<R,, mit der angegebenen Orientierung. Ist e>-0 
hinreichend klein, so ist (1) im Kreisring {z| RR, +e<|2—2u|< Ra—e} absolut und 
gleichmäßig konvergent. 


Bemerkung 1. Die Darstellung (1) en man Laurentreihe. Es ist 


fe) = 2 a (2 20)° + Z ar (<—20)® . 


— 


— ———. 
regulärer Teil Hauptteil 


Der reguläre Teil konvergiert für |2—z9| <= R,, und der Hauptteil konvergiert für |2—29) >}. 
Bemerkung 2. Aus dem Identitätssatz 15.3.3 kann man Kolgsedn Aussage ableiten: Ist f(z) aus 


dem Satz im Kreisring {z | R,<|2— 2, < Rs} als /a= 5 b; (z-2,)* darstellbar, so gilt b; =a;. 


für k=0, +1, +2,... Die a; in (1) sind also nen bestimmt. Das gilt dann insbesondere 
auch für Potenzreihen. 
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15.4.2. Singularitäten 


Definition. f(z) se? in der punktierten Kreisscheibe (z|0<12z—2,|<e} mit z,€C, 


holomorph. f{z)= I, ax (<—:0)* sei die zugehörige Laurentreihe. 


= —o 


(a) 2, heißt hebbare Singularität, falls a,=0 für k= —1, —2, —3,... gilt. 
(b) z, heißt Polstelle der Ordnung m, falls a_„=0 und a,=0 für k= —-m-1, 
—-m—2,...giüt. Hierbei ist m=1,2,3,... 


(€) 2, heißt wesentliche Singularität, falls z, weder eine hebbare Singularität, noch 
eine Polstelle ist. 


Bemerkung1. Im Fall einer hebbaren Singularität setzt man einfach f(z,) =“). Dann ist f(z) in 
der Kreisscheibe {z | 2—25|<=e} holomorph. Die Singularität ist verschwunden, und f(z)= 


= 3 a; (2<-:9)" ist eine normale Potenzreihenentwicklung in {z | 2 —2,/<=e}. Im Fall einer 


k=0 
Polstelle bei =, gilt 


1 
(z “ET Gm u ee Agrar, (—-20)+- Pe 


= 


Ist x, eine wesentliche Singularität, so enthält der Hauptteil (siehe Bemerkung 15.4.1/1) un- 
endlich viele Glieder mit nicht verschwindenden Koeffizienten #;. 


Satz. f(z) sei eine holomorphe Funktion in der punktierten Kreisscheibe iz | 0<|2— 2, = 
<e} mit zg€(C.. 

(a) 2, 7st genau dann eine hebbare Sinqularität, wenn |fz)| in einer Umgebung von 
zu beschränkt ist. 

(b) 2, ist genau dann eine Polstelle, wenn fiz)— = für zz, gilt. 

(e) (Satz von Casorati-Weierstraß). 2, ist genau dann eine wesentliche Singularität, 
wenn es zu jedem e>0, jedem 6>0 und jedem we(, ein zeC, mit 0<\2—:,|<e und 
fz) -w|<=ö gibt. 


Bemerkung 2. In der älteren Literatur heißt der Satz von Casorati-Weierstraß auch der Satz 
mit dem dreimal „beliebig“: Ist w€C, ein beliebiger Punkt, so gibt es in jeder beliebigen Um- 
gebung von x, Punkte z, deren Bilder /(z) dem Punkt ww beliebig nahe kommen. Die Funktions- 
werte f(z) werden also in der Nähe von 2, furchtbar durcheinander gewirbelt. Ist z, dagegen 
eine Polstelle, so können wir in natürlicher Weise f(z,) == setzen. =, ist dann eine harmlose 
Singularität, die wir mit in das Definitionsgebiet von f aufnehmen können. 


Bemerkung 3. Bisher war »€C,. Ist ==», so setzen wir, entsprechend dem Verfahren aus 
1 
15.1.1., 9(2)=f (-) und betrachten g(z) ineiner Umgebung von 0. Ist f(z) holomorph für |2]=N, 


P 1 e 
so ist 9(z) holomorph für 0< 2) Bi; . Dann ist 


1 < k_ —S 18 
S\zjs@= 2 a= 2 ar): 
z k 


also 
er [1 = 
fi) = > 7 rk 2 a_,.E + B3 a_.2h . 
k=-o k=—o k=i 
-— —_—— 
regulärer Teil Hauptteil 
Eine Polstelle bei z,= = hat also die Form a _ me" +0 _m+ı2 m "14... 
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15.4.3. Systematische Funktionentheorie, rationale Funktionen 


Ist G ein Gebiet in € (der komplexen Ebene einschließlich <<), so kann man sich 
nach der Gesamtheit der Funktionen f(z) erkundigen, die in @ holomorph sind. Oder 
man kann nach Funktionen /(z) fragen, die in @ als Singularitäten nur Polstellen 
besitzen (nach Bemerkung 15.4.2/2 wird fz,)== in einer Polstelle z, gesetzt). 
Untersuchungen dieser Art sind Gegenstand der systematischen Funktionentheorie. 
In einigen einfachen Fällen kann man abschließende Antworten geben. 


Satz. (a) Die Konstanten sind die einzigen holomorphen Funktionen in ©. 
(b) Die rationalen Funktionen sind die einzigen Funktionen, die in C als Singulari- 
Läten nur Pole besitzen. 


Bemerkung 1. Zur Konkurrenz sind in (b) natürlich nur Funktionen f(z) zugelassen, die in der 
Umgebung jedes Punktes z,€C entweder holomorph sind oder eine Polstelle im Sinne von 
Bemerkung 15.4.2/1 haben. Ist ==, so vergleiche man mit Def. 15.1.2/2 und Bemerkung 
15.4.2/3. Teil (a) ist im wesentlichen eine Folge von Satz 15.3.5. Daß die rationalen Funktionen 
n mn -] 
Rz) = | > 8) ( > Dr) mit komplexen Koeffizienten «a;, br und mit b„,=+0 sowie n= 
k=0 !=0 
=0,1,2,...undm=0,1,2,...in Önur Pole als Singularitäten haben, folgt aus der Partial- 
bruchzerlegung aus Satz 7.1.2, die auch für z€0, statt ze.R, gilt. 


Bemerkung 2. Funktionen f{z). die in C,=C\{=} holomorph sind, nennt man ganze Funktio- 
nen. Funktionen f(z), die in C', als Singularitäten nur Pole besitzen (und in der Umgebung 
anderer Stellen aus (, holomorph sind) nennt man meromorphe Funktionen. 


15.5.  Residuentheorie 
15.5.1. Der Residuensatz 


Satz.@ sei ein einfach zusammenhängendes Gebiet in O,. und sei eine glatte geschlos- 
sene Kurve in @. Sind z,, .... zy Punkte, die innerhalb von & liegen, und ist f{z) in 
ai) U {2}. ..Ufzy}) holomorph, so seien 

Ka= I one), 1=1,..., N, 


— 
k=—o 


die lokalen Laurententwieklungen. Es gilt 
Er N 
— 17) dz= D eı,-ı (Residuensatz) . (1) 
2ri € i=1 


Bemerkung 1. ce), —ı nennt man das Residuum an der Stelle 27. 
N R 1 5 
Bemerkung 2. Ist 2; eine einfache Polstelle, also f)= —— +c,0+. . ., so kann man ce, —ı aus 
2-4 


eı,—ı= lim (2-2) f(z) berechnen. Das ist die gleiche Technik wie bei der Partialbruchzerle- 


Euer 


gung in 7.1.2. 


Bemerkung 3. Wie bei vielen Integralsätzen der komplexen Funktionentheorie kann man sie 
in trickreicher Weise zur Berechnung reeller Integrale einsetzen (siehe z. B. Bemerkung 15.2.2/4). 


sin ® 
Wir wollen hier skizzieren, wie man das uneigentliche Riemannsche Integral ge —— dıe= 
sin ® 1 de A FEN ZB 
=2 [ " da: aus 7.2.1. berechnen kann. — (e? —e='?) ist in ©, =C-{»} holomorph (auch 
4 7 2iz 


0 
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im Punkt z=0). Ist z=x reell, so folgt 
ezt-e-z eit_e-ir sinr 


(Die holomorphe Funktion e wurde in 15.1.3. behandelt.) Aus dem Integralsatz von Cauchy, 
15.2.2, folgt R 


N 


sin x ’ ei? _e-iz 1 feiz 1 e-iz 
de= / Fee | Ne de 2 
4 © 2iz 2i P 2 2 . @) 
-N & 


wobei € der eingezeichnete Weg ist (obige rechte Skizze). Sind €; und €, die eingezeichneten 
Halbkreise, so folgt aus dem obigen Satz 


"el ” eiz ei en 
| Z«-=- j — de+2ni-1, de=— | 2 de, 


z % % ” z 


[6 & % & 
eiz 
wobei 1 das Residuum von — im Punkt Ö ist. Man kann jetzt abschätzen daß die Tntegrale 


z 


über &, und &, für N >» gegen 0 streben. Dann erhält man aus (2) 
"sin © 
| —— de=rn. 

J & 


Dr 


15.5.2. Das logarithmische Residuum 


Satz. 21, ...,2n seien Punkte in dem einfach zusammenhängenden Gebiet G in C\. 
Die Funktion f(z) sei holomorph in G@\({z1}U...Ufzu}) und besitze in 2; eine Pol- 
stelle der Ordnung N, k—1,...,n. Ferner besitze f{z) in G endlich viele Nullstellen 
Wer. Um; wobei wı eine Nullstelle der Ordnung M, ist, I=1,..., m. Umschließt 
die glalte Kurve & alle Null- und Polstellen von f(z), so gilt 

PH m n 
> | RG) de= 2. Mi- 2, N. (1) 


2rig 


I) 


Bemerkung 1. Bei 2; hat also f(z) eine lokale Laurententwicklung der Form 


fe) = 


pre 7 (er, ng tor, I. +1@ 2) +)» Cn-NkF0. 
2 —-2% 


Sr 
Ro 
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n 


Hierbei ist N;=1,2,... Somit ist I N; die Summe der Polstellen unter Berücksichtigung 
k=1 
der Vielfachheiten. Analog ist in einer Umgebung von wr 
M 
Ste) = - u) Man dans -w)+.... Ay. 
m 
Hierbei ist Mı=1, 2,... und I X: ist die Summe der Nullstellen unter Berücksichtigung 
I=1 
der Vielfachheiten. Aus diesen Entwicklungen ergibt sich 
fir. Be 
— Lu Del rk, 
fe) _) 2-% 8 
76) 7 &) 


(l+...) bei wr. 


Ten holomorph. Dann folgt (1) sofort aus (15.5.1/1). Die Be- 
zeichnung logarithmisches Residuum kommt von (2), da man die Residuen von (In f(z))' = 
A) berechnet. 

fa) 
Bemerkung 2. Unter Verwendung von (1) kann man den Fundamentalsatz der Algebra aus 
Satz 5.3.3/2 (und 15.3.6.) wie folgt beweisen. Man schätzt zuerst ab, daß alle Nullstellen von 


ve _ 


An allen anderen Stellen ist" 


N 
fi2)= 3 agef innerhalb eines Kreises C={z | |z)=R! liegen. Ferner ist 


k=0 ft (2) 
2] >R. Polstellen besitzt f(z) nicht. Aus (1) folgt nun 
on 1 n 1 (fk ) a 
n=2ri re | „tt F:%.) ze Ib 76) es M;. 


und das ist das gewünschte Resultat. 


15.5.3. Abbildungseigenschaften holomorpher Funktionen 


Satz 1. fz) sel in einer Umgebung eines Punktes zy<C, holomorph, und es gelte dort 
fe) =wo+on (2-20 tn et. 
mil c„#0. Dann gibt es eine Umgebung U von z, und eine Umgebung V von w, mit 


KT)=V.Istw EV mit wı #1, so A es genau n verschiedene Punkte 2, ... . , Zn aus 
U mi Ka)=w, für k=1,..., ı. Dagegen gibt es keinen Punkt zeU mit z+#2, und 
fe) =w. 


Bemerkung 1. Es ist f1D) ={w | 3z2ET mit f{2)=w}. Den Satz kann man in eleganter Weise 
mit Hilfe von Satz 15.5.2 beweisen. Ersetzt man nämlich in (15.5.2/1) f(2) durch f(z) —w,, so 
zählt das Integral die Anzahl der Stellen mit f(z)=wy. Auf die (notwendigen) Details können 
wir leider nicht eingehen. 


Satz 2 (Satz von der Gebietstreue). f{z) sei in einem Gebiet G in ©, holomorpk. Ist f(z) 
nicht konstant, so ist {{G)={w| 32 hr mit (2) = w} ebenfalls ein Gebiet im (,. 


Bemerkung 2. Dieser Satz folgt unmittelbar aus Satz 1. 


m Dm. 
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15.5.4. Umkehrfunktionen 


Satz. f(z) sei in einer Umgebung eines Punktes z,€ 0, holomorph. Es sei f({z,) =w, und. 
f'(z,) #0. Dann gibt es eine Umgebung U von z, und eine Umgebung V von ws, so daß 
U durch f(z) eineindeutig auf V abgebildet wird, die Umkehrfunktion z=g(w) in V 
holomorph ist und dort 
1 
(w=-— mi w=f(z 

w=7 e) f(2) 

gilt. 


Bemerkung. Der erste Teil des Satzes folgt sofort aus Satz 15.5.3/1. Der zweite Teil ist das 
komplexe Analogon zu Satz 3.1.4. 


15.6. _Holomorphe Fortsetzung 
15.6.1. Das Kreiskettenverfahren 


Ist /,(z) im Kreis X, holomorph und ist z,€ X,, so kann man /y(z) im Punkt :;, in 
eine Potenzreihe entwickeln: 


Ile) = Zar em. ) 


Ist K| ein Kreis um z,, so ist die absolute und gleichmäßige Konvergenz von (1) in 
K, gesichert, sofern K,c.K, gilt (Satz 15.3.2 und Bemerkung 15.3.2/2). Es kann 
jedoch passieren, daß die rechte Seite von (1) in einem Kreis K, absolut konvergiert. 
der über X, hinausragt (siehe Zeichnung). Nach Satz 15.1.3 ist die rechte Seite von 


K % 
y' > 
Ger 


(1) auch in diesem Fall in X, eine holomorphe Funktion. Somit erhalten wir eine 
holomorphe Fortsetzung von fy(z), nämlich 


a für zeKo; 
Et 

ie) 20 («—2)* für zeK;. 

k=0 

Die Iteration dieser Methode heißt Kreiskettenverfahren: Man versucht längs einer 
vorgegebenen glatten Kurve & in (, die Ausgangsfunktion fo(z) holomorph bis zu 
einem Punkt we®& fortzusetzen. Die fortgesetzte holomorphe Funktion heißt wieder 
f(z). Ob man den Punkt ww erreicht oder nicht, läßt sich im allgemeinen nicht sagen. 
Ferner entsteht die Frage, ob der Wert /{w) von den Kreisen im Kreiskettenver- 
fahren abhängt. 


Satz. Das Kreiskettenverfahren längs der Kurve & liefert einen Wert f{w), der uneb- 
hängig von der Auswahl der Kreise ist. 


Bemerkung. Statt /{w) muß man genauer fg(t) schreiben, da [{w) im allgemeinen von € (nicht 
aber von den Kreisen längs €) abhängt. 
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15.6.2. Der Monodromiesatz 


Satz (Monodromiesatz). fz) sei im Kreis K holomorph und lasse sich längs der 
glatten Kurven &, und E, im Sinne von 15.6.1. holomorph nach w fortsetzen. fe,(1) 
und [g,(w) seien die enisprechenden Werte. Existiert eine Schar {Es}o=s21 Jlatter Kurven, 
die das Gebiet zwischen &, und &, schlicht, lückenlos und stetig ausfüllen und ist f(z) 
längs jeder Kurve &, mittels eines Kreiskeitenverfahrens holomorph nach w fortsetzbar, 
50 gilt fs) =Ic,(w). 


Bemerkung. „Schlicht, lückenlos und stetig“ heißt folgendes: @, und G; sollen für t=s nur 
die Punkte z, und w gemeinsam haben (das gilt insbesondere auch für E, und €,), jeder Punkt 
in dem Gebiet zwischen &, und €, gehört zu einer Kurve @,, schließlich liegt &, dicht bei & 
wenn |s—t| klein ist. 


Bemerkung 2. Läßt sich f{z) vom Kreis K holomorph mittels Kreiskettenverfahren in das 
einfach zusammenhängende Gebiet @ fortsetzen, so ist die Fortsetzung eindeutig (insbesondere 
also wegunabhängig). Das folgt sofort aus dem obigen Satz. 


15.6.3. Riemannsche Flächen 


Ist das Gebiet G aus Bemerkung 15.6.2/2 nicht einfach zusammenhängend, so ist 
die Fortsetzung mittels Kreiskettenverfahren im allgemeinen wegabhängig. Ins- 
besondere kann man längs geschlossener Wege zu neuen Funktionswerten gelangen. 
Wir setzen /(z)=Yz längs des Einheitskreises € fort. Die Existenzfläche von Yz 
hatten wir am Ende von 5.3.2. beschrieben. Auf dem Einheitskreis ist z=e‘? und 


:® 
u. pe 

Yz =e ?. Beginnt man etwa mit YL=1 (d.h.g=0), so erhält man nach einem vollen 

2r 
Umlauf mittels Kreiskettenverfahren den Wert e ? =e!"= -1. Diese Mehrdeutig- 

179 + 

TEE) RE u 
“0 1 a 7° 


= 


keit vermeidet man durch Einführung der Riemannschen Fläche für Yz im Sinne 
von 5.3.2.: Zwei Blätter mit den „Windungspunkten‘“ O0 und ® und einem Schlitz, 
der diese beiden Windungspunkte verbindet und längs dessen die beiden Blätter 
miteinander verheftet sind. (Der Weg dieses Schlitzes ist belanglos.) Das Kreis- 
kettenverfahren auf der Riemannschen Fläche für Yz ist dagegen wegunabhängig. 
Das gibt die Möglichkeit, Riemannsche Flächen für beliebige holomorphe Funktio- 
nen /(z) zu konstruieren. f(z) sei eine beliebige holomorphe Funktion in einem Kreis 
K. Durch maximale Ausschöpfung des Kreiskettenverfahrens erhält man dann die 
11* 
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Riemannsche Fläche (Existenzfläche) für f(z). Führt man diese Verfahren für 
fiz) =1In x durch und beginnt man mit einem Kreis um2=1 und dem Funktionswert 
fi)=1In 1=0, so gelangt man zur Riemannschen Fläche für In = aus 5.3.1. Ein 
anderes Beispiel ist 


fe) =V@- 21) (22) (&- 23) @-29), 2j#+2%. 
Es zeigt sich, daß die zugehörige Existenzfläche aus 2 Blättern mit den 4 Windungs- 
punkten z;. 2, 2, und z, besteht mit den angegebenen Verheftungen. Man kann 
leicht ausprobieren, daß das Kreiskettenverfahren auf dieser Riemannschen Fläche 
für /(z) wegunabhängig ist. Zu Riemannschen Flächen ist noch viel zu sagen, ins- 
besondere sind die obigen unscharfen Formulierungen präzisionsbedürftig. Eine 
schöne Darstellung findet man in [3]. 


15.7.  Konforme Abbildungen 
15.7.1. Grundeigenschaften 


Definition. Eine stetig differenzierbare eineindeutige Abbildung u=u(e. y),v=vlx, y) 
eines Gebietes G in Ry=(, auf ein Gebiet @' in Ra heißt konform, falls Winkel ein- 
schließlich ihrer Orientierungen ungeändert bleiben. 


Bemerkung 1. Gemeint ist folgendes. Die stetig differenzierbare Abbildung v=u(z, y), 
v=v(x, y) bildet @ eineindeutig auf @’ ab. Betrachtet werden zwei stetig differenzierbare Kurven 
G, und &; in 6, deren Tangenten den Winkel & einschließen sollen. Hierbei wird & von €, nach 
G, im mathematisch positiven Sinne gemessen (Orientierung). Die Abbildung heißt nun kon- 
form, falls die Tangenten der Bildkurven GC; und &; den gleichen Winkel &, einschließlich 
seiner Orientierung, einschließen. 


xy) 


N 
+9 


Spiegelung <2r7 
7 


Bemerkung 2. Sind « und b reelle Zahlen, so ist die Translation v=r+a, v=y+b in Rs, eine 
konforme Abbildung. Dagegen ist die Spiegelung v=x,v=—y nicht konform: Die Größe der 
Winkel bleibt erhalten, nicht aber die Orientierung. 


Satz 1. Bildet die nicht-konstante holomorphe Funktion f(z) das Gebiet G in Ü, einein- 
deutig auf @' =f{@G) ab, so ist f{z) eine konforme Abbildung. Hierbei ist @' wieder ein 
zebiet. 


Bemerkung 3. Daß 6° wieder ein Gebiet ist, folgt aus Satz 15.5.3/2. Da die Abbildung f(z) 
eineindeutig sein soll, ergibt sich ferner aus Satz 15.5.3/1, daß f’(z)+0 für jeden Punkt z€@ 
gelten muß. 
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Satz 2. sei eine stückweise glatte geschlossene Kurve, die ein beschränktes Gebiet 
G in ©, einschließt, 21, - - - ,zx seien Punkte auf E, die insbesondere alle Eckpunkte 
N 


von erfassen. 2) sei in Au {er} holomorph und in @ stetig. Ist die Abbildung 


ze& > fz)cC’=/(E) eineindeutig, so vermitlell Kz) eine konforme Abbildung von G auf 
das von der Kurve & eingeschlossene Gebiet @'. 


Bemerkung 4. 2)... ., zy} umfaßt also die Gesamtheit aller Eckpunkte von &. in denen glatte 
Kurvenstücke zusammentreffen, sowie eventuelle weitere Punkte auf den glatten Kurven- 
stücken. Glatt heißt hier einmal stetig differenzierbar. Ferner lassen wir zu, daß & (wie in der 
Zeiehnung angedeutet) aus mehreren zusammenhängenden Randkomponenten DERERE Fi} 


N 
holomorph in @\ U fzg} heißt, daß f{z) in einer Umgebung T(z,) jedes Punktes z,.@\ J {22} 
holomorph ist. *=1 k=1 


Bemerkung 5. Der Wert des Satzes besteht darin, daß man nur noch die Bilder der Ränder 
betrachten muß. 


15.7.2. Der Riemannsche Abbildungssaiz 


Lemma. Ist f{z) eine holomorphe Funktion, die den Einheüskreis {z| \z|<=1} konform 
auf sich abbildet, und gilt 0) =0 und F(0)>0, so ist f(z) =z die identische Abbildung. 


Bemerkung 1. Verlangt wird also, daß f(z) den Einheitskreis X={z | z2|=1} konform auf 
J(K)=K abbildet und die Zusatzbedingungen f{0)=0 und (0) =0 erfüllt. Ausgesagt wird, 
daß nur f{z)=z diese Eigenschaften hat. Das ist ein erster wesentlicher Schritt, um alle kon- 
formen Abbildungen f{z) zu bestimmen, die K auf sich abbilden, vgl. Satz 15.8.7. 


Bemerkung 2. Im Zusammenhang mit dem Lemma ergibt sich folgendes Problem: Welche 
Gebiete G in C kann man eineindeutig durch holomorphe Funktionen auf den Einheitskreis X 
abbilden? Es kann jetzt =£@ sein. Ist @ ein Gebiet in C',, so zeigt Satz 15.7.1/1, daß diese 
Abbildung dann konform im obigen Sinne ist. Man spricht deshalb auch im Fall beliebiger 
Gebiete ( in € von konformer Abbildung und meint eineindeutige Abbildungen durch holo- 
morphe Funktionen. 


Satz (Iiemannscher Abbildungssatz). @ sei ein einfach zusammenhüngendes Gebiet in 
C, das mindestens zwei verschiedene Randpunkte besitzt. Ferner sei z,E@ mil == 
und O=9=2r. Dann gibt es genau eine konforme Abbildung fiz) vor @ auf K=|\x 
z]=1} mit f(z,)=0 und (29) (2) e'?. 


Bemerkung 3. Es ist also f(G)=K, wobei man noch vorschreiben kann, welcher Punkt z,=# = 
aus @ auf 0 abgebildet wird und wie groß arg f’(z,) ist. Die Unitätsaussage folgt relativ leicht 
aus dem Lemma. Der Beweis der Existenz einer konformen Abbildung mit den gewünschten 
Eigenschaften ist dagegen kompliziert. 


Bemerkung 4. Da G mindestens zwei verschiedene Randpunkte x, und x, besitzt und einfach 
zusammenhängend ist, gibt es auch eine Rurve von 2, nach z,, die nur aus Randpunkten be- 


steht. Ist etwa @=(C\G, wobei C eine Kurve von x, nach z, in € ist (siehe Zeichnung), so ist 
dies ein einfach zusammenhängendes Gebiet, da man jede geschlossene Kurve in @ nötigenfalls 
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über den Punkt = auf einen Punkt zusammenziehen kann (man vergleiche mit der entspre- 
chenden Situation auf der Riemannschen Zahlenkugel). Es werden nur zwei Typen von einfach 
zusammenhängenden Gebieten nicht erfaßt, nämlich die Vollebene € und die punktierte Voll- 
ebene O\{zo}. Man sieht leicht, daß man C\fz,} konform auf C\{=}=(, abbilden kann. 
Ferner sieht man relativ leicht, daß man weder C' noch €‘, konform auf K=/z | |2| 1} abbilden 
kann. Schließlich ist es auch nicht möglich, € konform auf C, abzubilden. Damit kann man die 
Gesamtheit der einfach zusammenhängenden Gebiete in € in 3 Konformtypen einteilen: K, 
C, und ©. 


15.5. Lineare Transformationen 
15.8.1. Konforme Abbildungen von C und ©} 


Am Schluß von 15.7.2. hatten wir festgestellt, daß es für einfach zusammenhän- 
gende Gebiete in € drei Konformtypen gibt, nämlich den Einheitskreis K, die end- 
liche Ebene C, und die Vollebene ©. Damit ist es von Interesse, die Gesamtheit der 
konformen Abbildungen zu ermitteln, die C auf sich, ©, auf sich und K auf sich 
abbilden. Auf den Fall des Einheitskreises kommen wir in 15.8.7. zurück. 


Satz. (a) f(z) ist genau dann eine konforme Abbildung von C auf C, wenn entweder 


i@)= > +c oder f{z)=az+b gilt. Hierbei sind a, b, ce komplexe Zahlen mit a=0. 
(b) fz) ist genau dann eine konforme Abbildung von C, auf C,, wenn fz)=az+b 
gilt. Hierbei sind a und b komplexe Zahlen mit a=0. 


15.8.2. Die Gruppe der linearen Transformationen 


Eine konforme Abbildung von C' auf sich heißt lineare Transformation (genauer: 
gebrochen-lineare Transformation). Aus Satz 15.8.1(a) folgert man, daß L(z) genau 
dann eine lineare Transformation ist, wenn 


19-2 mit ad-bce+D ) 


i az+b 
lt. Ist L(2)= 
BIETEN cz +d 


nnsere Zwecke uninteressant. 


mit ad—be=0 und |e|+ld|>0, so ist L(z) konstant und für 


Satz. (a) Die linearen Abbildungen bilden eine Gruppe mit der identischen Abbildung 
als 1-Element und der Gruppenmultiplikation LLs: (LLs)(@)=Ly(Ls(2)), zeC, Li 
und L, lineare Transformationen. 

(b) Jede lineare Transformation läßt sich als endliches Produkt spezieller linearer 
Transformationen der Form 


1 
L(z)=z+b, Lo)=az und Lz()= = 


darstellen. Hierbei sind a und b komplexe Zahlen mit a=0. 


Bemerkung. Im allgemeinen ist Z,L,+L,L,, die Gruppe ist also nicht kommutativ. 
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15.8.3. Kreisinvarianz 


Satz. Die Gesamtheit aller Geraden und Kreise in Ü geht bei einer linearen Transfor- 
mation in sich über. 


Bemerkung 1. Betrachtet man Geraden als spezielle Kreise, die durch & gehen, so kann man 
den Satz auch wie folgt formulieren: Bei Anwendung einer linearen Transformation geht ein 


1 
Kreis wieder in einen Kreis über. Ein Kreis, der durch den Nullpunkt geht, wird bei L(z) sr 
in eine Gerade transformiert und umgekehrt. 


Bemerkung 2. Man braucht den Satz nur für die drei Standardtypen aus Satz 15.8.2(b) zu 
beweisen, den Rest erledigt Satz 15.8.2(b). 


15.8.4. Abbildungseigensehaften und Doppelverhältnisse 


Satz 1. z,, 25, 2, seien drei verschiedene Punkte in C©. Ferner seien wı, ws, wy drei ver- 
schiedene Punkte in C. Dann gibt es genau eine lineare Transformation Liz) mit 
Liz;)= [2777 für k= 1% 2, 3. 


Bemerkung 1. Man kann also 3 Originalpunkte und 3 Bildpunkte frei vorgeben. Sind alle 6 
Punkte von » verschieden, so leistet w=_L(z) mit 


ne: =—= = — 22 (1) 
das Gewünschte. 


Satz 2 (Invarianz des Doppelverhältnisses). Ist L(z) eine lineare Transformation und 
ı0.= L(2;) für k=1, 2, 3, 4, wobei die Punkte 2; paarweise verschieden sind, so ist 
uU—W WW Au 2%3—29 


Mh (2) 


W- U Wow 4 a 
Bemerkung 2. Man erhält (2) aus (1) und der Unitätsaussage von Satz 1. Ist einer der Punkte 


<<, so rechnet man mit & in der üblichen Weise, wobei EN: gesetzt wird.! 


15.8.5. Fixpunkte und Abbildungstypen 


Satz. Eine lineare Transformation, die nicht gleich der identischen Transformation 
ist, besitzt entweder genau einen Fixpunkt oder genau zwei Fixpunkte. 

az+-b 
Bemerkung. Gesucht werden also Punkte z€C mit arg ie=:. Ein solcher Punkt heißt 
Fixpunkt. «ist hierbei als Kandidat zugelassen. Für die identische Transformation L(z2)=z 
ist natürlich jeder Punkt z€eC' Fixpunkt. Ist Z(z) nicht die identische Transformation, so hat 


_. az+b 
die Gleichung nz 


RI ae entweder eine oder zwei Lösungen. 


Typeneinteilung: Hat die lineare Transformation L,(z) genau einen Fixpunkt und 
ist: dieser Fixpunkt &, so ist Ly(2)=2+b, wobei b eine komplexe Zahl mit b=+0 ist. 
Hat die lineare Transformation Z,(z) genau zwei Fixpunkte und sind 0 und diese 
Fixpunkte, so ist L,(z)=az, wobei a eine komplexe Zahl mit «+0 und «#1 ist. Die 
beiden Standardtypen sind also 


Lo@)=2+b und Lie)=az mit b=+0, a=+0, a+l. (1) 
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Ist L= L(z) eine beliebige lineare Transformation, die nicht gleich der Identität ist, 
so gibt es eine lineare Transformation 7, so dab 


entweder L=1Lul"! oder L=IL,l-! (2) 


gilt. 771 ist die zu Z inverse "Transformation. Im ersten Fall hat / genau einen Fix- 
punkt und im zweiten Fall genau zwei Fixpunkte. (2, und L, haben die Bedeutung 
aus (1)). 


Parabolisehes Kreishüschel: Z,(2)=2—b ist eine "Translation. 


u? 
NR 
x“ DD ya ul 1 
ei X x x 
Kay x Rx — 
va: 


Bei iterativer Anwendung von Z, laufen die Punkte z aus (' auf den ausgezogenen 
Geraden, wobei die orthogonalen gestrichelten Geraden die Abstände von Original- 
und Bildpunkt angeben. Die ausgezogenen Geraden sind also die Bahnkurven, und 
die gestrichelten Geraden geben den Takt bei iterativer Anwendung von Z, an. Bei 
Anwendung von ! geht dieses Bild in ein parabolisches Kreisbüschel über: das folgt 
aus der Kreisinvarianz und der Konformität. Besitzt ZL genau einen Fixpunkt, so 
kann man die erste Formel in (2) anwenden: Die ausgezogenen Kreise sind dann die 
Bahnkurven, und die gestrichelten Kreise geben den Takt bei iterativer Anwendung 
von L an. Der Büschelpunkt. wo sich alle Kreise treffen, ist der Fixpunkt. 


Elliptiseh-hyperbolisches Kreisbüschel: Betrachtet man 2, (2) =«z mit @>=0, so erhält 
man eine Streckung. Die Bahnkurven sind die Geraden durch den Nullpunkt, und 
die konzentrischen Kreise um den Nullpurkt geben den Takt an. Ist «=e'r, g reell, 
so ist Z, eine Drehung. Man erhält das gleiche Bild, nur daß jetzt die Kreise die 
Bahnkurven sind und die Geraden den Takt angeben. Wendet man hierauf eine 
lineare Transformation an, so erhält man ein elliptisch-hyperboelisches Kreisbüschel. 
Das hyperbolische Kreisbüschel besteht aus allen Kreisen, die durch die Punkte z, 
und z, gehen (dem entsprechen die Geraden durch O0). Das elliptische Kreisbüschel 
besteht aus allen dazu orthogonalen Kreisen (dem entsprechen die Kreise mit O als 
Mittelpunkt). Besitzt L genau zwei Fixpunkte, so kann man die zweite Formel in (2) 
anwenden. z, und 2; sind dann die Fixpunkte. Ist in der zugehörigen Standard- 
transformation Z, entweder «a =0 oder a =", so sind die Kreise des elliptisch-hyper- 
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bolischen Büschels die entsprechenden Bahnkurven. Im allgemeinen Fall ist Z (2) = 
=4z mit a=|a| ei® eine Drehstreckung. Derartige Abbildungen nennt man auch 
loxodromische Abbildungen. 


15.8.6. Das Spiegelungsprinzip 


Ist K ein Kreis mit a@C, als Mittelpunkt und R>O als Radius, so heißen die 
Punkte z, und z, Spiegelpunkte (bezüglich K), falls 2,—a= Re, 2, —a= Ryelr und 
Rolf = R? gilt. Für Geraden haben Spiegelpunkte die übliche Bedeutung. 


Satz. Bei linearen Transformationen gehen Spiegelpunkte wieder in Spiegelpunkte 
über. 


Bemerkung. Da bei linearen Transformationen Kreise in Kreise übergehen, ist die Aussage 
des Satzes sinnvoll. (Geraden werden wie üblich als spezielle Kreise betrachtet.) 


15.8.7. Konforme Abbildungen des Einheitskreises 


In Ergänzung zu Satz 15.8.1 bestimmen wir die konformen Abbildungen des Ein- 
heitskreises K = {z | |2|<1} auf sich. 

. ; j ar .. 2-4 

Satz. fiz) ist genau dann eine konforme Abbildung von Kauf K, wenn f{z) =e!T* —— 

At 


mit acC),, |a\=1, OEP<2r ist. 


Bemerkung 1. Man kann den Satz relativ leicht auf Satz 15.8.6 und Lemma 15.7.2 zurück- 


führen: f{z) sei eine konforme Abbildung von K auf K mit f{a)=0 und «a =. Ist A(z) = _g:% 
ö : a; ER BR: R EB 
gilt kka)=0.h|—)==. Da a und — Spiegelpunkte am Einheitskreis sind, müssen O0 und = 
ä ä 


Spiegelpunkte am Bild des Einheitskreises sein. Das ist aber nur möglich, wenn dieses Bild ein 
Kreis mit Null als Mittelpunkt ist. Aus |A(1)|=1 folgt, daß dieses Bild wieder der Einheitskreis 
ist. h(z) bildet also den Einheitskreis auf sich ab. Ist g(z2}=f(h”"{z)), so ist g(z) eine konforme 
Abbildung von K auf sich, und es gilt g(0)=0. Der Rest folgt jetzt aus Lemma 15.7.2. 


Bemerkung 2. Die Transformationen des Einheitskreises auf sich bilden eine Untergruppe der 
Gruppe aller linearer Tranformationen. 


15.9. Spezielle Funktionen 
15.9.1. Die Funktionen e* und In z 


Die holomorphe Funktion e* wurde in 15.1.3. und 5.4.6. behandelt. Bezüglich der 
holomorphen Funktion In z verweisen wir auf 15.1.4,, 5.3.1. und 15.3.2. Die bekann- 
ten Eigenschaften der reellen Funktionen e” und In x übertragen sich auf e® und Inz: 
Für beliebige komplexe Zahlen z, und x, und z=0 gilt 

eAtrz=eiiet und el!=z, (1) 
Hierbei spielt es keine Rolle, in welchem Zweig der Wert von Inz genommen 
wird: Es ist (In 2)2= (In 2), + 2rik nnd e?*=1. Relationen der Form (1) kann man 


einfach beweisen: f(z) = e" ®—z ist holomorph und (x) =0 für x reell, «#0. Aus dem 
Identitätssatz 15.3.3 folgt dann /(z)=0. Mit anderen Worten: Man kann Identitäten 


170 15. Funktionentheorie 15.9.2. 
für reelle Funktionen auf komplexe Funktionen ausdehnen, sofern die betrachteten 
Funktionen holomorph sind. 


Abbildungseigenschaften: Aus e?=e?el für z=x-+iy liest man leicht folgende Ab- 
bildungseigenschaften ab: e? bildet den Streifen {2 | 0<Im z<2r} konform auf die 
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Er 
a 
— fi} _—- 


längs der positiven Halbachse geschlitzte Ebene ab. e* bildet den Streifen {z | 0< 
<Im z<r} konform auf die obere Halbebene ab. Hierbei gehen die markierten 
Geraden in die entsprechenden Geraden und Kreise über. 


15.9.2. Die Funktionen sin z, eos z, tan z und eot = 


Wir dehnen die Potenzreihenentwicklungen für sin x und cos x aus 5.4.5. von R, 
auf die komplexe Ebene aus. Für z€C, sei also 


. 2 2 zü 2 2A 
=2--4+0- +... cs2z=1l-—- + - +... 
sin z ETAE-T sr und cosz=1 sitz sr A 
P sin z co8 2 e . . . 
sowie tan 2= und eot z= . Der Konvergenzradius beider Reihen ist = 
cos? in z 


(vgl. 5.4.1.). Aus Satz 15.1.3 folgt dann, daß sin z und cos z holomorphe Funktionen 
in [of sind. 


Satz. Alle Aussagen aus Satz 5.2.1 bleiben richtig, wenn man x€ R, durch zeC\, und 
yeR, durch weÜ\, ersetzt. 


Bemerkung. Wie in 15.9.1. angedeutet, beweist man den Satz, indem man Satz 15.3.3 und die 
entsprechenden Aussagen für reelle z und w benutzt. Ferner gilt für alle z£C, 


Ih 5 ; 1 N 
sin =>; (e?-eri?), cos2=Z (ei? +e-iz), 
2i 2 


; een 
So ist z. B. sin i=;; (e 1-e), 


- 


tanz 


8 


| 
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. ei? _e-i: 


Abbhildungseigenschaften: Aus tan z= —i und den Abbildungseigenschaf- 


eiz +e —iz 


ten von e? folgt, daß tan z den Streifen 1 | [Bez] 3) konform auf den Einheits- 
kreis abbildet. « 


15.9.3. Partialbruchzerlegung für cot = 


j } ru coS 2 
Aus den Potenzreihenentwicklungen für sin z und cos z folgt, daß cot 2=— > 
sin 


bei 0 die Laurententwicklung 


„2 
1--+ 
2 z 
cot ee ee a (1) 


2? 2 8 
2 (1-5+-- ) 


hat. Da cot z die Periode r hat, ist 


der Hauptteil der Laurentreihe an der 


z— kr 
Stelle 4. Hierbei ist & eine ganze Zahl. Außer diesen einfachen Polstellen besitzt 
cot z keine weiteren Polstellen. 

1 z-krn z+irn 


jeder Stelle z, die keine Polstelle ist, gleichmäßig konvergiert. 


Satz 1. Es ist cot er | ,‚ wobei die Reihe in einer Umgebung 
* k 


Bemerkung1. Das ist ein unendliches Analogon der Partialbruchzerlegung aus 7.1.2. Es 
werden also einfach alle Hauptteile gesammelt, wobei man Konvergenz erreicht, wenn man die 
Hauptteile mit kr und — kr zusammenfaßt. 


ee 
Satz 2. Esist I =. (2) 
Kuh 6 
; ” 1 1 z ae Ne 
Bemerkung 2. Entwickelt man 3 + = % 555 bei 0 in eine Potenz- 
kıhe-kr zn) „ei 2?-kin? 
reihe, so folgt: 
1 = 1 
eotz=—-—-% 7 at &)% (3) 
z k=1? 


Vergleich mit (1) liefert sofort (2). In gleicher Weise kann man in (1) und (3) die Koeffizienten 
bei z°, z°,... vergleichen. Man erhält dann 


16. Prinzipien der Hydrodynamik ebener Strömungen 


16.1. Die Grundgleichungen der Hydrodynamik 
16.1.1. Vorbemerkungen zur Modellbildung 


In den nächsten drei Abschnitten gehen wir folgenden Weg zur Bildung eines 
mathematischen Modells für das phy sikalische Problem ebener Strömungen: 

1. Durch heuristische Betrachtungen versuchen wir mathematische Aussagen 
zu finden, die das physikalische Problem charakterisieren. In unserem Fall ist das 
die formelmäßige Umsetzung. wann eine ebene Strömung quellenfrei und zirkı- 
lationsfrei ist (16.1.2.). 

2. Eine innermathematische Formulierung des Problems, die sich aus diesen 
Untersuchungen ergibt: Die reelle Fassung der Grundgleichungen der Hydrody- 
namik (16.1.3.). 

3. Innermathematische Umformulierung des Problems, wobei nach einem mög- 
lichst schlagkräftigen Instrumentarium Ausschau gehalten wird: Komplexe Fassung 
der Grundgleichungen der Hydrodynamik (16.1.3.). 

4. Axiomatisierung im Sinne von 12.1.2. Die mathematische Theorie steht an der 
Spitze (in unserem Fall ist sie sehr einfach), die Physik wird durch Übersetzung und 
Interpretation angeschlossen (16.1.4.). 


16.1.2.  Quellenfreie und zirkulationsireie Strömungen 


Es werden Strömungen betrachtet, die man näherungsweise als ebene Strömun- 
gen ansehen kann, z. B. Strömungen an der Wasseroberfläche oder Luftströmungen, 
bei denen man eine Dimension vernachlässigen kann. Die fließenden Teilchen be- 
wegen sich mit einer gewissen (Geschwindigkeit. Ihre Bahnen heißen Stromlinien. 
Sie können in der x,y-Ebene durch den Geschwindigkeitsvektor »w(x. y)=(plx; y), 


q(x, y)) gekennzeichnet werden. ||) = Yp?+q2 ist dann die Größe der Geschwindig- 


+ x 


dy gie. Yy) 
da wi Y) 
enthält bereits eine erste wesentliche Voraussetzung: Es werden nur stationäre 
ebene Strömungen betrachtet, also Strömungen, die von der Zeit unabhängig sind. 
Ferner verlangen wir, daß diese Strömungen keine Quellen, keine Senken und 
keine Wirbel haben. Hierzu betrachten wir ein einfach zusammenhängendes Ge- 


keit, und — bestimmt die Richtung der Stromlinie. Diese Formulierung 
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biet Q mit glattenı Rand 22, das ganz im Stromgebiet @ liegt. Quellen- und senken- 
frei heißt, daß die Menge an Flüssigkeit (oder Luft usw.), die in einer Zeiteinheit 
in 2 hineinfließt, gleich der Menge ist, die in dieser Zeiteinheit aus @ herausfließt. 
ds sei das Linienelement von 22 und » die äußere Normale. Dann fließt in einer 
Zeiteinheit durch ds die Menge ec : ds - cos (r, w) |w|=e ds r - ıw, wobei ce ein Propor- 
tionalitätsfaktor ist. w,=r- w ist die Normalkomponente von ıw. Quellen- und 


senkenfrei heißt also [ w,ds=0 für jedes derartige Gebiet 2. Es ist v= (cos (», X), 
v2 
cos (», y)) und somit w,=p cos (r, x)+gq cos (v, y). Aus Satz 9.3.1/2 folgt dann 


"(ep € El ler ade j a 
| (e+2) di dy=0. Da dies für jedes zulässige Gebiet 2 gelten muß, erhält 
" \ox ey 


2 


man schließlich 


pl, ı eale, y\ s ’ 
re 9) „a 9) =0 im Stromgebiet @ . (1) 
[a ey 


Der Vektor i=(-cos (r, y). cos (v, «)) ist orthogonal zu » und somit der normierte 


Tangentenvektor an die Kurve öß. Dann ist w=w-1= —p cos (r, y)+q cos (v, ir) 
die Tangentialkomponente von ww. Lokal zirkulationsfrei heißt dann [ u, ds=0 für 
in 


jedes zulässige Gebiet 2. Aus der obigen Darstellung für ı; und Satz 9.3.1/1 folgt 
ep € : B B 
dann N ” = =) dx dy=0. Da dies für jedes zulässige Gebiet 2 gelten muß, er- 
ey ex 
2 { / 
hält man schließlich 


eplz, u) eglr. y) 


- =0 im Stromgebiet @. (2) 
oy [af ä i 


16.1.3. Reelle und komplexe Grundgleichungen 


Grundgleichungen (reelle Variante). Es seien p(x, y) und y(x, y) in einem Gebiet G@ im 
Rs, stetige und stetig differenzierbare reelle Funktionen, die dort den Bedingungen 


Erle, Y) „ale; N Ba, Y) „ae N_g a) 
öx ey ey ex 
genügen. Die Stromlinien der zugehörigen ebenen quellen-, senken- und zirkula- 
tionsfreien Strömung sind die Lösungen der Differentialgleichung px, y) dy— 
—g(x, y) de=0. Der Geschwindigkeitsvektor der Strömung im Punkt (x, y)C@ ist 

w(x, y)= (plz. y). dla; W)- 
dy ale. y) 


— =——, Nach den Existenz- und Unitätssätzen für 
de pe. y) 


gewöhnliche Differentialgleichungen aus Kap. 4 gibt es dann (zumindest lokal) durch jeden. 
Punkt (x. 49) €G genau eine Stromlinie. Aus (1) folgt, daß pdy —gdx = eine exakte Differential- 
gleichung im Sinne von 10.1.4. ist. 


Bemerkung 1. Ist plz, yJ=U, so ist 


Die Stromfunktion: Die obige Fassung reduziert das Problem auf das Lösen ge- 
wöhnlicher exakter Differentialgleichungen. Hierbei ist die Rolle, die die Bedingun- 
gen (1) spielen, nicht ganz klar. Man wird versuchen, eine Fassung zu finden, bei der 
die Bedingungen (1) in natürlicher Weise berücksichtigt werden. @ sei wieder ein 
Gebiet im R, und P,<@ ein fixierter Punkt. Ist y eine stetig differenzierbare Kurve 
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in G, die P, mit Pr (x, y)€@ verbindet, so setzen wir 


d d 
uw, d= | (pe Drang) % &) 


7 


" d d 
=) (men D-06 DZ) ®. ) 


wobei y durch (&(s), n(s)) mit der Bogenlänge s als Parameter gegeben ist. v(x, %) 
heißt Geschwindigkeitspotential, v(x, y) Strömungsfunktion und fz)=f(x+iy)= 
=ulx, y)+iv(z, y) Stromfunktion. 


Satz 1.@ sei ein einfach zusammenhängendes Gebiet im Rs. Dann sind u(z, y) und 
v(z, y) wegunabhängig und genügen in @ den Cauchy-Riemannschen Differential- 
gleichungen 
ou eu ev 
= =p(% und ——= - — =qls, y). 4 
fz) ist in @ holomorph. 


Bemerkung 2. v(x, y) und v(w, y) sind vom Weg y unabhängig. Ersetzt man also in (2) und (3) 
die Kurve y durch eine andere Kurve y’ (siehe Zeichnung), so bleiben die Werte von u(z, y) 
und v(z, y) ungeändert. Das rechtfertigt auch die Bezeichnungen (sonst hätte man in (2) und 
(3) etwa u, statt u und », statt v setzen müssen). ZumBeweis der Wegunabhängigkeit benötigt 
man in natürlicher Weise (1). Ein Problem der gleichen Art hatten wir in 10.1.4. behandelt. 
Daß f(z) holomorph ist, falls (4) gilt, folgt aus Satz 15.1.4/1. 


Satz 2. Unter den Vorausselzungen von Satz 1 ist w(z, y)=f'(z) der Geschwindigkeits- 
vektor. Die Stromlinien bestimmen sich aus v(x, y) Ze. 


Bemerkung 3. Die erste Aussage folgt aus 


zZ _ uw u 
I) a irtru=u, 


wobei ıw(z, y) jetzt als komplexe Zahl dargestellt wird, sowie Real- und Imaginärteil die Kom- 
ponenten des Vektors w(x, y) sind. Die zweite Aussage ergibt sich aus Satz 10.1.4, da die 
dortige Funktion M(x, y) mit der obigen Funktion v(x, y) übereinstimmt (siehe Bemerkung 1). 


Grundgleichungen (komplexe Variante): @ sei ein einfach zusammenhängendes Ge- 
biet im Ro, und p(z, y) und g(x, y) seien die Funktionen aus der reellen Variante der 
Grundgleichungen. Haben v(x, y) und f(z) die obige Bedeutung, so berechnen sich 


die Stromlinien aus v(x, y) =c und der Geschwindigkeitsvektor aus w(z, y)=f’()- 


Bemerkung 4. Störend an dieser Fassung ist die einschränkende Bedingung, daß @ einfach 
zusammenhängend ist. 


16.1.4. Das mathematische Modell 


Axiom. Ist @ ein beliebiges Gebiet im Rs, so wird eine ebene quellen-, senken- und lokal 
zirkulationsfreie Strömung durch eine in G holomorphe Funktion f(z) beschrieben. Die 
Stromlinien berechnen sich aus Im f{z)=c, und der Geschwindigkeitsvektor ist durch 


w(x, y)=f'(z) gegeben. 
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ou 
Bemerkung 1. Ist f(z)=u(z, y) +iv(&, y), so ist also wie, y)=(p(&, y), g(&, y)) mit ?=-.- 
{) wo 

5 und g= u Hieraus folgt 

—=——- —=0 in@. 

De dy du de 0 in 
dv DZ 

Somit ist (16.1.3/1) erfüllt. Aus v(z,y)=ec ergibt sich Me er dy=pdy—gqdx. Damit 
haben wir einen lückenlosen Anschluß an die reelle Variante der Grundgleichungen aus 16.1.3. 
erreicht, Außerdem sind wir die unangenehme Zusatzbedingung aus der komplexen Variante 
der Grundgleichungen, daß @ einfach zusammenhängend ist, los geworden. 


Das Modell: Im Sinne von 12.1.2. haben wir also folgende Situation: Die mathe- 
matische Theorie besteht in der Bestimmung der Niveaulinien c=v(z, y)=Im (2) 
holomorpher Funktionen f(z). Ist eine konkrete Strömung gegeben, so entsteht das 
Übersetzungsproblem: Finden (oder Erraten) der holomorphen Stromfunktion 
f(z). Die Interpretation ist dann klar: Die Niveaulinien von Im /(z) sind die Strom- 


linien und w(x, y)=f’(z) ist die Geschwindigkeit. 


Bemerkung 2. Wir gehen hier wie folgt vor. Zuerst untersuchen wir einfache holomorphe Funk- 
tionen und verschaffen uns so einen Vorrat elementarer Strömungen. Durch Kombination 
solcher Grundströmungen gelangt man dann zu komplizierteren Strömungen, die physikalisch 
interessante konkrete Strömungen mathematisch beschreiben. 


fiz) 
BEER 


Übersetzung El : n 


{nfer- | 

pretation 
vixy) Stromlinien 
w Seschwindigkeit 


16.2. Strömungen 
16.2.1. Staupunkt- und Multipolströmungen 


Parallelströmung: Ist «=«&-+iß komplex, so wird f(z)=az als Stromfunktion be- 
trachtet. Es ist f@)-ä und Im /@)=fßx+xy. Es handelt sich um eine Parallel- 
strömung mit den Stromlinien fr+ay=ec und f’(e)=4 als Geschwindigkeit. @=C, 
kann als Stromgebiet gewählt werden. 


Staupunktströmung: Es sei /(z)==" mit n=2,3,... die Stromfunktion. In Polar- 
koordinaten ist dann f(z) =" e# und (2) =nr""1e-@-Dir, Die Stromlinien sind 
r® sinnp=c. Es ergibt sich eine Staupunktströmung mit @=(,\{0} als Strom- 
gebiet. 


Muitipolströmung: Es sei /@)=z"" mit n=1,2,3,... die Stromfunktion. In 
Polarkoordinaten ist f{z2)-r”* ertr und (2) —n r-@+D eim+De, Die Strom- 
linien sind r*=c sin ng. Es ergibt sich eine Multipolströmung mit @=C,\{0} als 
Stromgebiet. 


ee 


176 16. Hydrodynamik ebener Strömungen 16.2.2 


Dipolströmung: Von Interesse ist der Spezialfall einer Multipolströmung /{z) = 


die Dipolströmung. Die Stromlinien sind r=c sin @. Es ergibt sich x?+y?=r?= 
=cr sin g=cy. Die Stromlinien sind somit ein parabolisches Kreisbüschel (siehe 
15.8.5.). 


16.2.2.  Strudelströmungen 


Quellen und Senken: Die Stromfunktion sei (2) =|n 2. In Polarkoordinaten heißt 
a RE EEE i ; 
dies f(z)=In r+ip und f’(e)=— ei". Die Stromlinien sind g=c, also die Geraden 
\ 3 
durch den Nullpunkt. Man erhält eine Quelle mit @-C, —{0} als Stromgebiet. 


Er, 1.3 ER ; 
Geht man von f(z2)— — In z aus, so ist f{z)= —— e'*. Es ergibt sich eine Senke mit 
G=(, — {0} als Stromgebiet. a 


Quelle Senke 
Wirbei 
Quelle Wirbel ‚Strudel 


Bemerkung. Die betrachteten Strömungen sind nach Voraussetzung quellen- und senkenfrei, 
Das ist nur eine lokale Aussage in einer Umgebung eines beliebigen Punktes z<@ und wider- 
spricht den obigen Beispielen nicht (0 gehört nicht zum Stromgebiet). 


Wirbel: Die Stromfunktion sei f{z2)=i « In x mit a reell. In Polarkoordinaten ergibt 


sich f(z) =i alnr —ag und f’(z) = _@ sie, Die Stromlinien sind r = c, also Kreise um 
den Nullpunkt. 4 

Strudel: Man kann Quellen und Senken mit Wirbeln kombinieren. Der anschauli- 
chen Kombination entspricht hierbei die Kombination der Stromfunktion. Es sei 
f&)—-(#-+iß) Inz die Stromfunktion, x und  reell, #0. Die Stromlinien sind dann 
c x 


inr+ap=e, also In r= 23 p, logarithmische Spiralen, geR.. 
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16.2.3. Profilströmungen 


Die bisher behandelten elementaren Strömungen weisen als Singularitäten nur 
Punkte auf. Wesentlich interessanter (vom physikalischen Standpunkt) ist die 
Frage, wie eine Strömung auf ein Hindernis reagiert oder wie ein gegebenes Profil 
umströmt wird. Eng damit zusammen hängt die folgende Frage: Was passiert, wenn 
in einer gegebenen Strömung zusätzliche Quellen oder Senken angebracht werden? 
Das letztere Problem kann man nach dem Verfahren am Ende von 16.2.2. behan- 
deln: Kombination passender elementarer Strömungen und der zugehörigen Strom- 
funktionen. Es zeigt sich aber, daß man durch diese Methode auch einige markante 
Profilströmungen beschreiben kann. 


Parallelströmung mit Quelle: Betrachtet wird eine Parallelströmung (in C\,), die 
durch eine Quelle (im Punkt 0) gestört wird: Etwa das Einleiten von Chemieab- 
wässern in die ansonsten doch so saubere Saale. Anschaulich wird man etwa 
die gezeichnete Situation erwarten. Da mit z und In z die Stromfunktionen für die 


c=E 


O<CE<T 
ig 


nn 
ee + = 


1a —— -I- 
Parallelströmung Quelie SS c=-T 


fiz}=z fiz)=Inz fizl=zrinz 


Parallelströmung und die Quelle bekannt sind, wird man /(z) =z+1n'z als Strom- 
funktion ansetzen. Sind x, y kartesische Koordinaten und r, p Polarkoordinaten, so 
ergeben sich als Stromlinien Im (<+In2)=y+g=ec. Es sei -n<g=r. Man erhält 
das obige Bild. Die interessante Grenzkurve ist y„+p=r bzw. y+ = —r. Die Kurve 


1 BT IT 
mündet bei — 1 senkrecht in die «-Achse ein. Es ist /(a)=1+- undsomit (1) =(), 


das heißt, daß — 1 ein Staupunkt ist. Man kann das obige Bild aber auch als Profil- 
strömung betrachten: Umströmen des Profils, das durch die Kurve y+g=r, bzw. 
y+gp=—r beschrieben wird. Die Stromfunktion ist f{z)=z+1nz, und nur der 
äußere Teil des obigen Bildes ist dann von Interesse. 


fiz)=f 


flz}=z 
N 
© 


ee i 5 
(Wirbel) 
fizy=zız fiz)=ialnz 
(a>0) 


flz)=z+} +ialnz 
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Umströmung eines Kreises: Betrachtet wird eine Parallelströmung (in C,) und eine 

Dipolströmung mit 0 als singulären Punkt. Man erhält die in der Abbildung darge- 

stellte Situation. Die Stromlinien in Polarkoordinaten sind 2) sing=c. Also 
p 


ist der Einheitskreis r=1 Stromlinie mit e=0. Ist O=9<r und c=0, so ist r<1 
(verzerrte Dipolströmung). Ist O=p<r und c=0, so ist r=1L: Umströmnng des 


Einheitskreises. Analoges gilt für -xz<p=0. Aus /’(z)=1 u 0 folgen z= +1 als 
Staupunkte. 2 


Staupunktströmungen: Wir betrachten die Umströmung des Einheitskreises aus 
dem letzten Beispiel (wobei die Stromlinien im Innern des Kreises jetzt ohne Inter- 
esse sind) und kombinieren sie mit einem Wirbel (mit O als singulärem Punkt). Die 


au I ; . 
Stromfunktion ist /(z2)=2+--+ialn z, wobei «>0 ist. In Polarkoordinaten sind 
(r-+) sin g-+alnr=e die Stromlinien. Insbesondere ist der Einheitskreis r=1 
r 
Stromlinie. Man erhält also wieder eine Umströmung des Einheitskreises. Von 


: u sr r 1 io an: 
Interesse sind die Staupunkte /’(z2)=0. Aus /(z)=1 - 4-0 ergibt sich 


’ ia / Fi 
ee 


Man erhält drei Fälle, wobei mıan dentlich sieht, daß mit wachsendem «@ auch der 
Einfluß des Wirbels wächst. 


16.2.4. Konforme Abbildungen in der Hydrodynamik und Zukovskij-Profile 


Konforme Abbildung: /(z) sei die Stromfunktion in einem Stromgebiet @. Die 
Stromlinien sind Im /(z)=e, die Staupunkte ergeben sich aus /’(z)=0. Ist w= w(z) 
eine konforme Abbildung von @ auf @’, so betrachten wir die überpflanzte Strom- 
funktion g(w) = f(z(w)). Aus Im g(w) = Im f{z) mit 2=z(w) folgt, daß die Stromlinien 
aufeinander abgebildet werden. Aus g’(w) =f’(z())  z’{w) und z’(w)=-0 folgt, daß 
auch Staupunkte aufeinander abgebildet werden. Mit anderen Worten: Bei kon- 
formen Abbildungen wird das gesamte Strömungsbild übertragen. Es ist klar, daß 
man auf dieser Basis aus den bisherigen Beispielen zahlreiche neue Strömungen 
konstruieren kann. 
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Zukovskij-Profile (#Kyxogermiü): Das Ziel ist, die Umströmung von Tragflächen (etwa 
bei Flugzeugen) zu beschreiben. Wir benutzen hierzu das eben geschilderte Prinzip 
der konformen Abbildung. Zuvor untersuchen wir einige konforme Abbildungen. 


wo 


Die lineare Abbildung v= 4(z) = 


I... . 
1 bildet das Äußere des angegebenen Kreises 


Den 


in der z-Ebene auf eine Halbebene ab, die durch w=»? auf eine geschlitzte Ebene 


+w , 
eine 


abgebildet wird. Schließlich erhält man durch die lineare Abbildung u -: 2 


durch einen Kreisbogen geschlitzte Ebene als Bild. Die zusammengesetzte Abbil- 


> 


_ 


a 1 1 7 i un sen & : en : 
dung ist u=— ( + -) . Wir betrachten jetzt die Umströmung eines Kreises K im 
Sinne von 16.2.3., wobei X den gestrichelten Kreis im Punkt 1 berührt. Das Bild 


RER IN De i . 
von K bei Anwendung von u= +2) sieht dann tropfenförmig aus. Hierbei 


=, 
kann man den Winkelg und den Kreis Ä variieren. Man erhält dann schlanke und 
dicke Profile, sowie gestreckte und stark gekrümmte. Nach dem Prinzip der kon- 


(+) 
(v) 


— 


a Te 
ut{ze?) 


(u) 


nn 


12* 
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2 1 Eu i 
formen Abbildung werden bei u, (+2) Stromlinien auf Stromlinien abge- 
bildet. Man erhält also die Umströmung von Tragflächenprofilen. Da die Strom- 
funktion /(z) für die Umströmung eines Kreises explizit bekannt ist [eine passende 


r R 1 r 3 ; i 
lineare Transformation von z+—}, so ist auch die Stromfunktion g(a)=fiz) mit 


1 


1 2 
u=> +) für das Tragflächenprofil explizit bekannt. Bei Tragflächen ist die 


- 


Frage des Auftriebs A=X-+iY von besonderem Interesse. Es gilt die Formel von 
Blasius 


X-iY=ci[ gu) du, 
€ 


wobei & die umströmte Kurve und c eine Materialkonstante ist. 


17. Elemente der Geometrie 


17.1. Die Geometrie der Raumkurven im Rz 
17.1.1. Das begleitende Dreibein 


Kurven im R„ wurden in 8.1.5. behandelt. Jetzt ist n=3, und wir betrachten 
Raumkurven 
z(u) = (x (wu), z(u), z;(u)), w Parameter, uela,b, —-=a<b<=. 
Sind die Funktionen x;(w) stetig differenzierbar, so hatten wir in 9.2.3. die Bogen- 
länge von x(w) bestimmt. Es war 


u A = 


PIC 


u) 


Bis auf die Festlegung des Anfangspunktes s=0 und der Orientierung der Kurve 
ist s eindeutig bestimmt. s ist somit ein natürlicher Parameter, den wir in Zukunft 
benutzen werden. Ableitungen nach s bezeichnen wir mit ’. Insbesondere ist 


1 


‚. dapffdn\? /dae,\® /dey j i 2 
(S) = —— — a —— o—_ 2, 3; 
vis) du (&) +) lau Ze 


Für die Tangente i=t(s) an die Kurve x(s) ist somit nach 8.1.5. 
t=(zi(s), #8), &(8)) mit |ü=1. 
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Ist t’(s)+#0, so ist 
t'(s) | 
I#(s)| 
die Normale und 
b(s) =ts)X n(s) 


die Binormale. Aus {= 


n(s) = 


$ ee 1) -0 folgt, daß » orthogonal zu £ ist. 
„se =(l) g g 


- - 


5 


b ist ortbogonal zu £ und n, ferner ist |r]=|b/=1. Insgesamt haben wir ein 
orthonormiertes rechtshändiges Dreibein (t, n, b): das (die Kurve) begleitende 
Dreibein. Wir verwenden hier bekannte Bezeichnungen der analytischen Geome- 
trie: Sind «= (a,, «u, (5) und b=(b,, ba, ba) Vektoren im Ry. so ist a b=a,b, +a9by + 
+45, das Skalarprodukt und aXb=(ayby —aybs, a3b, —uyby, aba — a,b) das Vektor- 
produkt, das orthogonal so wohl zu@ als auch zu b ist. Wir erinnern an die Merkregel, 


* 8 * 
daß die Komponenten von aXb die Unterdeterminanten von |«@, 49 “3, | sind (mit 
Vorzeichen). b, by b5| 


17.1.2. Die Frenetsehen Formeln 


Satz. Es sei x{s) eine dreimal stetig differenzierbare Raumkurve im FR; mit der Bogen- 
länge s als Parameter, sy<s=sı. Ferner sei x''(s)#0 für s5,=s—sj. Dann gibt es eine 
positive Funktion z(s) und eine reelle Funktion t(s) mit 


= un e 
N"=-zl +7, sy<s<s, (Freneische Formeln) . 
= —_ın I 


Bemerkung 1. Da {(s), n(s) und b(s) den Rz aufspannen, gilt etwa !’(s)=ay(s) Hs) +ay(s) n(s) + 
—+4z(s) b(s), analog für n’(s) und b’(s). Aus der Orthogonalität von !, n,b und der obigen Kon- 
struktion folgt dann, daß die Koeffizienten die im Satz angegebene Torm haben müssen. 


Bemerkung 2. Ist x’’(s)=( nicht garantiert, so zerlegt man die Kurve in Teilkurven, wo ent- 
weder «’(s)+0 für alle s oder x” (s)=0 für alle s gilt. Ist =°(s)=0, so ist x(s) ein Geradenstück- 


Bemerkung 3. x(s) heißt die Krümmung und r(s) die Windung einer Raumkurve. Aus 


*(53) %(85) =t’(s5) = lim Her) -Haı) 
1-0 Bm 
folgt, daß x(s) ein Maß für die Abweichung der Kurve x(s) von einer Geraden ist. t und n span- 
nen die „Schmiegebene“ auf. Wie wir in 17.1.3. sehen werden, ist 7(s)=(0 genau dann, wenn 
x(s) in einer festen Ebene liegt, die dann für alle s die Schmiegebene ist. Im allgemeinen Fall 
gibt z(s) an, in welchem Maß sich die Kurve aus der Schmiegebene herauswindet. 


Bemerkung 4, Wir betrachten einen Kreis 
8 BL, 
z(s)=R 0055, zuls)=R sinn, 

&;(s)=0, 5 Bogenlänge. 
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Man rechnet rasch nach, daß z(s)=— und r(s) =0 ist. 


#5,) Hszltls,) 


x{s) 


yis) 


17.1.3. Ebene Kurven 


Satz. Eine dreimal stelig differenzierbare Raumkurve x(s) im Rs mit x" (s)=+=0 ver- 
läuft genen dann in einer festen Ebene, wenn t(s) = ist. (Hierbei üst s die Bogenlänge 
und sy=s=S;.) 

Bemerkung 1. Man vergleiche mit Bemerkung 17.1.2/3. 

Bemerkung 2 (Evolute einer ebenen Kurve). Für ebene Kurven x(s) reduzieren sich die Fre- 
netschen Formeln auf 


"=zn und n=-it. 
1 ; 
In Anlehnung an Bemerkung 17.1.2/4 bezeichnen wir A(s) = als Krümmungsradius. Die 
Evolute y(s) zur Kurve x(s) ist . 
R ( n(s) 
sy=ris)—+ s) nIs)=Tls)+ F 
si) =ule) + Ele) Be) =ul0) + 7, 
der geometrische Ort der sogenannten Krümmungsmittelpunkte. Aus den Frenetschen Glei- 
l e" = 
chungen folgt y’(s) =x’(s) +— n’ _ n=—-— n. Daraus ergibt sich, daß y(s) auch die Ein- 
; x z: 22 


hüllende der Normalen ist, sofern #’(s)=0 gilt. 


17.1.4  Existenz- und Unitätssatz 


Satz. x(s) und z(s) seien stetig differenzierbare Funktionen für s=s=s. Ferner sel 
»(s)=0. Dann gibt es eine Raumkurve x(s) im Rs, so daß s die Bogenlänge, z(s) die 
Krümmung und x(s) die Windung ist. Diese Raumlurve x(s) ist im R., bis auf Kongru- 
enztransformationen eindeutig bestimmt. 

Bemerkung. Haben zwei Raumkurven x(s) und #(s) die gleiche Krümmung und die gleiche 
Windung, so kann man ä(s) durch eine Translation und durch eine Drehung im R., in x(s) über- 
führen. Die innere Geometrie der Kurve ist also durch #(s) und r(s) eindeutig bestimmt. Man 
nennt deshalb z(s) und r(s) auch die natürlichen Gleichungen der Kurve. 


17.2. Die hyperbolische Geometrie 


17.2.1. Grundprinzipien axiomatischer Geometrien 


Durch die Elemente des Euklid wurde um 325 v. u. Z. der Versuch gemacht, die 
Geometrie der Ebene axiomatisch zu fassen, soweit es sich um Punkte, Geraden und 
Kreise handelt. Später wurden diese axiomatischen Geometrien wesentlich verfei- 
nert und neue Gesichtspunkte aufgenommen (etwa um die Jahrhundertwende durch 
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D. Hilbert). Das Ziel ist. einige wenige Aussagen (Axiome) an die Spitze zu stellen 
und alle anderen Aussagen daraus durch rein logische Schlüsse, ohne Rückgriff auf 
die Anschauung. abzuleiten. Auch die Grundbegriffe werden axiomatisch, inhalts- 
leer, festgelegt. Das sieht etwa folgendermaßen aus. Die Elemente P einer Menge 7 
heißen Punkte. Gewisse Untermengen g von M heißen Geraden. Man trifft jetzt 
Festlegungen über die gegenseitigen Beziehungen von Punkten und Geraden sowie 
Geraden und Geraden usw. Hier 3 Beispiele: 

1. Sind g, und 9, zwei Geraden, so ist entweder g, =g oder 9, ga = oder es gibt 
genau einen Punkt P mit Peg, "gs. 

2.Sind P, und P, zwei verschiedene Punkte. P,= Ps. so gibt es genau eine (re- 
rade g mit P,&g und P,£g. 

3. (Das Parallelenaxiom von Euklid). Ist g, eine Gerade und P ein Punkt mit 
P&g,. so gibt es genau eine Gerade g mit Pe und „Na =%. 

Das ist keine erschöpfende Aufzählung, es sind typische Beispiele. Das Parallelen- 
axiom hat in der Geschichte der Mathematik eine entscheidende Rolle gespielt. 
Es ist wesentlich komplizierter als die anderen Axiome bei Euklid. Man bemühte 
sich, dieses Axiom aus den anderen Axiomen abzuleiten. Erst in der ersten Hälfte 
des 19. Jahrhunderts fanden Gauß, J. Bolyai und Lobatevskij, daß das Parallelen- 
axiom von Euklid nicht aus den anderen Axiomen von Enklid ableitbar war. Man 
kann es nänlich durch die beiden nachfolgenden Parallelenaxiome 3° oder 3’ er- 
setzen (unter Beibehaltung aller übrigen Axiome von Euklid) und erhält jeweils 
eine widerspruchsfreie Geometrie: 

3°. Ist q, eine Gerade und P ein Punkt mit ?f&g,. so gibt es keine Gerade y, mit 
P&g und „N =® (elliptische Geometrie). 

3". Ist g, eine Gerade und P ein Punkt mit Pdg,, so gibt es unendlich viele ver- 
schiedene Geraden 9% mit Peg und NÖ (hyperbolische Geometrie). 

Gesucht werden Modelle für derartige Geometrien, und es ist das Ziel der Be- 
trachtungen in den folgenden Abschnitten, das sogenannte Konformmodell der 
hyperbolischen Geometrie zu beschreiben. 

Ein weiteres Problem sind die quantitativen Größen in einer Geometrie. In der 
euklidischen Geometrie in der Ebene sind dies z. B. Längen, Flächeninhalte, Win- 
kel usw. Diese Größen sind invariant gegenüber Kongruenztransformationen der 
Ebene. d. h. Translationen und Drehungen. Diese simple Feststellung wurde von 
F. Klein 1872 im Erlanger Programm wesentlich verallgemeinert. Danach ist Geo- 
metrie die Invariantentheorie einer Transformationsgruppe. Vorgegeben ist also 
eine Gruppe von 'Transformationen auf einer gewissen Grundmenge Mm. Als geome- 
trisch zulässig werden nun nur solche quantitativen Größen angesehen, die bei An- 
wendung einer Transformation der Gruppe ungeändert bleiben. Wir werden hier 
auch diesen Aspekt verfolgen. 


17.2.2. Ein Modell der hyperbolischen Geometrie 


Im Sinne der Terminologie aus 17.2.1. legen wir fest: M=1!z | |2|=1} ist der 
Einheitskreis in der komplexen Ebene. Die Punkte P sind die üblichen Punkte des 
Einheitskreises. Die Geraden g sind die Orthogonalkreise zum Einheitskreis, also 
jene Kreise, die den Einheitskreis senkrecht schneiden. Die Transformationsgruppe 
besteht aus allen konformen Abbildungen des Einheitskreises auf sich. Das sind die 
linearen Transformationen aus Satz 15.8.7. Bei linearen Transformationen gehen 
Kreise in Kreise über, Satz 15.8.3. Da bei den linearen Transformationen aus Satz 

15.8.7 der Einheitskreis in sich übergeht und Winkel erhalten bleiben. gehen Or- 
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N f % N Parailelen 


durchPzug, 
7 
40g=P 


thogonalkreise wieder in Orthogonalkreise über. Mit anderen Worten: Die Transfor- 
mationsgruppe bildet die obigen Punkte P wieder auf Punkte und die obigen Ge- 
raden wieder auf Geraden ab (wie es ja wohl auch sein sollte in einer anständigen 
Geometrie mit Transformationsgruppe). 


Satz. (a) Sind g, und g5 zwei Geraden, so ist entweder g,—9s oder ,Nga=®, oder es 
gibt genau einen Punkt P mit PeqN\g». 

(b) Sind P, und P, zwei verschiedene Punkte, so gibt es genau eine Gerade g mit 
Pıeg und Pyeg. 

(e) Ist q, eine Gerade und ist P ein Punkt mit P &g,, so gibt es unendlich viele Gera- 
den g, mit Peg, und ,Ngs=® (Parallelen). 


Bemerkung, Das sind die Axoime 1, 2 und 3” aus 17.2.1. 


17.2.3. Längen, Winkel und Dreiecke 


Definition. (a) Sind z, und z, zwei verschiedene Punkte aus M und sind &, und {, die 
Schnitipunkte der ae q mit dem Einheitskreis, so ist 


&o-2 „& il) 
d(zo; in _— 1 
(zo 4)= &- Fr £ = ( ) 
der (hyperbolische) a von 2, und 2,. 
(b) Der (hyperbolische) Winkel zwischen zwei Geraden g, und g5 ist gleich dem 
euklidischen Winkel der zugehörigen Tangenien. 
(e) Dreiecke werden von drei Geraden gebildet. 


€ 5 Längen DL GB 


Bemerkung 1. d(2,, z,) ist 5 In von einem Doppelverhältnis im Sinne von Satz 15.8.4/2. Dieser 


Satz zeigt auch, daß das Doppelverhältnis bei linearen Transformationen (und somit insbeson- 
je ‚bei den eg Transformationen) invariant bleibt. Man kann jetzt leicht nachprüfen, 
ER 

ie 2 1-2 
gelassenen Transformationsgruppe ist. Wir setzen d(29, 21)=0 für z9=2,. Da die Abbildungen 
der Transformationsgruppe konform sind, ist auch Teil (b) der Definition sinnvoll. 


1 ist. Somit ist d(29, 2) eine positive Zahl, die invariant gegenüber der zu- 


Bemerkung 2. Man sieht sofort, daß d(z,, 21)=d(z1, 2.) gilt. Fixiert man z, und betrachtet 
20 Lg 80 folgt d(x), 2)». Die Geraden sind also unendlich lang. Ein hyperbolisch empfin- 
dender Bewohner des Einheitskreises lebt also in einer unendlichen Welt. 


Satz. (a) Sind z,, zı und z, drei Punkte auf einer Geraden, wobei z, zwischen 2, und 2, 
liegt, so ist d(zg, 2) = d(2o 21) + d(zı; 2). 
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d(0, z 
(b) Es ist lim LH =1. 
z-0 I2l 


(e) Sind a, ß und y die Innenwinkel eines Dreiecks, so gilt O=«+ß+y<r. 
Bemerkung 3. (b) besagt, daß bei 0 näherungsweise euklidische Verhältnisse herrschen. 


Bemerkung 4, Im Gegensatz zum euklidischen Fall kann die Summe der drei Winkel «. 5 und 
y eines Dreiecks jeden Wert zwischen (0 (einschließlich) und 7 (ausschließlich) annehmen. 


& & +B+p=0 A, +9) klein 


17.2.4. Kreise 


BE 


Definition. /st z,EM und r>0, so ist K={z |zEM, d(z,, 2)=r} ein (hyperbolischer) 
Kreis. z, heißt Mittelpunkt von K. 


Bemerkung 1. Da Y eine unendliche Welt ist, erhält man für jedesz„€.M und r =O einen Kreis. 
Satz. Die (hyperbolischen) Kreise mit z, als Mittelpunkt sind die eek eukli- 


dischen Kreise in M, die zu dem elliptischen Kreisbüschel mitzyund 1 dlsGr undpunkten 
gehören. =o 


Bemerkung 2, Das z.. Kreisbüschel (mit =, und z, als Grundpunkte) wurde in 15.8.5 
beschrieben. x, und — sind Spiegelpunkte bezüglich des Einheitskreises im Sinne von Satz 
15.8.6. Dann zeigt Mi relativ leicht, daß insbesondere der Einheitskreis zum elliptischen 
Kreisbüschel mit z, und 2 als Grundpunkten gehört. 


0 


17.2.5. Bogenlänge und Flächeninhalt 


Die (hyperbolische) Länge von stetig differenzierbaren Kurven & in M wird nach 
dem gleichen Verfahren wie in 9.2.3. bestimmt: Approximation der Kurve durch 
Polygonzüge, wobei ein Polygonzug aus (hyperbolischen) Geradenstücken (also aus 
Teilen von Kreisen, die orthogonal zum Einheitskreis sind) besteht, deren Enden 
auf@& liegen. Das Supremum dieser Polygonzüge ist die Länge L der Kurve E. 
Satz 1. Eine stetig differenzierbare Kurve in M ei der Purameterdarstellung =(s), 

1 er 
$=s=s$,, hat die (hyperbolische) Bogenlänge L= I = 7 Jalls s die euklidische 
‚Bogenlänge ist. Iz{a}| 


Bemerkung 1. Die Formel legt nahe, —— 
definieren. 


d- „2 als infinitesimales Flächenelement in MN zu 


Satz 2. Ist B ein (hyperbolisch) beschränktes Gebiet in M, dessen Rand aus stückweise 
glatten Kurven besteht, so ist der (hyperbolische) Flächeninhalt 


IB|= dady 
; A-2122 
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Bemerkung 2. Man kann die Formel auch erhalten, indem man zuerst den Flächeninhalt 
(hyperbolischer) Rechtecke (aus elliptisch-hyperbolischen Kreisbüscheln) definiert und an- 
schließend eine beliebige Fläche durch derartige Rechtecke ausschöpft. 


Bemerkung 3. Der Flächeninhalt von 47 ist unendlich, da 


ist. 


17.2.6. Flächeninhalt von Dreiecken 


Satz. Ist B ein Dreieck mit den Winkeln x. ß und y, so ist | B\ Tr (rR-2-ß-y). 
Bemerkung 1. Wir hatten schon in Satz 17.2.3 festgestellt, daß a +P+y-1 ist. 


Bemerkung 2. Viele Eigenschaften in der hyperbolischen Geometrie sind analog zu entspre- 
chenden Eigenschaften in der euklidischen Geometrie. Der Satz zeigt aber, daß auch ganz 
neue Effekte auftreten können, die kein Gegenstück in der euklidischen Geometrie haben. 


17.3. Die Geometrie des Hilbertraumes 


17.3.1. Hilberträume 


Definition 1. H sei ein komplexer linearer Raum. Ein Skalarprodukt in H ordnet 
jedem geordneten Paar x,c<H und wscH eine komplexe Zahl (x; x) mit folgenden 
Eigenschaften zu: 

d% (Az + Ay, x) = Al: X) + Ayla, X) r 

2. (2; X%)= (X, x). 

3. Für 20 ist (x, &)>0, wobei |x|| = Ye. x) gesetzt wird. 
Hierbei sind x, x, X, Elemente aus H und },. 4, komplexe Zuhlen. 
Bemerkung;1.fDer Begriff des komplexen linearen Raumes wurde in 6.1.1. erläutert. 


Satz. (a) Es gilt (2, 0)= (0, 2)=0 für alle x&H (insbesondere ist |0| 0). 
(b) Sind x,, X, x, Elemente aus H und 3, As komplex. so ist 
(X; Ay + AyX9) =), (73: x) + Beltz. x) . 
(e) (Schwarzsche Ungleichung). Für x,cH und vscH gilt 
(so) Elrıl |al - 
Hierbei ist (x. &)| = ||| || x] genau dann, wenn entweder x, =0 oder &»=0 oder 
2, = hy gilt. 
(d) |al]l st eine Norm. 
(e) Zst Jana] +0 für n—=, 50 gilt Jan] Ixil. Zst ferner |Iyn-yl--0 für n+=, s0 
gl (Ca: Ya) (a: Y)- 
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Bemerkung 2. ||| erfüllt also die Bedingungen einer Norm im Sinne von Definition 6.1.1/1. 
Ein komplexer linearer Raum mit Skalarprodukt ist also insbesondere auch ein normierter 
Raum. Wir verwenden in Zukunft die Begriffe für normierte Räume, wobei sie sich stets auf 
||e]| im Sinne der obigen Definition beziehen. 


Definition 2. Zin komplewer lineorer Raum H mit Skalaerprodukt heißt Hilbertraum, 
falls er vollständig ist und es in H eine abzählbar unendliche diehte Teilmenge gibt. 


Bemerkung 3. Damit ein komplexer linearer Raum H mit Skalarprodukt HMilbertraum genannt 
wird, müssen also zwei Bedingungen erfüllt sein: 

1. Er muß ein komplexer Banachraum im Sinne von Def. 6.1.1/2 sein. 

2. Es muß eine Menge {2/7 =1 H existieren, die dieht in 4 ist. 

Wann eine Menge dicht in einem Banachraum ist, wurde in Det. 14.6.3 beschrieben. Es ist 
üblich, die letzte Forderung nicht mit in die Definition eines Hilbertraumes aufzunehmen: 
danach ist ein Hilbertraum ein spezieller komplexer Banachraum, dessen Norm |x] aus einem 
Skalarprodukt im obigen Sinne gewonnen wird. Ein Banachraum B heißt separabel, falls es 
eine dichte Menge {#7}/= 1 B gibt. Im Sinne der üblichen Terminologie haben wir also in Def. 2 
festgelegt. wann ein komplexer linearer Raum # ein separabler Hilbertraum ist. Da aber 
andere als separable Hilberträume für uns hier nicht von Interesse sind, haben wir gleich die 
obige Fassung gewählt. r 


Bemerkung 4. Wir beschränken uns hier auf komplexe Räume. Alle Definitionen gelten aber 
auch für reelle lineare Räume. Insbesondere kann man von reellen (separablen) Hilberträumen 
sprechen. 


17.3.2. Beispiele von Hilberträumen 


Der Raum C,„: Ist @= (x. ..., u)EC, und y=(yı; . - . ; Yu), so wird 
n 
BN=2Z 
j= 
gesetzt. Das ist ein Skalarprodukt. und es ist C,=T3,. im Sinne von 6.2.2. Man sieht 
leicht, daß {x |x= (x... . : X); Re x; und Im x; rational} eine abzählbare dichte 
Menge in ('„ ist. Also ist CO, ein Hilbertraum. 


y=(yı: Yo: - - .)Elo, so ist 


y)=- Zu 


je 


ein Skalarprodukt. Nach der Schwarzschen Ungleichung ist |(&, y)| |] yl. = =: 
so daß die Bildung sinnvoll ist. (Die Schwarzsche Ungleichung ergibt sich in diesem 
Fall auch aus der Hölderschen Ungleichung aus 6.2.1.). Die Vektoren = (2, ...; 
23; 0,0,...) mit Rex; und Im x; rational. sind dicht in /s. Somit ist Z, ein Hilbert- 
raum. 


Der Raum L>(2): Ist Q ein Gebiet im X,. so hatten wir in 14.6.4. den reellen Raum 
L3(2) eingeführt. In gleicher Weise kann man den komplexen Raum /,(Q2) defi- 
nieren: Die Gesamtheit der komplexwertigen Funktionen f(x) (genauer: Äquiva- 
lenzklassen von Funktionen), so daß |f{x)) zum reellen Raum Zy(2) gehört. Wie in 
14.6.4. ist 

i 


Ale (S Ma)? dr)? . (1) 


2 
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Wir vereinbaren, daß ab jetzt mit L,(2) stets der komplexe Raum L,(2) gemeint 
ist. Die Eigenschaften des reellen Raumes L,(2) übertragen sich auf den (kom- 
plexen) Raum L,(.2). Insbesondere ist Z,(2) mit (1) als Norm ein Banachraum. Hier- 
bei wird (1) aus dem Skalarprodukt 


(fg \ma=/ He) 9 g(z) de 


erzeugt. Satz 14.6.2 zeigt, daß (f, g)z.co, sinnvoll ist. Unter Verwendung von Satz 
14.6.3 kann man Sue daß die Menge 


{| }= 2, rj%9,(2); r; komplex-rational, @; Würfel mit rationalen 


Ecken, 0,2} (2) 
dieht in Zs(2) ist. ..r; komplex-rational‘“ bedeutet, daß Re r; und Im r; rational 
sind. 29,(®) ist die charakteristische Funktion des Würfels @,. „Rationale Ecken“ 


bedeutet, daß die Ecken von @; die Form x=(&,,..., %n), X; rational, haben. 
Diese Menge ist abzählbar. Also ist L»(2) ein Hilbertraum. 


Bemerkung. In gleicher Weise kann man komplexe Räume L,(2) mit 1=p=« definieren. Ist 
1=p<=, so ist (2) dicht, und man erhält separable komplexe Banachräume. Entsprechend 
sind die reellen Räume Ly(2) aus 14.6.4. reelle separable Banachräume. 


17.3.3.  Orthogonalsysteme 


Definition. Z sei ein Hilbertraum. 

(a) Zwei Elemente ucH und veH heißen orthogonal, falls (u, v)=O gilt. ueH heißt 
normiert, falls |w|=1 gilt. 

(b) Ein (endliches oder abzählbar unendliches) System {u;}; heißt orthonormvert, 
falls (u;, u) =0 für j#k und |w;|=1 gilt. Ist zeH, so heißen «= (x, u,) die Fourier- 
koeffizienten (von « bez. {u;}). 

(e) Ein orthonormiertes System (wyj=ı,,... heißt vollständig (oder abgeschlossen), 
falls (x, w)=0 für j=1, 2... . dann und nur dann gilt, wenn x=( ist. 


Bemerkung 1. H=(,, ist ein spezieller (endlich-dimensionaler) Hilbertraum. In diesem Fall 
sind u= (u. 9) und ?=(t},.. ., tn) genau dann orthogonal, wenn das (komplexe) Skalar- 


produkt S uj0;=0 ist. Ist {v;}?_ı orthonormiert, so kann man in diesem Fall jedes Element 
jel 
xcH als 
n 
z= 3 au; 
3-1 
Rn 
darstellen. Hieraus folgt (x, w)= 3, »zjluj, up)=og, d.h., az; sind die Fourierkoeffizienten. 


_ 


i= j 
Ein spezielles vollständiges orthonormiertes System in C, ist =(0,...,0,1,0,...,0) mit 
j=1,...,n. Mit anderen Worten: Die obigen Begriffe sind der Anfang einer analytischen 
Geometrie in C,. Im allgemeinen sind Hilberträume bei uns unendlich-dimensional, also von 
C, verschieden. Die nachfolgenden Betrachtungen kann man somit als analytische Geometrie 
im unendlich-dimensionalen (komplexen) Hilbertraum ansehen. 


Bemerkung 2, Ist z=0, so gilt (x, w;)=0, d.h., eine Richtung im Teil (c) der Definition ist 
immer erfüllt. Es entsteht das Problem, ob es in einem beliebigen Hilbertraum vollständige 
orthonormierte Systeme gibt. Im Fall 4=(', ist dies klar nach Bemerkung 1. 


Satz. {u;} ser ein orthonormiertes System im Hübertraum H. Ferner seien a, (x, ur) 
die Fourierkoeffizienten für z&H. 
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(a) Für jedes veH gilt 
> \&;?=|el? (Besselsche Ungleichung) . 
; 


Ferner \st | 2 zu) eine Fundamentalfolge in H. 
i= _ 9 
R ’ n=1,2,... 
(b) I au; konvergiert dann und nur dann gegen x, wenn gilt 
je 
Zl2;j?=|el? (Parsevalsche Gleichung). 
7 
(©) {uj} ist genau dann vollständig, wenn für jedes v&H die Parsevalsche Gleichung 
gi. 


Bemerkung 8. Ist {uj} = {wj};_, ein unendliches orthonormiertes System (und dies ist der Nor- 


malfall), so ist = in der Besselschen Ungleichung und der Parsevalschen Gleichung. Die 
3 5 

Konvergenz in (b) ist dann im Sinne von 2— = zu verstehen. Es ist klar, wie die Aussagen im 

Fall endlicher Systeme (und insbesondere im Fall endlich-dimensionaler Hilberträume) zu 

verstehen sind. 


Bemerkung 4. Im Raum 2, ist vO=(0,...,0,1,0,...) ein vollständiges orthonormiertes 


System, j=1,2,3,... Ist 2= (x, 2... .)El so sind 2;=({r. u@)) die Fourierkoeffizienten be- 
züglich dieses Systems. 


Bemerkung 5. Aus (b) und (c) erhält man folgende Aussage: Das orthonormierte System {wj} 
ist genau dann vollständig, wenn die (endlichen) Linearkombinationen der Elemente u,, ws, . . 
in H eine dichte Menge bilden. 


17.3.4. Das Schmidtsche Orthogenalisierungsverfahren 


Satz. In jedem Hilbertraum gibt es vollständige orthonormierte Systeme. 


Bemerkung. Der Beweis des Satzes beruht auf dem Schmidtschen Orthogonalisierungsverfah- 
ren. Man beginnt mit einer abzählbaren dichten Menge {wj}5_ı, wobei man @;=0 voraus- 
‘ 
7 , 2} 
setzen darf, und setzt v, El‘ Ist 1y=23—- (23, 4)v, #0, so setzt man =, anderenfalls 
1 ee I1Fgll 


- . u; .- * as 
v,=0. Dann bildet man 2; =23 — (23, vı)tı — (&, vo)ın und v,= — für v,=0 sowie v3=0 für 


ii 
v,=0. Iteration liefert ein System 24, v4, 23.... Läßt man noch diejenigen v; weg, die gleich 
null sind, so erhält man ein vollständiges orthonormiertes System. 


17.3.5.  Orthogonalzerlegungen 


Der (', wird von den orthonormierten Elementen (0, ...,0,1,0,...,0) auf- 
; 


gespannt. Ferner kann man (), als orthogonale Summe C,=-C,, ©C, mitnen)+ns 
darstellen. Es entsteht die Frage, ob dies auch in beliebigen Hilberträumen geht. 
Für Untersuchungen dieser Art liefert Satz 17.3.4 die notwendige Basis. 


Definition 1. Bine Menge M in einem Hilbertraum heißt konvex, falls aus we M, 
yeM und O=t1=1 folgt, daß auch tx + (1 -Ü)yeM gilt. 


| 
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Lemma. Jede nicht-leere abgeschlossene konvexe Menge in einem Hilbertraum enthält 
genau ein Element mit minimaler Norm. 


Bemerkung 1. Ist M konvex und abgeschlossen, so besagt das Lemma, daß es ein zeM mit 


\z])= inf |e]| gibt. Das ist plausibel, aber nicht trivial. 
zeM 


Definition 2. (a) Eine lineare Teilmenge eines Hilbertraumes heißt Unterraum. 
(b) Ist H, ein Unterraum eines Hilbertraumes H, so heißt H- ={y | yeH, (x, y)=0 
für alle x=H,} das orthogonale Komplement (zu H}). 


IreiT-Ny 


SR 


Bemerkung 2. H, ist also ein Unterraum, falls aus z€EH, und yEH, stets Je+uyeH, folgt, 
wobei / und ı komplexe Zahlen sind. Insbesondere ist also O€ H,. Aus der Linearität des Skalar- 
produkts folgt sofort, daß auch F ;- ein Unterraum ist. Die Frage, die analog zum (,, (oder R,) 
ist, lautet: Spannen H, und H-- ganz H auf! 


Satz. Ist H, ein abgeschlossener Unterraum eines Hülbertraumes H, so lüßt sich jedes 
Element zcH eindeutig als 


z=u +27 miüt acH, und xreHr 
darstellen. 


Bemerkung 3. Die Hyperebene M={y|y=x-+z, z€H,} ist eine abgeschlossene konvexe 
Menge. x;- sei das Element minimaler Norm aus dem Lemma. Dann liefert »=x; +x; die ge- 
wünschte Zerlegung. Ein entsprechender Schluß ist im R; anschaulich klar. Viele Aussagen im 
Hilbertraum sind einfach das Gegenstück entsprechender geometrischer Sachverhalte aus 
dem R;.. Eine kleine Schwierigkeit bringt der Umstand mit sich, daß Hilberträume im allge- 
meinen nicht endlich-dimensional sind. So ist z. B. der obige Satz nicht richtig, wenn H, 
nicht abgeschlossen ist. (In einem endlich-dimensionalen Raum ist jeder Unterraum abge- 
schlossen, so daß diese Schwierigkeit nicht auftritt). 


Bemerkung 4. Den Satz schreibt man auch als 
H=H,&H, (orthogonale Summe) 


und sagt, daß H von H, und H;- aufgespannt wird. Man sieht leicht, daß H, und H;- wieder 
Hilberträume sind (nach unserer Definition muß man hierzu die Separabilität nachprüfen!). 
Man kann jetzt das Verfahren wiederholen und 4} als orthogonale Summe zweier Hilbert- 
räume #5 und H, darstellen: H-=H,&H,. Insgesamt ergibt sich 


H=H,®$Hs®A:;. 


Iteration liefert 


N 
H=H,8H»8®...8H1=Y% ®H;. 
k=1 k 
n 
Dem entspricht eine eindeutige Zerlegung «=, x;, insbesondere ist also (27. a))=0 für 


k=#l. Sind umgekehrt H,... ., H„ abgeschlossene, paarweise orthogonale Unterräume eines 
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n 
Hilbertraumes H, so ist klar, was mit, $H, gemeint ist, auch wenn nicht ganz H aufge- 


k=1 a 
spannt wird: die Gesamtheit der Elemente zcH, diealse=)\ x; mit x;€ H}. darstellbar sind. 
k=1 


Sind H,, Ha... . abgeschlossene, paarweise orthogonale Unterräume eines Hilbertraumes H, 
so sei S &Hj der kleinste abgeschlossene Unterraum von H, der alle Räume > &#H}. mit 
n=1, 5.3, ... enthält. “=. 
Bemerkung 5. Ist 7, ein abgeschlossener Unterraum eines Hilbertraumes J/, so ist (H r)- =H,. 
Im übrigen ist H - stets ein abgeschlossener Unterraum (auch dann, wenn /7, nicht abgeschlos- 
sen ist). 


18. Orthogonalreihen 


18.1.  n-dimensionale trigonometrische Funktionen 
18.1.1. Orthonormierte Systeme 


Ist 2 ein Gebiet im R,„, so ist L,(Q) nach 17.3.2. ein (komplexer separabler) 
Hilbertraum. Satz 17.3.4 zeigt dann, daß es in La(2) vollständige orthonornuerte 
Systeme {F;(&)}7.ı gibt. Im Sinne von 17.3.5. spannen diese Funktionen f(x), fa(x), 
... den Raum Za(2) auf: Sie übernehmen die Rolle der Koordinatenachsen im R, 
oder (',. Es ist plausibel, daß man versuchen wird, explizite vollständige orthonor- 
mierte Systeme in L,(2) zu konstruieren. Für allgemeine Gebiete 2 ist dies aber 
kaum möglich (zumindest, wenn man aussagekräftige einfache Systeme sucht). 
Die Situation bessert sich entscheidend, wenn man etwa den Würfel 


2=Q={r|x=(&,.--; m)E An yl<r fürj-i,...,n} (1) 
als Grundgebiet wählt. Es sei Z„= {m | m=(my, ..., My)€ Ru, m; ganz) das Gitter 
i n 
der Punkte des %, mit ganzzahligen Koordinaten. Wie üblich ist em= 5 x;m; für 
el ...;tu)E Rn und m=(m,,....: Mn)ERn- j=1 
n 
Lemma 1. {(27) ? el" }nez, ?st ein orthonormiertes System in Ly(Q). 


Bemerkung 1. Der Beweis folgt durch einfaches Integrieren. Das nicht so einfache Problem, 
das dieses Lemma aufwirft, ist die Frage, ob dieses System auch vollständig ist. 


192 18. Orthogonalreihen 18.1.2. 


Bemerkung 2. Man kann das System aus dem Lemma wie folgt umschreiben. Es ist 
eizm — (co8 myz +1 sin mix) (COS Mg, +i sin Ma%) . . . (COS My +i sin My&n) , 


und umgekehrt kann man cos... und sin,.. als Linearkombinationen von ei-. darstellen. 
Da cos und sin gerade bzw. ungerade sind, genügt es, sich auf N„={m | m=({m, . . ., My) € Zn, 
m;=0} zu beschränken. 


n 
mma 2. In dem Sysiem | ae EL Yard N N sei 0,=(V2 y%, 
Le ET RT ein U in RT cr em=(Y2} 


_n 
wobei k die Anzahl der Terme m;=0 in m=(my, .... My)EN„ ist. Hierbei bedeutet 
cos : f 
en m wu} ‚daß man entweder cos myx, oder sin mx, nehmen kann (wobei alle Kom- 


binationen zugelassen sind). Läßt man in dem obigen System die identisch ver- 
schwindenden Glieder weg, so erhält man ein orthonormiertes System in L(Q). 
Bemerkung 3. Die etwas schwerfällige Formulierung erklärt sich aus den unterschiedlichen 
Werten von 
Er} ze nz er 
f coskdt= [ sin’idt=r, J cos Otdi= f di=2r, 
z rn =r -r 


l=1,2,... Ansonsten zeigt man leicht, daß Lemma 2 eine Umschrift von Lemma 1 ist. 


Bemerkung 4. Im Fall n=1, also Q=(—r, r) lauten die Systeme aus Lemma 1 und Lemma 2 


Koss 1 1 1 ' = 
—— eimx und —, ——Co8 mt, ——— sin mer . 
VE j Wer’ Yr Y m-1 


Errj m=—o £r3 
Es sind also im Intervall (—r, r) periodische Funktionen, 


Bemerkung 5. Hat man es nicht mit; dem speziellen Quader Q aus (1), sondern mit einem allge- 
meinen achsonparallelen Quader g= {z| ze R,, |27;—a;|—b; für j=1,..., n} zutun, so kann man 
die Systeme aus Lemma 1 und Lemma 2 leicht auf diesen Fall umrechnen. Lemma 1 lautet 
dann: 


1 n E17 
eimz, (2% -4;) = 


ae \ 3 
Iy2b, - 255... 20m el brlmezn = 


ist ein orthonormiertes System in Ly(g). Analoges gilt für Lemma 2. 


18.1.2. Fourierkoefflizienten und absolute Konvergenz 


Betrachten wir den Hilbertraum 7=L;s(Q) aus 18.1.1. und das orthonormierte 
System aus Lemma 18.1.1/1, so sind 


n N 


Am=(f, (Ar) ? em), =(2r) ? ji® e-imz dr (i) 


die zugehörigen Fourierkoeffizienten im Sinne von Def. 17.3.3 (b). Hierbei ist m&€Z, 
und /£Z,(Q)-. Wir erinnern daran, daß f(x) finit heißt, falls supp /C@ gilt, Def. 
14.6.4/2. 


Satz. Q sei der Würfel aus (18.1.1/1), und a„ seien die Fourierkoeffizienten aus (1). 
(a) /st FCLs(Q), so gilt 


I laml2=l/|Ij,g, (Besselsche Ungleichung) . (2) 
meZ, 5 


18.1.3. 18.1. Trigonometrische Funktionen 193 


(h) Ist f(x) k-mal stetig differenzierbar und finit in Q, so ist 
jam! = |m| *bz| mi |m|#0 und Z |bn?<». (3) 


MEZ, 


Hierbei ist k=1, 2, 3, ... und |m|?= 5 mi. 
k=1 
(e) Ist f(x) k-mal stetig differenzierbar und finit in Q und ist k>z ‚so Ust 


a ; 
gie) = 3 —, ehrt (4) 
m — 
(2x)? 
in Q absolut und gleichmäßig konvergent. Insbesondere ist g(x) in Q stetig. 
Bemerkung. Formel (2) ergibt sich sofort aus Satz 17.3.3(a) und Lemma 18.1.1/1. Aus dem 
gleichen Satz folgt auch, daß die Reihe (4) zumindest in Z,(@) konvergiert. Die absolute Kon- 


vergenz von (4) ergibt sich aus (3): 
1 


1 = 
Fe 1 2 
| = k)2]2 Eee 
lam! 12, (laml ImIk)]? | 2 —z) <= 5 
meZ m=0 mo |m|** " (5 
m+Ü 


- 
da man % z; im wesentlichen durch 


mo Im|2* 
= = 1 
Dt 
I (mi+...+m)i= 3 FE gi <e 
m=1 mi 2— My=1 2 Di 
m, ® Mm,” 


abschätzen kann. Man kann also Teil (c) auch umformulieren; Die Reihe S, |a,| konvergiert 
unter den Voraussetzungen von Teil (ec). meZ,, 


18.1.3. Periodische trigonometrische Reihen in Z>(O) 

Satz. IstQ der Würfel aus (18.1.1/1), so sind die orthonormierten Systeme aus Lemma 
18.1.1/1 und Lemma 18.1.1/2 vollständig. 

Bemerkung 1. Einen relativ kurzen Beweis dieses wichtigen Satzes findet man in [23]. 


Bemerkung 2. Damit haben wir den Anschluß an die allgemeine Theorie aus 17.3. gefunden. 
Aus Satz 17.3.3 folgt, daß für alle fEZ,(Q) 


Am 


Se)= 2 


„eime in Lx(Q) () 
meZy, 


(2r)2 

und 3 janl?=!|fllf, (Parsevalsche Gleichung) gilt. Hierbei sind @,, die Fourierkoeffizienten 
MEZ, “ 

ans (18.1.2/1). Das ist die Entwicklung von Funktionen f(z)€ZLs(2) in Fourierreihen. Ent- 

sprechend kann man eine Entwicklung in sin-cos-Termen aufschreiben. Sind die Voraus- 

setzungen von Satz 18.1.2(c) erfüllt, so ist (2) =fix) in (18.1.2/4), und (1) konvergiert nicht nur 

in ZL»(%). sondern auch absolut und gleichmäßig. 
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18.1.4. Halbperiedische trigonomeftrisehe Reihen in Zz(Q) 


Die Zahlen o,„ haben die gleiche Bedeutung wie in Lemma 18.1.1/2. Ferner sei 
N„=im | m=(my, ..., My)EZa, m;=1} und 
g=ielz=(0,...; mW)ERn O=-2;<rfürjel,...,n}. 
n n 


2 en | 3 2 1 + 
Satz. ) J sin men} _ und ie) — cos mn) _. sind vollständige 
k meNn Tr e 


=1 meNn 


Tr 


orthonormierte Systeme in La(g). 


Bemerkung 1. Für n=1 ist 9=(0. r), und die Systeme haben die Form 


3 > 


IE 


Diese Systeme umfassen also die halbperiodischen Funktionen im Intervall (0, x). Die zur 
Konkurrenz zugelassenen sin- und cos-Funktionen sind jetzt zahlreicher geworden (im Vergleich 
zu den periodischen Funktionen aus 18.1.2. und 18.1.3.; man beachte, daß jetzt (0, x) das 
Grundintervall ist), dafür genügt es aber, entweder nur die sin- oder nur die cos-Funktionen zu 
betrachten. 


| 


6 Fa 
| ET E 
sin me und \rF x \ — COS ın® | 


m=1 “ m=1 


Bemerkung 2. Man beweist den Satz, indem man ihn auf Satz 18.1.3 zurückführt. Ist fe La(g). 
so setzt man f gerade oder ungerade auf @ aus (18.1.1/1) fort und entwickelt die so fortgesetzte 
Funktion im Sinne von (18.1.3/1). Reduziert man diese Entwicklung auf x£g, so erhält man die 
Vollständigkeit der Systeme aus dem obigen Satz. Daß die Systeme orthonormiert sind, rechnet 
man direkt nach. 


Bemerkung 3. Analog zu Bemerkung 18.1.3/2 kann man jetzt Funktionen f€Ls(g) nach den 
Systemen aus dem Satz entwickeln. Ist g der allgemeine Quader aus 18.1.1.. so muß analog zu 
Bemerkung 18.1.1/5 eine entsprechende Modifikation angebracht werden. 


18.1.5. Ein Beispiel 


Wir entwickeln (x) =.x? im Intervall (—r. =) nach dem (vollständigen orthonor- 
mierten) zweiten System aus Bemerkung 18.1.1/4. Die Fourierkoeffizienten lassen 
sich leicht explizit berechnen, und man erhält 
2 5 — 1)m 
A = 


B 5} 


3 a m? 


I 


= cos me, ZEIT). (1) 
Die Theorie sichert die Konvergenz der Reihe in L,(9) mit Q=(—r, r). Man sieht 
aber sofort. daß diese Reihe auch absolut und gleichmäßig konvergiert. Dann muß 
diese Reihe auch punktweise gegen x? konvergieren. Setzt man @=r und x=(, so 
folgt 

“ 


(Iymri ma 


mim: 6 mei m? 12 
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Das erste Resultat ist uns aus Satz 15.9.3/2 bereits bekannt. Man kann weitere 
Resultate dieser Art gewinnen: Integriert man etwa (1) zweimal, so erhält man eine 


: .. i : 
Darstellung für x’, und hieraus kann man eine Formel für Z, a herleiten. Es lohnt 
sich, ein wenig mit solchen Entwicklungen zu spielen. "=! 


18.2.  Orthogonale Polynome 
18.2.1. Approximationssätze 


Ist ö eine kleine positive Zahl, so vermittelt x.=cos y, mit k=1,..., weine ein- 
eindeutige beliebig oft differenzierbare Abbildung von Q auf g. Eine k-mal stetig 
differenzierbare Funktion f{zj. .. . ; %) liefert eine k-mal stetig differenzierbare 


Funktion glyı - - -: „)=fHaulyı)s - - - » &nlya)) und umgekehrt. 


Satz 1. Ist f{x) eine in a finite k-mal stetig differenzierbare Funktion mit k>z ‚so 


gibt es für jede positive Zahl e ein Polynom PAx)=Pdx,..., 2.) mil 
sup fx) — Pıe)| ze. 

zeq 

Bemerkung1. Den Satz führt man anf Satz 18.1.2(e) zurück: Man überpflanzt f(x) durch x; = 
=c08 yp in Q und approximiert die neue Funktion y(y) wie in Satz 18.1.2(e). Hierbei wählt man 
aber das cos-System aus Satz 18.1.4 und erhält 


N \ 

gy)— N am II cos mıyr \=e 
ImlzM = | 

bei geeigneter Wahl von M und «,,. Nach den Moivreschen Formeln aus 5.2.4. ist cos my = 

= P(cosy) (Polynom in cos y). Setzt man dies ein und macht man die Transformation rück- 

gängig, so erhält man den Satz. Man gewinnt also den Satz durch einige einfache Umformungen 

und Modifikationen aus Satz 18.1.2(e). 


Bemerkung 2. Durch Anwendung einfacher linearer Transformationen folgt, daß der Satz 
richtig bleibt, wenn q ein beliebiger Quader im AR, ist. Verwendet man noch das Sobolevsche 
Mittlungsverfahren aus 14.6.4., so sieht man, daß der Satz auch für beliebige Quader g und für 
beliebige in 7 stetige Funktionen gilt. Das ist der Weierstraßsche Approximationssatz. 


Satz 2. Ist Q ein beschränktes Gebiet im R, und ist 1 = p= =, so bilden die‘ Polynome in 
L,(2) eine dichte Menge. 


Bemerkung 3. Der Satz folgt ans Satz 14.6.4/2 und Satz 1. 


Bemerkung 4. Man kann jetzt nach dem Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren aus 
17.3.4. ein vollständiges orthonormiertes System in Zs((2) konstruieren. 
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18.2.2. Legendresche Polynome 


Wir betrachten den eindimensionalen Fall und 2=(—1, 1). 


Satz. (a) Bei geeigneter Wahl der reellen Konstanten c, bilden die Legendreschen 
Polynome 


k 
Li(x) =c; Z [1 -22%] mit k=0,1,2,... und -Ii=r=1 (1) 
ein vollständiges orthonormiertes System in Ly(2) mit Q=(—1,1). 
(b} Ist {Py(&)}r=o ein orihogonales System von Polynomen in Ly(2) mit Q=(—1;1) 


und hat P,(x) den Grad k, so ist Py(x) =d,Ly(x), wobei Ly(x) die Legendreschen Poly- 
nome aus (1) und d, geeignete Zahlen sind. 


Bemerkung 1. Daß (L;, Li)z.«ay=0 für k+l gilt, prüft man durch partielle Integration nach. 
Die Vollständigkeit des Systems ergibt sich aus Satz 18.2.1/2. 


Bemerkung 2, Man kann somit jede Funktion fELy(2) mit Q2=(—1,1) nach Legendreschen 
Polynomen entwickeln: 


“= 1 
Fe) =2, Lie) S Fu) Lay) dy. (2) 


19. Partielle Differentialgleichungen 


19.1. Typen partieller Differentialgleichungen und physikalische Beispiele 
19.1.1. Typen 


In den Kapiteln 4 und 10 hatten wir gewöhnliche Differentialgleichungen erster 
und höherer Ordnung betrachtet, 


Ex, y)=0, F(x, y, y", 22% yo) 0 h 


yix) 
Ri UlXy,Xz) 


Qualitative Aussagen (Kap. Y und explizite Lösungen (Kap. 10) standen im Vor- 
dergrund. Jetzt suchen wir Funktionen w(x)=w(x, . . - ; &), die Lösungen parti- 
eller Differentialgleichungen erster und höherer Ordnung sind, 


ou cu ou ou 
F — Peer a y.:) 0. 
(* Ox, ' uge)- 8 (* dx; Or; ) e 
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Ein Gegenstück zu Kap. 10 gibt es jetzt nicht: Abgesehen von sehr speziellen parti- 
ellen Differentialgleichungen ist es nicht möglich, die Gesamtheit aller Lösungen 
einer gegebenen partiellen Differentialgleichung (höherer Ordnung) explizit anzu- 
geben. Es gibt jedoch eine ausgebaute qualitative Theorie. Hierbei erweist es sich, 
daß man einige wesentliche "Teile der Theorie der partiellen Differentialgleichungen 
erster Ordnung in enger Änlehnung an die Theorie der gewöhnlichen Differential- 
gleichungen entwickeln kann. Wesentlich neue Effekte treten aber bei partiellen 
Differentialgleichungen höherer Ordnung auf. Von besonderem Interesse sind hier- 
bei partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung, da viele Probleme der Physik 
auf diese Differentialgleichungen zurückgeführt werden können. In diesem Kapitel 
behandeln wir die drei physikalisch interessanten Grundtypen linearer partieller 


n £2 

ep F : 3 a on 09 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung: Ist «= (X. ....m)E Rn, soseiA=\ — 
ja er 


der Laplacesche Differentialausdruck. (x, t) bedeutet &=(&,...,&)E RR. und 
L€ R,. Insbesondere ist alse u(a, )=wf{z,, .. . , a, i). Die drei Grundtypen sind: 


Au=flx) Laplace-Poisson-Gleichung, (1) 
Au era, f) Wellengleichung, (2) 
Au — . =/(x, i) Würmeleitungsgleichung » (3) 
In (1) hängt u=u(x) nur von z& KR, ab, in (2) und (3) dagegen von (x, t)€ R„-ı. In 
jedem Fall bedeutet aber Auf, t) -2 = ‚ die Ableitungen nach i werden also 


in (2) und (3) separat aufgeführt. Es zeigt sich, daß man eine Vielzahl physikalisch 
interessanter linearer partieller Differentialgleichungen zweiter Ordnung auf diese 
drei Grundtypen reduzieren kann (zumindest qualitativ). Ihre Behandlung gibt 
somit einen repräsentativen Einblick in die Theorie der linearen partiellen Ditfe- 
rentialgleichungen zweiter Ordnung. 


19.1.2. Physikalische Beispiele 


Die sehwingende Saite: Betrachtet wird eine Saite, die das Intervall [0, 7] der 
x- Achse füllt und in ihren Endpunkten «= 0 und #»=1 fest eingespannt ist. Lenkt man 
die Saite aus und läßt sie los, so schwingt sie. Beim Loslassen kann man der Saite 
noch einen Stoß geben und auf diese Weise eine Anfangsgeschwindigkeit realisieren. 
Ist v(z, I) mit O=x=1 und !=0 die Auslenkung der Saite aus der Normallage zum 
Zeitpunkt ! und am Ort x, so wird der Schwingungsvorgang für kleine Auslenkun- 
gen durch die Wellengleichung (19.1.1/2) mit f(x, t)=0 beschrieben (bei normierten 
Materialkonstanten). Insgesamt führt dies zu folgender Aufgabe: Gesucht ist eine 
Lösung (x, 1) der Differentialgleichung 


22 
Au; =0 für O=zx=1 und t=0 mit 


e 
ux,0)=unlx) und = (2.0) = u (x) (Anfangsbedingungen), 


u(0, t)=ui(l, t)=0 (Randbedingungen). 


Hierbei sind ay(@) (Anfangsauslenkung) und ,(x) (Anfangsgeschwindigkeit) vor- 
gegebene Funktionen. 
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Wärmeleitung: Betrachtet wird ein beschränkter Körper 2 im R, mit glattem Rand 
©2. Zum Zeitpunkt !=0 herrsche in dem Körper die Temperaturverteilung (x), 
x€eQ. Ferner nehmen wir an, daß auf der Oberfläche 52 des Körpers eine Tempera- 
turverteilung g(y); y€©Q, gegeben ist, die von der Zeit unabhängig ist. Gefragt 
wird nach der Temperaturverteilung (x, t) im Innern des Körpers zum Zeitpunkt 
{=0 und am Ort xeQ2. Bei normierten Materialkonstanten führt dies auf die Lö- 
sung des Problems 


oua,t) „, , : 
Aufl, t)— — =) für zeQ2 und t=0 mit 
Fi 


uw, O)=iwla) Für weR (Anfangsbedingung), 
uly. B-gly) Für yesQ und t=0 (Randbedingung). 


Stationäre Verfeilungen: Wir betrachten t+ in dem eben untersuchten Problem 
der Wärmeleitung: Was für eine Temperatur stellt sich in Innern des Körpers 2 
nach langer Zeit ein? Man wird vermuten, daß die Anfangstemperaturverteilung 
hierauf keinen Einfluß hat, wohl aber die (zeitlich unabhängige) Temperaturver- 
teilung auf der Oberfläche. Die Endtemperaturverteilung «(.r) hängt nicht von tab. 
Setzt man (etwas kühn) z(x, !)=u({x) in die obige Gleichung ein, so hat man eine 
plausible Begründung für folgende Aussage: Die Temperaturverteilung (x), die 
sich nach langer Zeit im Innern des Körpers 2 einstellt, wenn auf der Oberfläche 04 
die zeitlich unabhängige Temperaturverteilung g(y) gegeben ist, ist Lösung des 
Problems: 

Auz)=0 für ze, 

uly)=yly) für yecsQ2 (Randbedingung). 


Bemerkung. Damit haben wir drei typische physikalische Probleme, die auf drei typische 
Probleme für die drei Grundtypen führen. Die Physik liefert Tinweise, welche mathematischen 
Problemstellungen fruchtbar sein könnten. 


19.2. Die Laplace-Poisson-Gleichung 
19.2.1. Grundlösungen und Integraldarstellungen 


Singularitätenlösungen: Wir suchen in 2,10} zweimal stetig differenzierbare Funk- 

tionen ax) =, . - 0.) mit Aufa)=0 in A,\0}, die nur von r= ydit-- .+2 

abhängen, also w({&, . .., %,)=v(r). Geht man mit diesem Ansatz in Au(w)=0 ein, 
2 ; . hie e R dv n—I dr e 

so erhält man die gewöhnliche Differentialgleichung 1377 .—=0. Neben der 

(hier uninteressanten) Lösung »(r)=c erhält man ui N 


1 
un)= für n>2 und vo(r)=elnr für n=2 (1) 


(abgesehen von multiplikativen Konstanten). Wir setzen hier stets n=2 voraus. 


Bezeichnungen: Wir betrachten in diesem Abschnitt zusammenhängende Normal- 
gebiete 2 im A, im Sinne von 9.3.1. 2 ist dann insbesondere beschränkt, die 
Integralsätze aus 9.3. sind anwendbar, und es hat einen Sinn, von der äußeren Nor- 
malen » bezüglich des Randes 2 von 2 zu sprechen (abgesehen von einigen Ecken 
und Kanten). Besitzt die reelle Funktion f(x) in einem beliebigen Gebiet 2 (das 
nicht notwendig ein Normalgebiet zu sein braucht) sämtliche partielle Ableitungen 
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bis zur Ordnung & einschließlich und sind alle diese Ableitungen in 2 stetig, so 
schreiben wir fECH(Q). Kann man zusätzlich alle diese partiellen Ableitungen 
stetig in 2 fortsetzen. so schreiben wir /<C'*(2). Hierbei ist %=0,1. 2... . und f(x) 
wird mit der nullten Ableitung identifiziert. Statt C®(2) oder CV(D) setzen wir auch 
C(2) bzw. C(2). 


Definition. 2 sei ein zusammenhängendes Normalgebiet im BR, und «22. Dann heiß 


1 1 
ng u ui REN fi,»  .) 
Be lo. Ja —adır 2 Pix) für n>2, 
Yaol®) = (2) 
| ee In rar + Be) für n=2 
ir 


Grundlösung, falls DECHD) und Ad(x)=0 in 2 gili. 
Bemerkung 1. |@,| ist die Oberfläche der Einheitskugel im Z, aus 9.2.0. 


Bemgrkung 2. (1) sind Lösungen der Laplace-Gleichung Au(w)=0. Dann sind auch eula — x”) 
Lösungen. Somit gilt Ayzı(a) =0 in A\fx®}. Die Grundlösung ist also eine normierte Singulari- 
tätenlösung, wobei &(«) noch frei verfügbar ist. 


Satz. Q sei ein zusemmenhängendes Normalgebiet im R,. Ferner sei uel{D) und 
Aula) fix) für zeQ2. Ist VER, so gilt 


? eu Öyz0 ; 
ul) = | [» ——U | ds — | Yaılı) a) de. (3) 
& Ev E 


Bemerkung 3. Hierbei ist yzo(x) eine beliebige Grundlösung aus der obigen Definition. Das 
erste Integral ist ein Flächenintegral im Sinne von 9.2.5. 


Bemerkung 4. Man beweist (3) durch Anwendung des zweiten Greenschen Satzes aus 9.3.2., 
wobei man in der dortigen Bezeichnung 2 durch 2\K,, g durch « und f durch yy3s zu ersetzen 
hat. Hierbei ist X, eine kleine Kugel vom Radius e um =°. Einige Abschätzungen führen für 
e/0 zum gewünschten Resultat. Die Formel ist also harmloser als sie aussieht. 


8 


19.2.2. Greensche Funktionen 


Definition 1. 2 sei ein zusammenhängendes Normalgebiet im Ru. Eine reelle Funktion 
ulx) heißt harmonisch in Q, falls ucC(2) und Aulx)=O für zeQ2 gilt. 

Bemerkung 1, Es gibt Funktionen (x), die nicht in allen Punkten aus 2 stetig sind, trotzdem 
aber für alle ze? die Gleichung Au(z) 0 erfüllen. Entsprechend der Definition sind solche 
Funktionen nicht harmonisch. 


Deiinition 2. Ist 2 ein zusammenhängendes Normalgebiel im KR, so heißt gi, x) 
Greensche Funktion (erster Art), falls bei fixieriem DE 2 die Funktion g(x", x) Grund- 
lösung im Sinne von Def. 19.2.1 ist und g(2°, y)=0 für alle yc&Q gilt. 

Bemerkung 2. Zur Konkurrenz ist jedes @’ER zugelassen, und g(<?, «) wird als Funktion von 
x in 2 betrachtet. Vergleich mit Def. 19.2.1 zeigt das Problem, das hier entsteht: Gibt es 
harmonische Funktionen ®, so daß yz(«) aus (19.2.1/2) eine Greensche Funktion wird? 
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Bemerkung 3. (19.2.1/3) vereinfacht sich, wenn yz(x)=g(z, x) eine Greensche Funktion ist. 
Unter den Voraussetzungen von Satz 19.2.1 ist 


„we Y) 


u(20) = dsy— | (x, x) fx) de. (1) 
2 


Ist ulz)EeC“R) in Pr las so erhält man 
" Iglz®, y) 
nn a 


ö2 


ua) = - sy. (2) 


Das ist eine interessante Formel, die wir später noch benötigen werden. 
Satz. Es sei Q=Kr= {x | |2]<R}. 
(a) Istn>2 und «Ic Kn, so ist 
> \n—2 
az), x) = u, BENE. SEAN 2..% „2 /BERR: ERRER für =0, 
(nr —2) |on| || 20® =? \j20] e- a 


PIE " a tg 


1 1 1 
0,2)= — = 3 
g(0, ) G=sjle Fi | (3) 
eine Greensche Funktion in Kr. 
(b) Ist u(x)ECAKr) in Kr harmonisch, n=2, und zVE.K 7, so ist 
22-202 fu) 
ulx0) = — — ——_ 
Se 7" 2 y-a0m 


(4) 


R2 
Bemerkung 4. Der Punkt yI=x 22 ist der Spiegelpunkt von zIeK; an der Kugelober- 


fläche (man vgl. mit 15.8.6.). Insbesondere liegt y° außerhalb von Kx. Dann ist klar, daß 

g(=°, x) eine Grundlösung im Sinne von Def. 19.2.1 ist. Zu zeigen hat man noch, daß y(=, x) =0 

für |@|=R gilt. (4) erhält man aus (2), wenn man g(x", x) einsetzt. (4) gilt auch fürn=2, während 

man g(x, x) für n=2 abzuwandeln hat. 

Bemerkung x en man u(z)=1 in (4) ein, so erhält man für |«°])<R und n=2,3,.. 

2-0? [ff dy & 
ad Jr 
0ER 


Randbemerkung philosophischer Natur: Sollte man vergessen haben, wie groß 1 ist, so kann man 


das Integral in (5) numerisch berechnen und erhält (zumindest approximativ) den gewünschten 
Wert. 


Bemerkung 6. Für allgemeine Normalgebiete ist es nicht möglich, die Greensche Funktion 
explizit anzugeben. Es gilt jedoch folgender (für Mathematik und Physik gleichermaßen) 
wichtige Sachverhalt: Ist 2 ein zusammenhängendes Normalgebiet im Rn, so gibt es eine ein- 
deutig bestimmte Greensche Funktion in 2. 


19.2.3. Eigenschaften harmonischer Funktionen 


Ist 2 ein beschränktes Gebiet im R,, so sagt man, daß u(x)EC(2) in 2 die Mittel- 
werteigenschaft besitzt, falls für jeden Punkt «€ Q und jede Kugel K = {x | |x — 
<:} mit XÄcQ 


1 n 
aux?) SR] J u(y) ds 


gilt. Hierbei ist &K der Rand von K und |öK] sein Inhalt (siehe auch 9.2.6.). 
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Satz. 2 sei ein beschränktes Gebiet im R, und u(x) €O(D) sei in Q harmonisch. Dann 
gilt: 

(a) ulx) besitzt in Q die Mittelwerteigenschaft. 

(bh) ul) ist in Q beliebig oft differenzierbar. 

(e) (Maximum-Minimum- Prinzip). ulx) nimmt sein Maximum und sein Minimum 
auf ER an. 


Bemerkung 1. Sämtliche Aussagen des Satzes sind relativ einfache Folgerungen aus der Dar- 
stellungsformel (19.2.2/4). 


Bemerkung 2. Für n=2 gibt es einen Zusammenhang mit holomorphen Funktionen, man vgl. 
mit 15.1.4. und 15.3.4. " 


Bemerkung 3. Teil (a) des Satzes charakterisiert harmonische Funktionen: ulx)EC2) hat 
genau dann die Mittelwerteigenschaft, wenn (x) in @ harmonisch ist. 


Bemerkung 4. In Analogie zu 15.3.4. und 15.3.5. gelten folgende Aussagen: (a) Eine im Ry, 
harmonische und beschränkte Funktion ist konstant. (b) Ist 2 ein zusammenhüngendes be- 
schränktes Gebiet im .R,, ist u(2)€C(2) in 2 harmonisch und gilt v(x°) =max x(y) für einen 
Punkt »2E2, so ist v(x) in 2 konstant. Analoges gilt für das Minimum. ver 


19.2.4. Das Diriehietsehe Randwertproblem 


Definition (Dirichleisches Randwertproblem). 2 sel ein zusammenhängendes Normal- 
gebiet im R,„, und p(y) sei eine stetige Funktion auf dem Rand 62. Gesucht ist eine 
Funktion u(z) CC) mit u(y) =g(y) für yEöQ, die in Q harmonisch ist. 

Satz 1. Das Dirichleische Randwertproblem besitzt höchstens eine Lösung. 


Bemerkung 1. Der Satz ist: eine einfache Folgerung aus dem Maximum-Minimum-Prinzip aus 
Satz 19.2.3(e). 


Satz 2. Ist Q=Kp={& | |x|< R} und ist g(y) auf ER. stetig, so ist 


| _R-Ie? ( a) 
A de 


ds, (dl) 


eKn 
die eindeutig bestimmte Lösung des Dirichletschen Randwertproblems für die Kugel Kr. 


Bemerkung 2. Falls es überhaupt eine Lösung des Dirichletschen Randwertproblems für 
2=Kr gibt, so muß sie notwendigerweise die Form (1) haben. Das folgt aus (19.2.2/4). Daß 
(1) aber tatsächlich eine Lösung ist, muß man explizit nachprüfen. 


Bemerkung 3. Man kann zeigen, daß das Dirichletsche Randwertproblem aus der Definition 
(also für beliebige zusammenhängende Normalgebiete) genau eine Lösung besitzt. Der Existenz- 
beweis ist aber relativ kompliziert, vgl. z. B. [32]. 
Bemerkung 4 (Stabilität). @,(y) und gu(y) seien stetige Funktionen auf 92, und u,(x) und u,(x) 
seien die zugehörigen Lösungen des Dirichletschen Randwertproblems im Sinne der Definition. 
Dann ist 
max |u(2) -u,(@)| Smax |pıly) -Paly)| - (2) 
ver yEon 


Das drückt Stabilität aus: Kleine Änderungen der Randwerte bewirken auch nur kleine Ände- 
rungen der Lösungen. (2) folgt aus Satz 19.2.3(e). 


Bemerkung 5. (Physikalische Interpretation). Die physikalische Interpretation des Dirichlet- 
schen Randwertproblems haben wir im Fall n=3 in 19.1.2. (stationäre Verteilungen) be- 
schrieben. 
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19.2.5. Die Poisson-Gleichung 
Üblicherweise nennt man Au{x)=0 die Laplace-Gleichung und Au(x)=ftx) die 
Poisson-Gleichung (oder inhomogene Laplace-Gleichung). 
Satz 1. /(v)ecC*(R,) sei eine Funktion mit kompaktem Träger im By. Ist 
1 z ) e ; 
ur) = - ———— | fin _ dy (Newtonsches Potentlal) , (di) 
(rn —2)|on| zo Bey" 
'n 
ER, und n=3, so ist u(a)ECR,) und Aua)= fix) für ze Ru. 
a 1. Differenziert man 


i [ [(@-2) 
ur rer u Bar ea 
'n 
skrupellos unter dem Integralzeichen, so erhält man nach Satz 19.2.1 
1 [ (af) art 
Au(x) = Be e m d:=/ff&) . 


n 
Das ist die gewünschte Aussage, wobei man allerdings die Differenzierbarkeitseigenschaften 
von (x) sorgfältig beweisen muß. 


Bemerkung 2. Der Satz ist auch für [ECHR,) riebtig (kompakter Träger von f im R, vor- 
ausgesetzt), aber der Beweis ist komplizierter. 
Satz 2. Es sei Q=Kp-{x|veR,..|e=R} und nz=3. Ist aly) auf EKn stelig und 
fix) € CR) mit kompaktem Träger im R., so besitzt das Dirichletsche Randwertproblem 
für die Poisson-Gleichung 

Aufz)=fr) für xcKr wua)cC“2), 

uly)=ply) für yeah. wua)eC(2), 
genau eine Lösung. 
Bemerkung 3. Man kann diesen Satz relativ einfach auf Satz I und Satz 19.2.4/2 zurückführen. 


Bemerkung 4. Der Satz bleibt richtig. wenn 2 ein zusammenhängendes Normalgebiet ist, 
ey) auf 902 stetig ist und FECQ) gilt. Der Beweis ist dann aber komplizierter, vgl. mit Be- 
merkung 2 und Bemerkung 19.2.4/3. 


19.3. Die Wellengleichung 


19.3.1. Unitätssätze 
It 2=(;,.,-; au) €-Kn und t&.R,, so setzen wir (a, DE lyrı. Es sei 
Ri,ı={le t) | (&, VEFn4n, t>0, n=1,2,3,... 
Dann ist Rz ={(2, 1) | (ae, )Eharı: t=0}. 


Definition 1 (Anfangswertproblem oder Cauchyproblem). Es sei uyla)EC(Rn); 
ulz)EOLR,) und fx, t)EC(Ry:,). Gesucht ist eine Funktion ulw, EC Rz.,) mit 


_ ou ’ 
Aulx, t) E77 hei, für («,HEcHhz:; 
uz, NEOLRE..) und ula,0)=u,l®) für zEcR,; 
eu 2 


eu 
Er (®, Eec(R;., 17.1) und zu ® O)=ula) für wein. 
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Bemerkung 1. Die Räume C*(R,) usw. haben die gleiche Bedeutung wie in 19.2.1. Entspre- 


nu | 
chend der Vereinbarung aus 19.1.1. ist Auf, f)= 7 322 (x, t). d.h., daß sich A stets nur auf 
die räumlichen Koordinaten &.. . .,%n bezieht. F=1 Tr; 


Satz 1. Das Anfangswertproblem aus Definition 1 besüzt höchstens eine Lösung (in der 
Klasse hinreichend glatter Funktionen ulx, t)). 


Bemerkung 2. Der Beweis beruht auf der Herleitung einer Integralidentität für hinreichend 
glatte Funktionen (x, t). Betrachtet wird ein Kreiskegel K, dessen Bodenfläche D, eine Kugel 


in der Ebene ?=0 ist und dessen Mantel mit der f-Achse einen Winkel von e- bildet. Dr sei die 


eingezeichnete Schnittfläche mit der Ebene ?= const, und S; sei die Mantelfläche zwischen D, 


» 
und D;. Ferner sei» der Normalenvektor auf $; [es ist danu cos (v, 0-5) . Schließlich sei 
r 


Kı der Kegelstumpf zwischen D, und D;. Bei genügend hohen Differenzierbarkeitseigenschaften 
gilt dann die Identität 


"(02 ou "[jo@\® = /0%\2] 
2 | (F -au) Fr diedt | () +”) \ =) | de (1) 
17 dt? Dia Pr j dt x org 
‚ du\? " du \2 r 1 n 7) < 2] 
= =) >: ( = las [- 3 (22 00: (,)-& co (v,29)) |as. 
2 a ko \deR, g eos (rt) |2Zı \der ot 
€ ie, 


, ’ du ou b 
Um den Satz zu beweisen, kann man Fre =0 und ufr, 0-7 (x, 0) =0 voraussetzen, 
E e 
Dann ist die linke Seite von (1) gleich null und die rechte Seite ist =0. Daraus folgt dann 
u(z, #)=0. Der obige Kegel spielt eime fundamentale Rolle in der Theorie der Wellengleichung. 


Definition 2 (Rand-Anfangsıwertproblem). 2 sei ein zusammenhängendes Normalge- 
biet im Ru, und Z= 2X (0, <>) sei der eingezeichnete Zylinder über 2. Es sei ua) <C(Q), 
ul) eClD) und fix, )ECZ). Ferner sei gly) eine stetige Funktion auf ER. Gesucht üst 
eine Funktion u(x, NECHZ) mi 
öu ; 
Aufz, t) ZA &,D=fu,t) fü (v,ÜeZ, 
ux,t)EOZ) und ur, O)-ula) für zeQ, 


yr 


_ 


eu . m ö . 
7 (v, )ECO(Z) und Er ua, O)=u le) für zeR sowie 
[q 


uy,t)=ply) für yeoQ und t=d. 


Satz 2. Das Rand-Anfangswertproblem aus Definition 2 besitzt höchstens eine Lösung 
(in der Klasse hinreichend glatter Funktionen). 
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Bemerkung 3. Die Art der Rand- und Anfangswertannahme führt auf diffizile Probieme, die 
wir hier nicht behandeln wollen. Das erklärt auch die unscharfen Formulierungen der Sätze 1 
und 2. Eine genauere Diskussion im Rahmen verallgemeinerter Lösungen aus Sobolevschen 
Räumen findet man in [43]. 


19.3.2. Die Wellengleichung in einer Dimension 


eu eu 
Es sei jetzt n=1. Betrachtet wird also die (homogene) Wellengleichung >, =. 
mit u=u(x, t) und zeR,,tel.. or 
< e . Mr . u eu 
Satz 1. u(x, t)ECHRs) ist genau dann eine Lösung von 23 ap ; wenn 
ua, )=evia+t)+wlw—t) mit vEelHR) und weC(R,) (1) 


gilt. Hierbei ist we R, und te R.. 


Bemerkung 1. Man prüft sofort nach, daß (1) eine Lösung ist. Auch die Umkehrung ist nicht 
kompliziert. Ist v(x) € C2(R,), so ist v(@+t) für >= eine nach links laufende Welle und v(z —1) 
eine nach rechts laufende Welle. (1) ist somit eine Überlagerung einer nach rechts laufenden 
Welle und einer nach links laufenden Welle. 


(x, 


Störung 
I 


viX#t) vi v(x-t) A 


Satz 2 (Die unendlich lange schwingende Saite). Ist uy(x)ECHR,) und u,(a)cC"( RL), 
so ist 
1 a u 
u, = (ul +) + ul @-N)+z f u(l)de, weh, t=0, (2) 
u RR 
die eindeutig bestimmie Lösung des Anfangswertproblems 
u Bu 
0a? om’ 
im Sinne von Def. 19.3.1/1. 


© 


u, 0)=u,la) und @, 0)= u le) (3) 


Bemerkung 2, «(z, ) hat die Struktur aus Satz 1. Ferner sieht man leicht, daß die Anfangs- 
werte richtig angenommen werden. 


Bemerkung 3 (Physikalische Interpretation). Im Sinne von 19.1.2. kann man (3) als Schwin- 
gung einer unendlich langen Saite interpretieren. “y(x) ist dann die Anfangsauslenkung und 
u,(z) die Anfangsgeschwindigkeit. Die laufenden Wellen aus Bemerkung 1 haben jetzt einen 
realen physikalischen Sinn. 


Bemerkung 4 (Abhängigkeitsgebiet). Im Zusammenhang mit der physikalischen Interpretation 
aus Bemerkung 3 ist auch folgende Feststellung von Interesse. Um den Wert von w(x, £) im 
Punkt (x, ) mit ze. R, und t>0 zu berechnen, benötigt man nach (2) nur die Werte von zo(y) 
und a,(y) aus dem Intervall [x —t, 2+t] (Abhängigkeitsgebiet). Sind u,(y) und x,(y) außerhalb 
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des Intervalls / gleich null, so macht sich die Störung, die durch die Werte von z,(y) und u,(y) 
in / hervorgerufen wird, im Punkt x erst nach endlicher Zeit bemerkbar, nämlich dann, wenn 
[le 1, 2-1] NI#B6 ist. 


Satz 3 (Eingespannte Saite). Es sei Q=(0, I) mit 1>0. Ist u,(x)ECAD), ulx) CHR) 
und a0) =ull)=u(0) =) eu (O)=uN (M)=0, so besitzt das Rand- Anfangswert- 
problem 


u u 
—=-— für zeR und t=0, 
eu 2 

us, O)=ujlx), R (,0)=u(2) für zeQ, 

ud, t)=ull, t)=0 für I=0, 
genau eine Lösung ulx, t)ECXZ) mit Z=(0, I)X (0, ). 
Bemerkung 5. Die Lösung u(x,t) kann man wie folgt konstruieren: a,(x) und u,(x) werden 
ungerade auf das Intervall (—[, 0) fortgesetzt. Anschließend werden die so erhaltenen Funktio- 
nen periodisch, mit der Periode 2!, auf ganz R, ausgedehnt. Bezeichnet man das Resultat 
wieder mit up(x) und u, (x), so ist vyeCR,) und u, EC!(.R,). Jetzt liefert (2) mit D=x=1 und 
i=0 die gesuchte Lösung. 


Bemerkung 6. Die physikalische Interpretation hatten wir in 19.1.2. beschrieben. 


19.3.3. Anfangswertprobleme für die Wellengleiehung in zwei und 
drei Dimensionen 


Sphärische Mittelbildung im Ay. Ist u(x)€C(R,), so setzen wir für 1>0 


(ao u) (= | arm dr a) 
..- 


v 


w 


Hierbei ist » die Oberfläche der Einheitskugel im R;, ferner sei dv das Oberflächen- 
element auf » und v€wo. Im zweiten Integral wird über die Oberfläche einer Kugel 
um 2 mit dem Radius { integriert, wobei ds, das Oberflächenelement ist. (Flächen- 
integrale wurden in 9.2.5. behandelt.) Es ist leicht zu sehen, daß die beiden Inte- 
grale in (1) gleich sind. Da 4r#? der Inhalt der Oberfläche einer Kugel vom Radius £ 
im Rs ist, ist (1) eine Mittelbildung. 


Satz 1. Ist uyla) EC R,) und u l®)EC2.R,), so ist 


u(z,t)=E(M(t) u) (x) +2 [äMt) uw) (a)] mit zeR, und t>0 (2) 
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die eindeutig bestimmte Lösung des Anfangswertproblems 


[7 
Au=— für zeR, und t>0, 
e 


ul, O)=Uupl&); = (2, 0)=ude) für zeR,; mi ul, )ECARF) P 


Bemerkung. Der Beweis ist etwas mühsam, insbesondere der Nachweis, daß w(«, £) Lösung der 
Wellengleichung ist. ucC2(R7) ist so zu verstehen, daß & sowie seine ersten und zweiten par- 
tiellen Ableitungen stetig von A auf R/ fortgesetzt werden können. 


Die zweidimensionale Wellengleichung. Die zweidimensionale Wellengleichung be- 
handelt man mit Hilfe der sogenannten Abstiegsmethode. Sind zy(z;. X) und u, (x, &) 
die vorgegebenen Anfangsdaten, so fügt man eine dritte Dimension hinzu: 
Ay) ul, 29) und ula)=urle, x) mit @= (X, 2%, x). Es ist nicht schwer zu 
sehen, daß dann auch die dreidimensionale Lösung (x. t) nicht von x3 abhängt. Das 
Problem ist dann, (1) und (2) in zweidimensionale Ausdrücke zu verwandeln. Das 
zweidimensionale Gegenstück zu (1) ist 

(Mu\(x,, Xu) en | Wu) dy, days s (3) 
“x YP-m u)? ara)? 
wobei über den Kreis X = i(yı. y) | (a - 1° + (a — Yo}? 12} mit (x. x) als Mittel- 
punkt und t als Radius integriert wird. 


Satz 2. Ist ugly, &)E CH Ro) und ny(ay, wo) C®(Rs), so Ist 
i Fe 
ur, 2, = (Many )(ay, 23) +2 KMru)laı; &a)]| mit (; &o)€E Ra undt=O 


die eindeutig bestimmte Lösung des Anfangswertproblems 
Fa) PY} 29 
u u u ,. 
—+—-— für (2, )ER, und t=0, 
’ 1>:#2 2 
x 0% 6 
eu . Br 
ul, %, O)=Uglr; %a): E77 (2, 2, O)=u (a, 0) für (8, u)Elhs 


7 


mil ulz,, %s, NECARE). 


19.3.4. Physikalische Interpretationen, TMuygenssche Eigenschaft, Kugelwellen 


Sehwingende Membran: In Analogie zur unendlich langen schwingenden Saite aus 
19.3.2. kann man eine unendlich ausgedehnte Membran betrachten. die in Ruhelage 
die gesamte R,-Ebene einnimmt. Wird zum Zeitpunkt t=0 die Membran lokal aus- 
gelenkt, so sollen vgl, x) und u, (x;, x3) die Anfangsauslenkung bzw. die Anfangs- 
geschwindigkeit sein. Die (kleinen) Schwingungen dieser Membran werden dann 
(bei normierten Materialkonstanten) durch das Anfangswertproblem für die zwei- 
dimensionale Wellengleichung aus Satz 19.3.3/2 beschrieben, wobei w(x,, a, £) die 
Auslenkung am Ort (x,, x,)€ R, zum Zeitpunkt t=0 ist. In Analogie zu Bemerkung 
19.3.2/4 kann man das Abhängigkeitsgebiet bertimmen: Der Wert von u{x,, x», £) 
hängt nur von den Werten von zo(®,, &) und w(z, %) in (a1; 9) | (a -yı)?+ 
+(%—9)?=t?} ab. Sind u, und w, außerhalb der eingezeichneten Störung gleich 
null, so macht sich diese Störung erst bemerkbar, wenn die eingezeichneten Kegel 
erstmals das Störungsgebiet berühren. 
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Sehallausbreitung: Schallwellen breiten sich im A, durch Druckwellen aus. Ist 
u(x, i) die Abweichung vom (konstanten) Normaldruck am Ort «€ Rz, und zum 
ou 
eu 
Nimmt man jetzt an, daß zum Zeitpunkt i=0 eine (lokale) Druckschwankung 
u,(&) und eine Anfangsänderung z,(x) dieser Druckschwankung erzeugt wird, so 
ist u(w, t) die Lösung des Anfangswertproblems für die dreidimensionale Wellen- 
gleichung aus Satz 19.3.3/1. Das Abhängigkeitsgebiet weist jetzt eine bemerkens- 
werte Besonderheit auf: Um # im Punkt (x, t) zu berechnen, benötigt man nur die 


Zeitpunkt t=0, so genügt u(x, t) der dreidimensionalen Wellengleichung Au = — 


Kenntnis von wg(&) und ,(x) in einer kleinen Umgebung der Kugeloberfläche 
{y\yeRs, \y—x=t}. Das folgt aus Satz 19.3.3/1 und (19.3.3/1). Wir betrachten 
jetzt «, und , als lokale Störung, z. B. eine Explosion. und nehmen an, daß z, und 
u, außerhalb der eingezeichneten Störung gleich null sind. Em Beobachter im 
Punkt w€ R, bemerkt die Explosion erst nach endlicher Zeit. Zum Zeitpunkt t, 
setzt der Lärm schlagartig ein und zum Zeitpunkt t schlagartig aus. Hat das Ab- 
hängigkeitsgebiet die eben beschriebene Fornı, so sagt man, daß die Differential- 
gleichung. . huygenssche Eigenschaft hat. Es zeigt sich, daß die Wellengleichun- 
gen in 1, 2, 4. 6, 8,... Dimensionen nicht die huygenssche Eigenschaft besitzen, 
wohl aber a W ellengleichungen in 3,5, 7,... Dimensionen. Weleh ein Glück, daß 
wir in einem ungeradzahligen Raum leben (abgesehen vom Z,, der sowieso keinen 
Komfort bietet). 


Kugelwellen: Im Zusammenhang mit Explosionen sind kugelförmige Schallwellen 


von Interesse. Geht man mit dem Ansatz u(x, t)=v(r, I), wobei ze R,. t=0, r= 
TE cw . - .3: . . ou . v. 
= |x7+23+23 ist, in die dreidimensionale Wellengleichung Au (zB ein, so erhält 


man für ro(r, t) die eindimensionale Wellengleichung = 3 (re) (rv). Satz 19.3.2/1 
zeigt dann, daß m 


4 1 
ul, Zn lHd+—n le) 


4 . . ; : 1 s 
ist. na (r+1) beschreibt eine einlaufende und FR (r—t) eine auslaufende Kugel- 


welle. 


19.3.5. Die inhomogene Wellengleiehung, retardierte Potentiale 


In diesem Abschnitt beschränken wir uns auf den Falln=3, also die dreidimen- 
sionale Wellengleichung. Ist f(x, t)e CE? ARF ), so heißt 
[ I, t-12-y|) 


e—yl=t el 


1 
(Ri) (© 0=7 dy, ) 


(7 
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x€ R,, i>0, retardiertes Potential. Ist z€ R,3 und t>0 gegeben, so werden in (1) 
nur Werte von /(y, r) benötigt, die auf dem Kegelmantel liegen (siehe Zeichnung). 


Satz 1. Ist f(x, t)ECXRF), so ist ulz, {= (Rf)(x, ) mit x€ Rz und t>O die eindeutig 
bestimmte Lösung des Anfangswertproblems 


u ” 
zp Au=fe, t) für xeR, und t=0, 


ulz, 0-7 (x, 0)=0 für ze R, mit u(«, t)eCX(Rz). 


Bemerkung. Das retardierte Potential ist also eine Lösung der inhomogenen Wellengleichung 
mit verschwindenden Anfangsbedingungen. v€C*(R7) ist wieder wie in Bemerkung 19.3.3 zu 
verstehen. Kombiniert man jetzt diesen Satz mit Satz 19.3.3/1, so erhält man folgendes 
Resultat: 
Satz 2. Ist fx, t)eCXRF), uolz) EOPR;) und u, (x) ECM Rz), so ist 
& 
we, ) = (B)e, + KMU )@) + UMOu)a)], ze R3. 1>=0, 


die eindeutig bestimmte Lösung des Anfangswertproblems 


— -Au=fle, !) für zcR,; und t=0, 


(x,t) 


19.4. Die Wärmeleitungsgleichung 
19.4.1. Die Singularitätenlösung 


Es sei wieder 2=(%,,..., n)E Rn, teER, und (x, t)€ Ru+ı. Ferner habe R;, , die 
gleiche Bedeutung wie in 19.3.1. 


n Iz1? = 
5 


er er j ’ a r ©: 
Lemma. s(x, t)=(4rt) *e * erfüllt in Rzi.ı die Wärmeleitungsgleichung = As. 


Bemerkung. s(zx, ) spielt für die Wärmeleitungsgleichung die gleiche Rolle wie r "+2 aus 
n 9 
19.2.1. für die Laplace-Gleichung. Wir erinnern daran, daß As= % 3 ist. Bei fixiertem t 
k=1 9% 
ist s(x, t) eine glockenförmige Fläche (Glockenkurve für n=1). 
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19.4.2. Das Maximum-Minimum-Prinzip 


Satz. 2 sei ein beschränktes Gebiet im R, mit Rand 62. Ferner sei Z= 2X (0, T| mit 
T=0 der Zylinder über 2 (einschließlich Deckel). Ist u(x, t)E CZ), ul, t)EC(Z) und 


eu 1 R ; F } > % 
2, Au in Z, sonimmt u(z, t) sein Maximum und sein Minimum entweder auf dem 


Boden 2 oder auf dem Mantel 62X|[0, T| an. 


Bemerkung. Das ist dasGegenstück zum Maximum-Minimum-Prinzip für die Laplace-Gleichung 
aus Satz 19.2.3(c). 


19.4.3. Das Anfangswertproblem 


Definition (Anfangswertproblem oder Cauchyproblem). Ist g(x)<C(L,). so wird eine 
Funktion u(x, {)ECXRz,ı) gesucht mit 


= (,0-(Au)e,ı) für (a, t)Eeli:ı; 
ulz, N)EC(R;,ı) und ulz, O)=glx) für we ln. 
Bemerkung 1. Das ist das Gegenstück zu Def. 19.3.1/1. 
Satz. Ist p(x)EC(R,) eine beschränkte Funktion, so gibt es genau eine in Rz,ı be- 


schränkte Lösung des Anfangswertproblems im Sinne der Definition. Diese Lösung ist 


n 2 le-yi? 


ua, (Art) 7 [® 4 oly)dy für zehn und I=0, (1) 
Rn 


ur, Wale) für zchn. 


Bemerkung 2. (1) heißt Poisson-Integral und wird aus g(y) und der Singularitätenlösung aus 
19.4.1. gebildet. Läßt man die Forderung fallen, daß w(.x, f) in Rzzı beschränkt sein soll, so ist 
die Unität nicht mehr gesichert. 


Bemerkung 3. Dieser Satz und Satz 19.4.2 zeigen, daß die Wärmeleitungsgleichung einige 
Eigenschaften hat, die an die Laplace-Gleichung erinnern, und andere Eigenschaften, die analog 
zur Wellengleichung sind. 


Bemerkung 4 (Physikalische Interpretation). Wir betrachten einen unendlich langen. Stab 

(etwa aus Eisen), dessen Querdimensionen vernachlässigt werden und der mit R, identifiziert 

wird. Ist g(#) mit «CR, die Wärmeverteilung in diesem Stab zum Zeitpunkt i=0, so beschreibt 
= 

e #:, wobei e eine kleine 


(1) die Wärmeverteilung zum Zeitpunkt ?=0. Tst z. B. @(x) = — 

positive Zahl ist (Wärmepol bei x=0), so ist Vire 
x. 

——_e t(e+f) 

Var (f+e) 


für 2>0 (Singularitätenlösung aus 19.4.1.). Man sieht, wie die Wärme breitläuft. 


u(z, t)= 


Bemerkung 5. Die physikalische Interpretation von (1) ist nicht voll befriedigend: Ist (y) 
eine lokale Störung (etwa wie in Bemerkung 19.3.2/4), so macht sich diese Störung sofort an 
allen Stellen ze R, bemerkbar. Das widerspricht physikalischen Prinzipien, wonach sich 
Informationen nur mit endlicher Geschwindigkeit ausbreiten. Die entsprechenden Bemerkun- 
gen für die Wellengleichung zeigten, daß sich dort Störungen nur mit endlicher Geschwindigkeit 
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ausbreiten. Trotzdem beschreibt die Wärmeleitungsgleichung viele physikalische Effekte 
(Wärmeleitung, Diffusion usw.) in befriedigender Weise. 


19.5.  Separationsansätze 
19.5.1. Vorbemerkung 


Separationsansätze für Randwertprobleme und Rand-Anfangswertprobleme 
partieller Differentialgleichungen sind von fundamentaler Bedeutung für Mathe- 
matik und Physik. Sie erlauben häufig aufschlußreiche physikalische Interpretatio- 
nen. Da die Verfahren konstruktiv sind, sind sie auch von numerischem Interesse. 
Mit ihrer Hilfe kann man hänfig numeriseh-approximativ Lösungen physikalischer 
Probleme berechnen. Auf der anderen Seite ist eine saubere mathematische Be- 
gründung dieser Verfahren relativ kompliziert. Im Rahmen der klassischen Mathe- 
matik ist sie an viele komplizierte Zusatzbedingungen gebunden. Wir verweisen 
z. B. auf [32]. Einen natürlichen Zugang erhält man im Rahmen der Theorie der 
Sobolevschen Räume und der verallgemeinerten Lösungen, man vgl. z. B. [43]. 
Diese Theorie wollen wir hier jedoch nicht entwickeln. Wir werden in den nächsten 
Abschnitten die grundlegenden Ideen darstellen, wobei wir häufig formal vorgehen 
und auf die präzise Formulierung von Voraussetzungen usw. verzichten. 


19.5.2. Die eingespannte belastete Platte 


In der x .2-Ebene betrachten wir die quadratische elastische Platte - {x | v& Rs, 
0<x, =r, 0<1y=r)}, diean den Rändern eingespannt ist. Unter dem Einfluß einer 
Belastung f(x) € L>(Q) biegt sich die Platte durch. Ist «(x) die Auslenkung aus der 
Normallage, x€@, so zeigt sich, daß u(x) die Lösung des Dirichletschen Randwert- 
problems 

Au(z)=fx) für zeQ und uly)=0 für yeoQ (1) 
ist. Da f(x)€Ls(Q) gilt (eine sehr allgemeine Voraussetzung), kann man /(x) nach 
Satz 18.1.4 nach halbperiodischen sin-Funktionen entwickeln: 


£ 3 = 


f&)= 2% Anmsinnz, sin mxs, zZ nl=llfli,o - (2) 
n,m—i n,m=1 
Macht man für v(x) den Ansatz 
= On ,m e . 
ul)= — "— sin nz, - sin mx: 3 
( ) nt n2+m2 1 2:3 ( ) 
so folgt durch (formales) Differenzieren 
= Ay 
Au) (2)= — — _ A (sin na, - sin ma. 
(Au) (x) na wer ( 1 2) 
= D Anm sinne, - sin may=f(k) , (4) 


n,m=1 


uy)=0 für yeöß. (5) 
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Somit ist (3) die gewünschte (eindeutig bestimmte) Lösung. Die Eleganz des 
Verfahrens ist klar, noch klarer aber ist, daß die Begründung mangelhaft ist. Im 
Rahmen der Theorie der Sobolevschen Räume kann man eine befriedigende Erklä- 
rung für (4) und (5) geben. (5) muß man dann im Sinne der Randwertannahme von 
Funktionen aus Sobolevschen Räumen verstehen. Details findet man in [43]. Man 
nennt u(x) aus (3) eine verallgemeinerte Lösung von (1). Ist /(x) hinreichend glatt 
(z. B. f(x) beliebig oft differenzierbar in @ und finit), so ist v(x) eine klassische Lö- 
sung, und (5) gilt im üblichen Sinne. Man kann also folgendes festhalten: Ist /(#) € 
€Ls(Q), so ist das obige Verfahren zulässig, es ist numerisch praktikabel und (im 
Rahmen einer neuen "T'heorie) zweifelsfrei begründbar. 


19.5.3. Der Separationsansatz für die Laplace-Gleichung 


Wir verallgemeinern jetzt das Problem aus 19.5.2. auf beliebige zusammenhän- 
gende Normalgebiete 2 im R,. (Normalgebiete wurden in 9.3.1. beschrieben. Sie 
sind stets beschränkt.) Vorgegeben ist also f(x) €L,(2), und gesucht ist eine Funktion 
u(x) mit 

Aulz)=fx) für zEeR und uy=0 für yeoQ. (1) 
Zuerst wird man nach einem Analogon zu dem (vollständigen orthonormierten) 
System der halbperiodischen sin-Funktionen aus 19.5.2. fragen. Eine reelle Funk- 
tion v(x) heißt (normierte) Eigenfunktion des Operators A (mit verschwindenden 
Randbedingungen), falls es eine reelle Zahl 2 gibt, so daß 

Anfa)=Aule) für ER, (2) 

lelzy=1 und v(iy)=0 für yecoQ (3) 
gilt. Man sieht sofort, dab für 2=@ die sin-Funktionen aus 19.5.2 . Eigenfunktionen 
sind. A heißt Eigenw ert. Ist @ ein beliebiges zusammenhängendes Normalgebiet im 
Rn, so gilt folgender Sachverhalt: 

Es gibt ein in L,{2) vollständiges orthonormiertes System 

{w;(@)}7., von Eigenfunktionen im Sinne von (2), (3). 
Sind A; die zugehörigen Eigenwerte, also Au;= )yv;, so ist 0-4, Ehzehys...-—o 
für j+. Hierbei sind Av; und auch 2; |aa=0 im Sinne der Theorie der Sobolevschen 
Räume zu verstehen, vorauf wir hier nicht eingehen (vgl. [43]). Ist der Rand von 2 
hinreichend glatt (z. B. beliebig oft differenzierbar), so ist v,(x)ECX(2), und Av, und 
v; |aa=0 sind im klassischen Sinne zu verstehen. Damit kann man aber das Ver- 
fahren aus 19.5.2. auf den jetzigen allgemeineren Fall übertragen. f(x)&€_L,(2) wird 


nach dem vollständigen orthonormierten System {vz(&)}r-ı entwickelt (man vgl. 
mit Satz 17.3.3), 


Ho)= Zarıle) für 29, 3 mtl 
Macht man für u(x) den Ansatz 
ux)= 2 2b v2) für zEeQ, 
K=1 Ar 
so folgt durch formales Differenzieren 
Au(x) = 2; 2, 10 en, 2 aryıla)=fx) für zEQ 


14* 
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und a{y)=0 für yeeQ. Somit ist «(x) die (eindeutig bestimmte) Lösung von (1). 
Es gelten wieder die gleichen Bemerkungen wie in 19.5.2.: Im Rahmen der Theorie 
der Sobolevschen Räume lassen sich die Rechnungen im strengen Sinne begründen, 
u(x) ist eine verallgemeinerte Lösung. Ist 2 ein hinreichend glattes Gebiet und ist 
fx) hinreichend glatt, so ist «(x) eine klassische Lösung, und a |ao=0 gilt im übli- 
chen Sinn. Die numerische Verwendbarkeit dieses Verfahrens hängt an der Frage. 
ob man die Eigenfunktionen u;(x) und die Eigenwerte 4; explizit oder numerisch 
berechnen kann. 


19.5.4. Die Fouriersche Methode für die Wellengleichung 


Betrachtet wird das Rand-Anfangswertproblem aus Def. 19.3.1/2 für die homo- 
gene Wellengleichung mit Null-Randbedingungen: 2 sei ein zusammenhängendes 
Normalgebiet im A, und Z=2x (0, =). Gesucht ist eine Funktion x(x, f) mit 


du für (x, DEZ, uly,=0 für yeeQ und 1=0, (1) 
ou I a 
ux, O)=u,le) und zu ® 6)=u,a) für ve. (2) 


Nach Satz 19.3.1/2 ist die Unität (zumindest für glatte Funktionen) gesichert. 
Gefragt wird nach Existenz und Konstruktion. Zuerst suchen wir nicht-triviale 
Lösungen »(x, t)= X(x) T(t) mit 


Tv für (v,t)eEZ und Xy)=0 für yeoR. (3) 


Setzt man v=XT' ein, so folgt 
ax TW, 
X) Ti 
wobei A eine Konstante sein muß. Zusammen mit (3) zeigt dies, daß X(x) Eigen 


funktion im Sinne von 19.5.3. ist, also X(2)=»;(x) und A=4,. Dann ist 7’’(f) = 
=2,T(t). Da 4,0 ist, erhält man 


vlz, d=vula) (age! Pt nei Nine), (4) 


wobei wir 2.(x, £) statt »(x, £) geschrieben haben. «7. und 5b; sind beliebige (komplexe) 
Konstanten. Macht man den Ansatz 

ur.d)= I ve) (age Tre TR (5) 

K=1 

so ist (1) formal erfüllt (d.h. ohne Rücksicht auf Konvergenzfragen). Sind uy(x) € 
€Ls(R) und u, (x) Ly(2), so kann man w, und x, nach dem vollständigen orthonor- 
mierten System {»;.(2)}7_, entwickeln. 

ul) ra), Wular)= 2 dw). (6) 

kei K=1 

Andererseits folgt aus (5) (formal) 


zu = iVm md. m 


a» 


uz,0)=% (a; +br) vr), 
E=1 


hd 
Ba 
Dr 
> 
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Wählt man «; und b; so, daß a; +b;=c; und i| 2x (a; — dr) =d; gilt, so ist auch (2) 
erfüllt. Ferner ist w(y, {)=0 für y£&ß2 und t>=0. Alle Betrachtungen (Konvergenz- 
fragen, Differenzierbarkeitsfragen usw.) kann man im Rahmen der T'heorie der 
Sobolevschen Räume rechtfertigen. Wir verweisen auf [43]. In diesen Sinne ist 
u(x, t) die (verallgemeinerte) Lösung von (1), (2). 


Physikalische Interpretation: Für »=2 beschreibt (1), (2) die Schwingungen einer 
eingespannten Membran, die im Ruhezustand das Gebiet 2 in der x,.2,-Ebene ein- 
nimmt. u(w, £) ist die Auslenkung aus der Ruhelage zum Zeitpunkt i und am Ort 
x€Q. Nach (5) ist «(z, £) die Superposition der Grundschwingungen 


v8) e* ragt ‚ x€£Q, teR,. 
) 


; a i Bun 2r. f 
Eine derartige Grundsehwingung hat die Periode 7’,-—— und eine Frequenz 
1 _ Var |; j 
= > - Der Grundton, der zu |A,| gehört, wird also von Obertönen, die zu 

k Zr © 
Aal; |Agl; - - . gehören, überlagert. 


% 


19.5.5. Die schwingende Membran, die schwingende Saite 


Sehwingende Membran: Wir knüpfen unmittelbar an die letzten Ausführungen in 
19.5.4. an und betrachten die eingespannte quadratische Membran 2=@= {(x;, x) | 
0-2, <r, 0=1m=r}. In diesem Fall sind die Eigenfunktionen {v;(x)}£-ı explizit 
bekannt: 


3 Are 

ui . - 

je sin nr, sin mas! ‚ Satz 18.1.4 

I a,m=l 
(man vgl. auch mit 19.5.2.). Die Eigenwerte sind m = —n?— m2. Die allgemeine 
Schwingung ist somit 

| iVa2+m2t , —i a2+m?t\ _- B 
us,d)= % (an,me 1e + bu,me ) sin na, - sin mx . 
n,mo1 


Schwingende Saite: Wir behandeln nochmals das Problem der eingespannten 
schwingenden Saite aus Satz 19.3.2/3. Die Bemerkungen am Ende von 19.5.4. gel- 


3 
ten natürlich auch für n=1 und 2=(0, r). Nach Satz 18.1.4 sind v.(x) = P sin ka 


die Eigenfunktionen und #;.= — k? die Eigenwerte. Also wird die allgemeine Schwin- 
gung einer eingespannten Saite der Länge r beschrieben durch 


E 


ua, t)= D, (aret+ be) sin kx. 


Die Frequenzen der Grundschwingungen sind ı, = 
s 


Sn 
l 


t 
rn 
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19.5.6. Die Fouriersche Methode für die Wärmeleitungsgleiehung 


In Analogie zu 19.5.4. betrachten wir jetzt das Rand-Anfangswertproblem für 
die homogene Wärmeleitungsgleichung mit Null-Randbedingungen: 2 sei ein zu- 
sammenhängendes Normalgebiet im R, und Z=2xX (0, =). Gesucht ist eine Funk- 
tion w({x, t) mit 


Au für (,dEeZ, uy,t)=0 für ycdQ und 1>0, ne 
ur, )=u,la) für ER. (2) 


Man kann wieder zeigen, daß diese Aufgabe (zumindest für hinreichend glatte Funk- 
tionen) höchstens eine Lösung besitzt. Gefragt wird nach Existenz und Konstruk- 
tion dieser Lösung. Wie in 19.5.4. fragt man zuerst nach nicht-trivialen Funktionen 
vw. t)=X(x) T(t) mit 


[7 
a) für (,2)EZ und Xy)=0 für yeel. 
AXG ” 
Es muß ie N; gelten, wobei A eine Konstante ist. Also ist A({x) wie 


Xa) TU) 

in 19.5.4. eine Eigenfunktion »,(x) in Sinne von 19.5.3. mit dem Eigenwert 7;. 
Für T(t) ergibt sich daun Ti) =a,e’®, Macht man jetzt in Analogie zu (19.5.4/5) 
den Ansatz 

ul, = D apula) ce , (3) 

k=1 

so ist (1) formal erfüllt. Ist v,(x)EL5(2), so kann man w,(x) wie in (19.5.4/6) ent- 
wickeln. Setzt man jetzt #;=c; in (3), so ist auch (2) erfüllt, und man erhält die 
gewünschte Lösung. Man kann wieder im Rahmen der T'heorie der Sobolevschen 
Räume alle Rechnungen rechtfertigen (wir verweisen auf [43]). In diesem Sinne ist 
u(x, t) eine verallgemeinerte Lösung von (1), (2). 


Physikalische Interpretation: Ist n=3 und p(y)=0, so ist ul, i) die Lösung des 
Problems „Wärmeleitung‘ aus 19.1.2. Da 3.—0 ist, gilt u(x, )—0 für it, wie es 
auch sein muß, da die Temperatur auf 82 stets gleich null ist. Ist n=1 und Q2= 
=(0, r), so erhalten wir analog zu 19.5.5. 


ua, =D are tt sin ka. 
k=1 
Das kann man als Temperaturverteilung in einem Stab der Länge r deuten, der in 
den Querrichtungen wärmeisoliert ist und dessen Enden die Temperatur Null 
haben. 


20. Operatoren in Banachräumen 


20.1.  Banachräume 
20.1.1. Separable Banachräume 


Reelle und komplexe Banachräume wurden in Kap. 6 behandelt. Falls es nicht 
ausdrücklich anders gesagt: wird, soll ab jetzt ein Banachraum stets ein komplexer 


Banachraum sein. 


Definition. Ein Banachraum B heißt separabel, falls es eine abzählbar unendliche 
Menge fly -ı CB gibt, die in .B dicht biegt. 

Bemerkung 1. Nach Def. 17.3.1/2 (und Bemerkung 17.3.1/3) sind Hilberträume spezielle 
separable Banachräume. Wann eine Menge dicht in einem Banachraum ist, findet man in 
Def. 14.6.3. 

Bemerkung 2 (Beispiele). Die Banachräume 15; [=T,,c] und l, [=L,,c] aus 6.2.2. mit 1=ep <= 
sind separabel: Die in 17.3.2. bez. I, beschriebene abzählbare Menge ist auch dicht in 7, mit 
1=p<«, Ist Q ein Gebiet im R,, so ist nach Bemerkung 17.3.2 auch L,(2) für 1=ep=» ein 
separabler Banachraum. Ist 2 ein beschränktes Gebiet im R,, so kann man auch zeigen, daß 
die abzählbare Menge der Polynome Tan! Se zu" mit (komplexen) rationalen Koeffizienten 
Am für 1=p<» dicht in L,(2) ist. Das folgt relativ leicht aus den Betrachtungen in 18.2.1. 


20.1.2. Spezielle Mengen in Banachräumen 


Definition 1. B sei ein Banachraum und E eine nicht-leere Menge in B. 

(a) E heißt abgeschlossen, falls aus {xy}. CE und x,>x für k + folgt, daß ze E 
gt. 

(b) E heißt beschränkt, falls ae |z|| <> gilt. 

(e) E heißt präkompakt, folk: ia aus jeder Folge (a}5-ı CE eine konvergente Teil- 
Jolge \enyjrı auswählen kann. 

(d) E heißt kompakt, falls E präkompakt und abgeschlossen vst. 
Bemerkung 1. Wir erinnern daran, daß x; —x für > bedeutet, daß lim |a; —x]|=0 gilt. £ 


heißt somit abgeschlossen, falls der Grenzwert konvergenter Folgen es wieder in B liegt. 
Satz 1. Jede präkompakte Menge in einem Banachraum ist beschränkt. 

Bemerkung 2. Die Umkehrung ist im allgemeinen nicht richtig, vgl. auch Satz 20.1.4(a). 
Definition 2. N und M seien zwei Mengen in einem Banachraum B. Ist e=0, so nennt 
man N ein e-Neiz für M, falls Mc . W |\yeB, |®-yl|<e} gilt. 


Bemerkung 3. K.(z) ={y | yEB, |e-yl|=e} ist eine Kugel um x mit dem Radius e. Die Defini- 
tion besagt, daß derartige Kugeln M überdecken, falls die Mittelpunkte zu N gehören. 


Satz 2. (a) Eine Menge im Banachraum B ist genau dann präkompakt, wenn es für 
jedes e>O ein endliches e-Netz gibt. 
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(b) Eine Menge im Banachraum B ist genau dann präkompakt, wenn es für jedes 
&>0 ein prükompaktes e-Netz gibt. 


Bemerkung 4. Die Vermutung, daß die Aussage (b) nutzlos ist, ist falsch. 


20.1.3. Der Raum C(2) 


In 2.5.2. und 6.1.2. hatten wir den reellen Banachraum O[a, b] betrachtet. Ferner 
hatten wir in 19.2.1. als abkürzendes Symbol C(D) eingeführt. Wir betrachten jetzt 
komplexwertige Funktionen, behalten aber die früheren Bezeichnungen bei. 


Definition 1. Ist Q ein beschränktes Gebiet im R,. so ist 
AD)= f(x) | fx) komplex und stetig in Q), 
lea sup II@)| - () 


Bemerkung 1. Da f(x) stetig auf der abgeschlossenen Menge 2 ist, ist J/tr) auch beschränkt. 
Also ist (1) sinnvoll. 


Satz 1. Erklärt man in CD) die Addition von Funktionen durch (f+g)(x)=fix) + 
+gl&) und die Multiplikation von Funktionen fix) mit komplexen Zahlen A durch 
(Af\(x) = Aflx), so ist C(Q) ein Banachraum bez. der Norm (1). 


Bemerkung 2. Der Fall n=1 und 2=(a, b) stimmt im wesentlichen mit Satz 2.5.2 überein. 


Definition 2. Ist M eine beliebige (nicht notwendig abzählbare) Indexmenge, so heißt 
eine Familie von Funktionen {f(&)}ucar aus C(Q) gleichgradig stetig, falls es zu jedem 
e>=0 eine Zahl 8=Ö(e) gibt, so daß fl) Fly)! Se ist für alle ueM sowie alle ze 
und yeR mit \a—yl=Ö. 


Bemerkung 3. Aus 2.3.2/4 (und seinem n-dimensionalen Gegenstück) folgt, daß jede Funktion 


ECIR) gleichmäßig stetig in 2 ist. Der Sinn der Definition besteht also nicht in der Unabhän- 
gigkeit von ö von «, y, sondern in der Unabhängigkeit von u, &, . 


Satz 2 (Satz von Arzela-Ascoli). Eine Familie von Funktionen {f(&)}ucar aus C(2) 
ist genau dann präkompakt, wenn {Fu(l&) uca in OB) eine beschränkte und gleichgradig 
stelige Menge ist. 


20.1.4. Endlichdimensionale Banachräume 


Ein komplexer linearer Vektorraum B im Sinne von 6.1.1. heißt n-dimensional, 
falls es n linear unabhängige Vektoren x,, .... , x, aus B gibt, aber jen+1 Vektoren 
aus B linear abhängig sind. Hierbei heißen y.€ B mit k=1,..., mlinear abhängig, 


m m 

falls es komplexe Zahlen 4, mit k=1,..., m gibt, so daß 3, /4.]>0 und I 49, =0 
k=1 kzı 

gilt. Gibt es keine solchen Zahlen A,...., A. so heißen 1: - - - ; 4m linear unab- 


hängig. („aus 6.1.2. und 3, [=7},.] aus 6.2.2. sind n-dimensional. Haben x, ... ,% 
die obige Bedeutung und ist w€.B, so gibt es komplexe Zahlen 2, A... . , A, mit 


n L 
Zw + D, Aer=0 und Al + I |4,|>0. Da A=#0 sein muß, erhält man 
k= 


= >= 


a 
xe= Bi OECk, 0% komplex 3 
K=1 
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d.h., daß x, ...,x„ eine Basis in B bildet. Die ‚„‚Koordinatenräume““ €, und 75 
sind also bereits die allgemeinsten »-dimensionalen (komplexen) linearen Vektor- 
räume. In Def. 6.2.2/2 hatten wir festgelegt, wann zwei Normen auf einem linearen 
Vektorraum äquivalent heißen. Satz 6.2.2 machte eine Aussage über äquivalente 
Normen in 7}. Es zeigt sich, daß man diesen Satz wie folgt wesentlich verallgemei- 
nern kann. 


Satz. (a) Ein Banachraum ist genau dann endlich-Himensionul, wenn jede beschränkte 
Menge präkompakt ist. 

(b) Sämtliche Normierungen eines n-dimensionalen Iineuren Vektorraumes sind 
äquivalent. 


Bemerkung 1. Man vgl. mit Bemerkung 20.1.2/2. 


Bemerkung 2. Ein normierter endlich-dimensionaler linearer Vektorraum ist stets vollständig, 
also ein Banachraum Teil. (b) zeigt dann, daß man €, im wesentlichen nur auf eine Weise 
normieren kann. 


20.1.5.  Vervollständigung normierter Räume 


In Bemerkung 20.1.4/2 hatten wir gerade festgestellt, daß normierte endlich- 
dimensionale lineare Vektorräume automatisch vollständig sind. Für allgemeine 
(unendlich-dimensionale) normierte Räume gilt dies nicht. Die Polynome P(x) über 
2=(—1,1) bilden einen linearen Vektorraum, der durch | P(&)||z,«oy normiert werden 
kann. Dieser Raum ist aber nicht vollständig, wie etwa aus Satz 18.2.2 folgt. Damit 
entsteht das Problem, einen gegebenen (unvollständigen) normierten linearen Vek- 
torraum zu einem Banachraum zu vervollständigen. 


Definition. /s! M, ein linearer Vektorraum mit Norm |ejı und ist Ms ein linearer 
Vektorraum mit Norm |\x||lo, so heißen M, und Ms isometrisch-isomorph, falls es eine 
lineare Abbildung I von M, auf Ms, mit |Ix|,—\|xl|, für alle ze M, gibt. 


Bemerkung 1. Linear heißt S(i& +29) =Z1(&) + «T(y) für alle ze M,. y£EM,.% und u komplex. 
Daß / den Raum M, auf Ms abbildet, soll heißen, daß der Wertevorrat von / ganz Ma ist. 
Aus |Ix]»=|\e, folgt, daß die Abbildung eineindeutig ist. Insbesondere ist die Definition symme- 
trisch in M, und M, (man braucht nur / durch den Umkehroperator /7! zu ersetzen, wenn 
man die Rollen von M, und M, vertauschen will). 


Satz. Ist M, ein linearer normierler Vektorraum, so gibt es einen Bunuchraum B und 
eine in B dichte lineare Teilmenge Ms, so daß M, isometrisch-isomorph auf Ms abge- 
bildet werden kann. 


N 


Bemerkung 2, Im Sinne des Satzes kann man also jeden linearen normierten Vektorraum zu 
einem Banachraum vervollständigen. (Dem Bild sieht man wirklich nicht an, daß alle Räume 
linear sind.) 
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20.2. Operatoren 
20.2.1. Grundbegriffe 


Definition. B, und By seien Banachräume, und D sei ein linearer Unnterraum (Vektor- 
raum) von By. 

(a) Eine Abbildung A von D in By heißt linear, falls für alle x&D und yeD sowie 
alle komplexen Zahlen A und u gilt Ar + yuy)=AdAx+yuAy. Hierbei heißt D=D(A) 
das Definitionsgebiet von A. 

(b) Eine lineare Abbildung A von D in B, mit D=.D(A) = B, heißt stetig, falls aus 
2, > x in B, für k+ stets Ax, > Ax in By folgt. 

(e) Eine Iineare Abbildung A von D in By mit D=D(A)= B, heißt beschränkt, falls 
es eine positive Zahl e gibt, so daß |Ax| 2,=e |xl|n, für alle ze By gilt. 

(d) Eine lineare Abbildung A von D in B, mit D=D(A)=B, heißt kompakt, falls A 
jede beschränkte Menge aus B, in eine prükompakte Menge in B, abbildet. 
Bemerkung 1. Wir schreiben Ax statt A{®), wenn keine Verwechslungen zu befürchten sind. 
In (b), (e) und (d) setzen wir voraus, daß das Definitionsgebiet D(A)= B, ist. Nur solche Ope- 
ratoren werden in diesem Kapitel behandelt. Für die späteren Untersuchungen ist aber die 
schwächere Formulierung (a) nützlich. Eine Abbildung .in“ 3, heißt, daß der Wertevorrat in 
B, liegt, aber nicht notwendig mit ganz 5, übereinstimmt. Ist der Wertvorrat gleich B,, so 
sprechen wir von einer Abbildung „auf“ R,. 


Satz. (a) Eine Abbildung A ist genau dann beschränkt, wenn sie stetig Tst. 

(b) /st eine Abbildung A kompakt, so ist sie auch stetig. 

(e) Eine Abbildung A ist genau dann kompakt, wenn man aus jeder beschränkten 
Folge {7-1 < Bı eine Teilfolge {x%,}7-ı auswählen kann, so daß {Axy,)7-ı konvergiert. 
Bemerkung 2. Alle Operatoren (=Abbildungen), die wir betrachten, sind linear, so daß wir 
dies nicht mit aufschreiben. 


20.2.2. Der Raum L(B,, Ba) 


Definition 1. Sind B, und By, zwei Banachräume, so ist L(B,, Bs) die Gesamtheit der 
stebigen Operatoren, die Bl =D(A) in B, abbilden. 
Bemerkung 1. L(B,, B,) wird ein linearer Vektorraum, wenn man die Addition von stetigen 
Operatoren A, und As aus L{B,, P)) und die Multiplikation mit komplexen Zahlen 7, und 23 
durch 
(A1dı +4945)(®) =), 48 + Ay Ag für alle ze B 
erklärt. Man sieht leicht, daß A, 4, +434s wieder zu L(B,, Ps) gehört. Ferner ist 
IAl= sup |Aeln, () 
il, =1 
eine Norm auf L(B,, Ba). Es ist 
Al= sup |delp, und |Al=infe, 
zip, =1 


wobei das Infimum über alle Zahlen e mit || 4x) 3,=c|«», für alle x€ B, gebildet wird. 


Satz 1. Mit (1) als Norm ist L(B,, B») ein Banachraum. Die Gesamtheit der kompakten 
Operatoren aus L(B,, Bs) bildet einen abgeschlossenen Unterraum in L(B,, Ba). 


Bemerkung 2. Ein Unterraum ist ein linearer Teilraum. Mit (1) als Norm bilden also die kom- 
pakten Operatoren aus L(B,, B,) ebenfalls einen Banachraum. 
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Bemerkung 3. Ist A, €CL{B,, Bs) und AsE L(B,, Ba), so ist 454, £L(B,, Bs), wobei 454, durch 
(454,){x) = As(A,x) definiert ist. Es gilt AA, = Aa] * ||Ar. 


Definition 2. B, und B, seien zwei Banachrüume. Ferner seien A und Ä zwei lineare 
Operatoren mit D(A)C-D(Ä)c B.diein By, abbilden. Dann heißt Ä Fortsetzung von A, 
falls Äx= Ax für alle xeD(A) gilt. 


Satz 2. B, und B, seien zwei Bonachräume. A ser ein Iinearer Operator, dessen. Defi- 
nitionsgebiet D(A) dicht in B, Tiegt und der in By, abbildet. Gibt es eine positive Zahl c, 
so deß |Arl|z,=c ln, für alle zeD(A) gilt, so ewistiert genau ein Operalor 
ÄEL(B,, B,), der Fortsetzung von A ist. 


B' 


Lineare Funktionale: Ist B, = €, die komplexe Ebene, so schreibt man L(B, C,)= 
wobei B,=B ein Banachraum ist. f£ B’ heißt lineares stetiges Funktional. fe 5= 
bildet also den Banachraum B in die komplexe Ebene ab. Ist B,=(,, so kann man 
Satz 2 wesentlich verschärfen. Hierzu braucht man den Begriff der stetigen Linear- 
form. B sei ein Banachraum, und f sei ein linearer Operator im Sinne von Def. 
20.2.1(a) von D(f} CB in die komplexe Ebene (',. Dann heißt / stetige Linearform, 
falls eine positive Zahl e existiert, so daß |{x)| ze |fiiz für alle z<.Dif) gilt. 


Satz 3 (Satz von Hahn-Banach). Tst F eine stetige Linenrform mit D(f)< B, so gibt es 
ein Fineares stetiges Funktional f£ B', das Fortsetzung ron f ist. Hierbei kann man er- 
reichen. daß 

IA = sup IX@)l= sup Aal = 


all = Iz1=1 
Fon zeB 


gilt. 

Bemerkung 4. Im Gegensatz zu Satz 2 wird nicht gefordert, daß D(fj dicht in 3 liegt. Dafür 
gibt es auch keine Unitätsaussage wie im Satz 2. Der Beweis von Satz 3 ist wesentlich kompli- 
zierter als der (einfache) Beweis von Satz 2. 


20.2.3. Das Spektrum und Resolventen 


Sind B, und B, zwei Banachräume und ist AEL({B,. Bs), so bezeichnet 
R(A)={y|ycBs, es gibt ein zeB, mit y= Ar} 
den Wertevorrat von A. Leistet 4€L(B,, Bs) eine eineindeutige Abbildung von B, 
auf AR(4), so heißt AI mit «= A"1y, falls y= Ax gilt, Umkehroperator oder inverser 
Operator (zu A). Es ist D(A=1)= R(A)< By. Man sieht leicht, daß 41 ein . 
Operator ist. (KA) ist in jedem Fall ein linearer Unterraum von 33). Ist B, = B, = 
so schreiben wir L({B)=L{B, B). Mit E bezeichnen wir den Einheitsoperator in E 
Definition. Ist B eine Banachraum und A&L{B), so heißt 
Ma={} | CO, es existiert (A—AE)"! und (A --AE)-'zL(B)} 
die Resolventenmenge (von A) und Sa=(,/Ma das Spektrum (von A). 
Bemerkung 1. In der komplexen Ebene (€, fragen wir also nach den komplexen Zahlen }, für 
die A—/E eine eineindeutige Abbildung von B auf B leistet, ZIA—/EF)=B, und für die (der 
dann existierende) Umkehroperator (4 —AFP)! stetig ist. Die Gesamtheit dieser Zahlen heißt 
Resolventenmenge, der Rest Spektrum. Für AEM 4 heißt (A -AE)”! Resolvente. 
Satz. Ist Bein Banachraum und AcL{B), so gilt 
(2 |2e0,, Al =JANCMa. 
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N Akı= 
Für |) >||Al| ist [ -2 ”) eine Fundamentalfolge in L(B), und für das Limes- 
kA IN- 
6 k 
element gilt (A—AE)) 2 zerilleon Neumannsche Reihe). 
Bemerkung 2. Hierbei ist A=E, 4?= 44, At+!=Ak4 für k=2,3,... Das Spektrum eines 


Operators A€L(B) liegt also in einem Kreis um den Nullpunkt mit dem Radius |/4j|. 


20.2.4. Der Raum (1,)’ 


Ist 1=2p<=, so seil„|=1,,c)] der (komplexe) Banachraum aus 6.2.2. Gefragt wird 
nach (l,)', dem Raum der linearen stetigen Funktionale über /, im Sinne von 20.2.2. 
Ist fe(l,)', so ist wie früher IAla,» a ))- 

elz, = 


l 1 
Satz. Es seil<p=» und -+—=1. 
» pvp 
(a) Ist y= (Ay: Yo: - - ») Elp; 50 gehört f mit 
fa)= 2 weyp Für welt, 8% -- .)Slp (1) 


zu (Iy)', und es gilt fa =lolı,- 
(b) Ist Fe(l,), so gibt es genau ein klement yel,, so daß f(x) durch (1) darstell- 
bar ist. 
Bemerkung 1. Daß f aus (1) zu (1,)‘ gehört, folgt: im wesentlichen aus der Hölderschen Unglei- 
chung (6.2.1/1). Der Satz bleibt auch für »=1 richtig, wenn man p'=« und 
1. {fe |2=(a, 0%...) Je, =sup te} 
setzt. k 


Bemerkung 2, Aus dem Satz folgt leicht, daß (,)‘ und 1, im Sinne von Def. 20.1.5 isometrisch- 
isomorph sind. Man schreibt deshalb auch (/,)’=1,,, wobei man aber beachten muß, daß dies 
im Sinne von (1) zu verstehen ist. 


Bemerkung 3. Ist 2 ein Gebiet im A, so hat der (komplexe) Banachraum L,(2) die Bedeutung 
aus Bemerkung} 17.3.2 und Bemerkung 20.1.1/2. Ist 1=-p9== und yEly(2), so gehört f mit 


fih)= f kx) ga) de für heL,(2) (2) 
2 


zu (Ly(2))’‘, und esgilt |f (Eddy = L,«a) Umgekehrt läßt sie h jedes f£ (Zy(2))’ in eindeutiger 
Weise in der Form (2) mit ge Ly(2) darstellen. In diesem Sinne ist (Z,(2)) =Ly(2). 


20.2.5.  Integraloperatoren 


Ist 2 ein beschränktes Gebiet im R,„, so betrachten wir den Integraloperator K, 
(Ki) = H Ka,y)fly)dy, zeQ, (1) 


der jeder Funktion f(x) aus 2 eine Funktion (Kf)(x) aus 2 zuordnet (sofern das 
Integral existiert). K(x, y) ist über QX 2 definiert und heißt Kern des Integralope- 
rators. K ist ein linearer Operator (sofern er existiert). 
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Satz 1. Ist K(x, EC(QX 2), so ist K ein kompakter Operator aus L(C(2)). 


Bemerkung 1. Der Raum 0(2) wurde in 20.1.3. betrachtet. Ferner hat L(C(2)) die Bedeutung 
L(B) aus 20.2.3. mit B=C(2). 


Bemerkung 2, Ist K(z, y) ELy(2 x2), so folgt aus dem Satz von Fubini aus 14.4.4., daß K(x, y) 
bei festem x<Q als Funktion von y betrachtet für fast alle z€2 zu Ls(2) gehört. Für derartige 
zeR ist dann Kfz, y) f(y) als Funktion von y integrierbar, sofern f{y)&Ls(2) gilt. Man kann 
dann (1) bilden. Der nachfolgende Satz ist in diesem Sinne zu verstehen. 


Satz 2. Ist Kir, y)ELSQXR), so ist K ein kompakter Operator aus L(Lz(2)). 


21. Operatoren in Hilberträumen 


21.1. Klassen stetiger Operatoren 
21.1.1. Isomorphie von Iilberträumen 


Hilberträume wnrden in 17.3. eingeführt. Alle Bezeichnungen haben die dortige 
Bedeutung. Nach Def. 17.3.1/2 gibt esin einem Hilbertraum eine abzählbar unend- 
liche dichte Teilmenge. Hilberträume sind somit spezielle separable Banachräume 
im Sinne von Def. 20.1.1. 


Definition. Zwei Banachräume B, und B, sind isomorph. falls es einen Operator 
AcL{B,, Bs) gibt, der einen Umkehroperator ATIEL(Bsy. By) besitzt. 


Bemerkung 1. Gefordert wird also die Existenz eines stetigen Operators 4 mit D(4)=B, und 
R(A)= Bs, der eine eineindeutige Abbildung von £, auf B; leistet und dessen (somit existie- 
render Umkehroperator) 4-1 eine stetige Abbildung von Ds auf B, vermittelt. Ist y= Ax, so 
folgt aus ||yls,=|lAl ellz, und en, =AT! |ylz,, daß es zwei positive Zahlen ce, und c, gibt, 
so daß für alle x€ 5, 


yla,=selasolyls, mit y=Ar (1) 


gilt. Die obige Definition ist somit eine Verallgemeinerung des Begriffes der äquivalenten 
Normen aus Def. 6.2.2/2 und eine Verallgemeinerung des Begriffes der isometrisch-isomorphen 
Banachräume aus Def. 20.1.5. 


Bemerkung 2. Nach 17.3.2. und 20.1.4. ist ©, ein n-dimensionaler Hilbertraum. Aus Satz 
20.1.4(b) folgt jetzt leicht, daß jeder endlich-dimensionale Hilbertraum isomorph zu C„ mit 
passend gewähltem x (der Dimension des Raumes) ist. Nennt man einen Hilbertraum unend- 
lich-dimensional, wenn er nicht endlich-dimensional ist, so gilt nachstehender Sachverhalt. 


Satz. Ein unendlich-dimensionaler Hülbertraum ist isomorph zu I». 
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21.1.2. Lineare Funktionale 


Satz (F. Riesz, Fischer). H sei ein Hilbertraum und H’ der Raum der linearen stetigen 
Funktionale über H. 

(a) Ist yEH, so ist f(x) = (x, y) ein lineares stetiges Funktional über H, und es gilt 
Iyla=I/fler. 

(h) Ist FEH’, so gibt es genau ein ycH mit x) = (x, y) für alle xeH. 


Bemerkung. Im Sinne dieses Satzes ist ZH’=H. Ist 7=I, oder H=L,(2), so stimmt der Satz 
(im wesentlichen) mit Satz 20.2.4 und Bemerkung 20.2.4/3 überein. 


21.1.3. Bilinearformen 


Definition. Ist H ein Hilbertraum, so heißt L(x, y) beschränkte Bilinearform, falls 
jedem geordneten Paar zeH und yEH eine komplexe Zahl L(x, y) mit folgenden Bigen- 
schaften zugeordnet wird: 
(a) Sind x, &, y Elemente aus I und },, Ay komplexe Zahlen, so gill 
Lihyz + Por, „Alle, Y)+/ollao Y) 
L(y; Ay + Ara) = Ally, &)+4sL(y, 2): 
(h) Es gibt eine positive Zahl e, so daß für alle xeH und ycH gilt 
I®, y)l=e elle Iylar - (i) 
Bemerkung 1. L(z, y)= (x, y) ist eine beschränkte Bilinearform. Ist A€EL(H), so sind auch 
(Ax,y) und (x, Ay) beschränkte Bilinearformen. 


Bemerkung 2, In Analogie zur Norm von Operatoren und Funktionalen setzen wir 


\El= sup |L,y)|= sup Lia,y)|=infe, 
Ne = =1 a1 en 
yi= 


wobei das Infimum über alle Zahlen e mit (1) gebildet wird. 
Satz. Ist L(x, y) eine beschränkte Bilinearform im Hilbertraum I, so gibt es genau 
einen Operator A, £L(IT) und genau einen Operator As L(H) mit 
Lz, y)=(Aıs, yJ=(x, Asy) für alle ze und yeH. 
Ferner ist |] =A1l 1A]. 


Bemerkung 3, Die Beispiele aus Bemerkung 1 sind also bereits die allgemeinsten beschränkten 
Bilinearformen. 


21.1.4. Adjungierte Operatoren 


Definition. Ist H ein Hübertraum und A<L(H), so heißt AF<L(H) der zu A adjun- 
gierte Operator, falls für alle xcH und alle yeH gilt 
(Az, ya, A*y) . 

Bemerkung. Aus AEL(H) folgt, daß L(x, y)=(Ax, y) eine beschränkte Bilinearform ist. Nach 
Satz 21.1.3 gibt es somit genau einen Operator 4*€ L(H) mit (Az, y)=(z, A*y) für alle zeH 
und alle yeH. Das rechtfertigt die Definition. 
Satz. H sei ein Hübertraum. 

(a) Ist AEL(H), so gät A| =||A*]| und (A*)*=A. 


21.17. 21.1. Klassen stetiger Operatoren 223 


(b) Ist A,€EL(H) und AseL(H) und sind ),, 3, komplexe Zahlen, so gilt 
(4A, +AA5)*=4AF+AAF und (A, A)*=AFAF. 
(e) Ist AEL(H) und existiert ATI€ L(H), so existiert auch (A*)"1EL(H), und es gili 
(AN-I= (AN 8. 


21.1.5. Projektionsoperatoren 


Definition. 7 sei ein Hülbertraum und H, ein abgeschlossener Unterraum in H. Ist 
x=2,+xr die Darstellung von x im Sinne von Satz 17.3.5, so heißt P mit Px=x, 
Projektionsoperator (oder Projektor). P projiziert H auf H,. 

Bemerkung 1. Man sieht leicht, daß die Zuordnung x—x,. also P, linear ist, D(P)=H und 
\Px||=]|«]| gilt. Somit ist PEL(H). Ist z€H,. so gilt Pxr=x. Daraus folgt || Pj]=1, sofern H, min- 
destens eindimensional ist. 


Satz. Ist H ein Hilbertraum, so ist PEL(H) genau dann ein Projektionsoperator, 
wenn P=P*=P? gilt. 


Bemerkung 2, Der zugehörige Projektionsraum ist H,={z | x€H, Px=x}. 


21.1.6. Isometrische und unitäre Operatoren 


Definition. 4, und Hs seien zwei Hilberträume. 

(a) Ist V ein linearer Operator im Sinne von Def. 20.2.1 mit D(V)CH, und R(NV)< 
Ho», so heißt V isometrisch, falls |Vx|r,=|x|ı, für alle zeD(V) gilt. 

(b) Ein isometrischer Operator im Sinne von (a) heißt unitär, falls D(V)=H, und 
R(V)=Hs3 gilt. 
Bemerkung. Ein unitärer Operator gehört zu L(H,, Hs). Gibt es zu zwei Hilberträumen H, 


und Hs, einen unitären Operator, so sind diese Räume isometrisch-isomorph im Sinne von 
Def. 20.1.5 (und somit auch isomorph im Sinne von Def. 21.1.1). 


Satz. Sind H, und Hs zwei Hilberträume und ist V ein isometrischer Operator im 
obigen Sinne, so ist 
(Ve, Vy)m=(&, Ya, Für alle zeD(V) und yeD(V). 


Der Umkehroperator V "1 ist ein isometrischer Operator von D(V 1)= R{V) in Hs auf 
Ur H)=D(V)in H,. Ist V unitär, so ist auch V "I unitär. 


21.1.7. Kompakte und ausgeartete Operatoren 


Wann ein Operator kompakt heißt, wurde in Def. 20.2.1(d) festgelegt. 


Definition. /st H ein Hilbertraum, so heißt AEL(H) ausgeartet, falls die Dimension 
des Wertevorrats R(A) endlich ist. 


Bemerkung 1. Es ist leicht zu sehen, daß jeder ausgeartete Operator auch kompakt ist. 
Lemma. Ist H ein Hülbertraum und A&L(H) ausgeartet, so lüßt sich A in der Form 


m 
Ax=TY (a,ef)e; füralle xzeH 
kzı 
darstellen. Hierbei ist {ey}, ein orthonormiertes System und m ist die Dimension des. 
. . . Y “ . ” 
(endlich-dimensionalen linearen) Raumes R(A). Ferner ist A* ebenjalls ausgeartet, die 
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Dimension von R(A*) ist m, und es gilt 


m 
A*fr=Y (x,en)e; füralle xeH. 


Bemerkung 2, Die Dimension eines linearen Vektorraumes wurde in 20.1.4. erklärt. 


Satz. H sei ein Hilbertraum. 
(a) AEL(TI) ist genau dann kompakt, wenn es eine Folge {ArY£_ı <L(H) ausgearte- 
ler Operatoren mit Jim |Arx—-Al=0 gibt. 


(b) AEL(H) ist genau dann kompakt, wenn A* kompakt ist. 


21.2. Die Theorie von Riesz und Sehauder 


21.2.1, Problemstellung 


m 


Die Lösungstheorie linearer algebraischer Gleichungen $ a, 2, = yı mitl=1..... 
. 2 4, g 
zt 


ist gut bekannt. Hierbei ist (o,.)/._ı eine gegebene Matrix. Die Eigenschaften die- 
ser Matrix sowie der adjungierten Matrix (Rang, Unterdeterminanten usw.) be- 
stimmen die Theorie dieser Gleichungen. Wir suchen das unendlich-dimensionale 
Analogon dieser Theorie. Ist 7 ein Hilbertraum und A€_L(H), so kann man fragen 
für welche „ce H die Gleichung Ax—=y eine Lösung hat und was man über die Ge- 
samtheit der Lösungen aussagen kann. Hierbei ist es zweckmäßig, die Gleichung 
Ax=y nicht allein, sondern die Gleichungsschar (4A —-/E\e=Ax —-Ax=y zu be- 
trachten. E ist der Einheitsoperator in H, und A ist eine beliebige komplexe Zahl. 
Ist AEM ,, so besitzt (A —AE)e=y nach Def. 20.2.3 für jedes yeH genau eine Lö- 
sung, e=(A—AE)"!y. Eine Lösungstheorie für die Gleichung (4—-AE)e=y ist 
somit eng mit der Bestimmung der Resolventenmenge M 4 und des Spektrums S4 
aus Def. 20.2.3 verbunden. 


Definition. 7 sei ein Hübertraum und A&L(H). 

(a) K(A)={y|yEH, es gibt ein xcH mit Ax=y} heißt Wertevorrat und N(A)= 
={y| Ay=0} Nullraum. 

(b) AEC, heißt Eigenwert von A, falls es ein Element «+0 mit Ar=ıx gibt. Die 
Dimension von N[A—AE) heißt Vielfachheit des Eigenwertes A. 


Bemerkung 1. Es ist klar, daß R(A) und N(4) lineare Unterräume von JT sind. Ist N(A —AE) 
nicht endlich-dimensional, so sagt man, daß 7 ein Eigenwert unendlicher Vielfachheit ist. 
Ferner ist leicht zu sehen, daß N(4-7E) in jedem Fall ein abgeschlossener Unterraum ist. 
Ist A ein Eigenwert, so ist ACS.ı- 

Bemerkung 2, Ist R(A-/E)=I, so hat Ar —/r=y für jedes „£H mindestens eine Lösung. 
Ist N[A-AE)={0} (besteht nur aus dem Nullelement), so hat Aa —Ax =y für ein gegebenes 
ycH höchstens eine Lösung. 


21.2.2. Zerlegungssätze 


Ist ZZ, ein (linearer) Unterraum des Hilbertraumes Z, so ist I, —{x|xcH, es 
gibt eine Folge {x4}7_ı CH, mit x,— x) der Abschluß von JZ,. Man sieht leicht, daß 
H, ein abgeschlossener (linearer) Unterraum von # ist. 


Satz. Es sei H ein Hülbertraum, ACL(H) und ), eine komplexe Zahl. 


(a) H= R(A-AE)BN(A*-7E)= R(A*-AE)SN(A-AE). 
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(b) Ist A kompakt und 7,+0, so gilt 
H= R(A-AE) 9 N(A*-AE)= R(A*-AE)@N(A-AE). (1) 


Bemerkung. & hat: die Bedeutung aus 17.3.5. Die wesentliche Aussage des Satzes ist in (1) 
enthalten: R(A-/E) und R(A*-ÄE) sind abgeschlossene Unterräume, falls A kompakt 
und A=+0ist. Nach (1) ist A@x —Ac=y genau dann lösbar, wenn (y, z2)=0istfür allezeN(4*—AE), 
also A*z=z. 


21.2.3. Das Spektrum kompakter Operatoren 


Wir hatten bereits festgestellt, daß ein Eigenwert A eines Operators A& L(H) zum 
Spektrum S, des Operators A gehört. Im Gegensatz zum endlich-dimensionalen 
Fall kann es jedoch passieren, daß es komplexe Zahlen A&$, gibt, die keine Eigen- 
werte sind. In diesem Fall existiert der Umkehroperator (4—AE)-1, gehört aber 
nicht zu L(M). Der nachfolgende (vergleichsweise tiefliegende) Satz zeigt nun, daß 
sich kompakte Operatoren (im Gegensatz zu beliebigen Operatoren aus L(H)) im 
wesentlichen so verhalten, wie man es vom endlich-dimensionalen Fall gewöhnt ist. 


Satz 1. H sei ein unendlich-dimensionaler Hilbertraum. Das Spektrum S4 des kom- 
pakten Operators AEL(H) besteht aus dem Punkt A=0 und aus höchstens abzähbar 
unendlich vielen Eigenwerten, die sich nur im Nullpunkt häufen können. Jeder von 
null verschiedene Eigenwert ist ein Eigenwert endlicher Vielfachheit. Ferner ist S a» = 


={A | AEO,, AcSa). 


Bemerkung 1. Aus diesem Satz und Satz 21.2.2 kann man eine bemerkenswerte Folgerung 
ziehen: Es sei AEL(H) kompakt und /=0. Die Gleichung Ax —/x=y hat für jedes yEH genau 
dann eine eindeutig bestimmte Lösung, falls A kein Eigenwert ist; ferner ist N(A*—/E)={0} 
genau dann, wenn N(4—/E)={0} gilt. Die letzte Aussage läßt sich noch wie folgt verschärfen. 


Satz 2. Ist H ein Hiübertraum und ist A==0 Eigenwert eines kompakten Operators 
AEL(H), so haben NA—AE) und N(A*—AE) die gleiche (endliche) Dimension. 


Bemerkung 2. Die Sätze dieses Abschnitts sind die abstrakte Fassung der sogenannten Fred- 
holmschen Alternativsätze für Integralgleichungen, die wir im nächsten Abschnitt behandeln. 


21.3.  Fredholmsche Integralgleichungen 


21.3.1. Der adjungierte Integraloperator 
Ist 2 ein beschränktes Gebiet im R,. so ist K, 
(Kfz) = J Kia, y) Ay) dy; 


der Integraloperator aus 20.2.5., wobei wir jetzt für den Kern K(x, y)EL,(2x 2) 
voraussetzen. Nach Satz 20.2.5/2 ist dann KEL(L,(2)) ein kompakter Operator. 
Somit kann man die Theorie von Riesz und Schauder aus 21.2. anwenden. Das erste 
Problem ist die Bestimmung des adjungierten Operators K*EL(Ly(2)). 
Satz. Unter den obigen Voraussetzungen ist 

(K*N)«) = Ki, a) fy)dy für feLa(2). 
Bemerkung. Die Gleichungen aus 21.2. haben jetzt die Form 

H Kia, y) fi) dy—Afle) = hie) . (1) 
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Hierbei sind h(x)eLs(2) und Kix, yJELd(RXR) gegeben, und +0 ist eine komplexe Zahl. 
Gesucht ist eine Funktion f(x) € L,(2), so daß (1) erfüllt ist. Gleichungen dieser Art heißen Fred- 
holmsche Integralgleichungen zweiter Art. Die Theorie aus 21.2. und der obige Satz zeigen, 
daß neben (1) noch die adjungierte Gleichung 


Z Kiy. x) gly) dy—/g(&)= hi) (2) 


von Interesse ist. 


21.3.2. Die Fredholmsehen Alternativsätze 


Wir übertragen jetzt die abstrakte Theorie aus 21.2. auf die, Operatoren und 
(Gleichungen aus 21.3.1. Alle Bezeichnungen haben die gleiche Bedeutung wie in 
21.3.1. 

Satz 1. Das Spektrum Sx des kompakten Integraloperators KEL(Ls(2)) aus 21.3.1. 
besteht aus dem Punkt »=0 und aus höchstens abzählbar unendlich vielen von null 
verschledenen Eigenwerten endlicher Vielfachheit, die sich nur im Nullpunkt häufen 
können. 
Bemerkung 1. Der Satz folgt aus Satz 21.2.3/1 und aus 21.3.1. 
Satz 2. /st A=#0 kein Eigenwert des Integraloperators K, so besitzen die Fredholmschen 
Integralgleichungen zweiter Art (21.3.1/1) und (21.3.1/2) für jede Funktion h(x)€ Ls(2) 
genau eine Lösung fx)ELs(2) und gla)2Ls(2). 
Bemerkung 2. Der Satz folgt aus Satz 21.2.2(b) und Bemerkung 21.2.3/1. 
Satz 3. Ist +0, so gilt folgende Alternative: Entweder besitzt die Kredholmsche Inte- 
gralgleichung zweiter Art (21.3.1/1) für jede Funktion h(x) € Ls(2) genau eine Lösung 
aus L>(Q2), oder die homogene Integralgleichung 
S Kia, y) Ku) dy-Aa)=0 (1) 
2 
besilzt eine nicht-trüwiale Lösung aus Ly(2). 
Bemerkung 3. Dieser Satz ist ebenfalls eine Umsetzung von Bemerkung 21.2.3/1. 


Satz 4. Ist A=0, so haben die homogenen Integralgleichungen (1) und 


S Ki x) a(y) dy-igle)=0 (2) 
2 
die gleiche (endliche) Anzahl N Tinear unabhängiger Lösungen in Ly(2). Es seien 
la), ..., Ixla) Finear unabhängige Lösungen von (1) und x). ...: yx(x) Finear 


unabhängige Lösungen von (2). Dann hat (21.3.1/1) mit h(&) € Ly(2) genau dann eine 
Lösung aus La(2), wenn 


Shtz) gua)de=0 für k=1,...,N 
2 


gilt. Entsprechend hat (21.3.1/2) mit k(x)€ Ly(2) genau dann eine Lösung aus Ly(2), 
wenn 


[ha) fa) de=0 für k=1,...,N 
2 


gilt. 


Bemerkung 4. Der Satz folgt aus Satz 21.2.2 und Satz 21.2.3/2. Der Satz ist nur für solche 
A=#0 von Interesse, die Eigenwerte von K sind. Für andere Zahlen 7 ist der Satz auch richtig, 
liefert aber nichts Neues im Vergleich mit den vorhergehenden Sätzen. 


Bemerkung 5. Die Sätze dieses Abschnitts heißen die Fredholmschen Alternativsätze für 
Integralgleichungen. 


2, Distributionen 


22.1. Grundbegriffe 
22.1.1. Einleitung 


Eine stetige Funktion im 7, besitzt nicht not wendig stetige partielle Ableitungen 
erster Ordnung, eine stetig differenzierbare Funktion besitzt nicht notwendig 
stetige partielle Ableitungen zweiter Ordnung usw. Diese Aussagen sind elementar 
und lassen sich leicht durch Beispiele belegen. Vom physikalischen Standpunkt 
sind diese Feststellungen aber bedauerlich. Einerseits basieren viele physikalische 
Theorien auf partiellen Differentialgleichungen, andererseits führen die mathe- 
matischen Idealisierungen physikalischer Probleme auf natürliche Weise auf nicht 
differenzierbare oder sogar unstetige Funktionen. Die Elektrodynamik und die 
Quantenmechanik kennen hierfür viele Beispiele. Es gibt zwei Möglichkeiten, diesem 
Dilemma zu entgehen. Entweder man formuliert die Grundgesetze entsprechender 
physikalischer Theorien um, oder man sucht eine neue Basis, einen erweiterten 
Funktionsbegriff, einen neuen Differenzierbarkeitsbegriff usw. Beide Wege sind 
möglich. Im ersten Fall kann man z. B. partielle Differentialgleichungen durch 
Integralidentitäten ersetzen, die auch für allgemeinere Funktionen gelten. Hierbei 
stößt man aber häufig auf neue Schwierigkeiten, ganz davon abgesehen, daß Mathe- 
matiker und Physiker lieber mit Differentialgleichungen als mit Integralidentitäten 
rechnen. Der andere Weg führt zur Theorie der Distributionen (verallgemeinerte 
Funktionen): Man erweitert den Funktionsbegriff, den Begriff der Dilferenzierbar- 
keit nsw., hält aber an den partiellen Differentialgleichungen fest. Viele technische 
Schwierigkeiten und (vom physikalischen Standpunkt aus) künstliche Zusatzbe- 
dingungen bei den partiellen Differentialgleichungen der theoretischen Physik ent- 
fallen im Rahmen dieses neuen Kalküls. Die Physiker hatten sich sowieso nicht viel 
um diese ‚mathematischen Spitzfindigkeiten‘ gekümmert (zu Recht, wie man heute 
weiß). Überhaupt scheint es eine Art Qualitätsmerkmal für gute theoretische Phy- 
siker zu sein, daß sie auch in unerforschtem mathematischen Gelände die reichlich 
vorhandenen Fallgruben (auch die gut getarnten) instinktiv umgehen oder über- 
springen. Weniger gute theoretische Physiker sammeln sich in diesen Fallgruben, 
bestreiten dieses aber heftig. Hier empfiehlt es sich wohl zu warten, bis die Mathe- 
matik mit schwerem Gerät die betreffenden Stellen urbar macht und ..beliebte‘“ 
Wanderwege ausschildert. Als Mathematiker kann man über die erstgenannten 
Physiker entweder hochnäsig die Nase rümpfen oder mit Staunen und Bewunderung 
(wenn auch mit einem leichten Unbehagen und etwas Neid) feststellen, daß am 
Ende eines zur Zeit noch nicht mathematisch voll abgesicherten Weges physika- 
lisch und mathematisch gleichermaßen verblüffende und großartige Resultate 
herauskommen. In diesem Kapitel entwickeln wir die Grundlagen der Theorie der 
Distributionen, im nachfolgenden 23. Kap. beschreiben wir dann Anwendungen 
dieser Theorie auf partielle Differentialgleichungen. 


228 22, Distributionen 22.1.3. 


22.1.2. Die Räume D(2) und D’(2) 


Ist 2 ein Gebiet im AR. so bezeichnen wir die Gesamtheit der in 2 beliebig oft 
differenzierbaren finiten komplexen Funktionen mit D(2) (üblich ist auch die Be- 
zeichnung C5(2)). Wann eine Funktion finit heißt, hatten wir in Def. 14.6.4/2 fest- 
gelegt. In Satz 14.6.4/2 hatten wir gesehen, daß .D(2) dieht in Z,(2) mit 1=p-< ist. 

mi- 


Definition 1. Eine Folge von Funktionen {g&)}F_ı C D(2) konvergiert in D(2) gegen 
y(z)ED(R), falls sämtliche Träger der Funktionen py(x) in einer abgeschlossenen und 
beschränkten Teilmenge aus 2 enthalten sind und D’y;(x) für jeden Multiindex « 
gleichmäßig gegen D’p(x) konvergiert. 

Bemerkung 1. Für die Konvergenz in D(2) schreiben wir auch gr ar Verlangt wird also fol- 
gendes: Es gibt eine abgeschlossene und beschränkte (von der Folge {g;} abhängende) Menge 
© mit ocQ, so daß supp Co gilt. Der Träger supp wurde in Def. 14.6.4/2 und Bemerkung 
14.6.4/2 erklärt. Da ® abgeschlossen und beschränkt und (2 offen ist, hat » einen positiven 
Abstand vom Rand 92 von 2. Da p(x) der gleichmäßige Limes von 9;.(£) ist, gilt auchsupp Co 
(dem entspricht der Multiindex @=(0,..., 0)). Die Bezeichnung D®p für einen Multiindex «& 
findet man in Bemerkung 8.1.2. 


Definition 2. Eine Distribution ist eine komplexe stetige Linearform T über D(2). 
Das heißt: Jedem peD(R) wird eine komplexe Zahl T(g) mit folgenden zwei Eigen- 
schaften zugeordnet: 

1. Für geD(2), veD(2) und die komplexen Zahlen A und u gilt T(ig+uy)= 
=AT(p)+uT(y) (Linearität). 

2. Aus pr ur folgt T(g,) — T(g) (Stetigkeit). 
Die Gesamtheit der Distributionen über D(Q) wird mit D’(Q) bezeichnet. Hierbei be- 
deutet T, = T',, daß T,(@)= Typ) für alle geD(2) gilt. 


Bemerkung 2, Das ist der grundlegende Begriff in der Theorie der Distributionen, die in ihren 
Anfängen 1936 von 8. L. Sobolev und systematisch von L. Schwartz Ende der vierziger und 
in den fünfziger Jahren geschaffen wurde, Seither spielen Distributionen eine fundamentale 
Rolle in der modernen Analysis und auch in einigen Teilen der theoretischen Physik. 


22.1.3. Beispiele von Distributionen 


Ist 2 ein Gebiet im R,, so bezeichnet L!°°(2) die Gesamtheit der lokal integrier- 
baren komplexen Funktionen in 2. Das bedeutet: Ist » ein abgeschlossenes und be- 
schränktes Teilgebiet von 2 und x,(x) die zugehörige charakteristische Funktion, so 
gehört f(x) genau dann zu L'P°(2), wenn zu(x) f{x)€ L(2) für jede derartige Menge w 


1 
gilt. Zum Beispiel ist TEL?) mit 2=(0, 1), aber re L,(2). Die Zugehörigkeit 


von f(x) zu L}P°(2) macht keine Aussagen über das Randverhalten. Wie bei den 
Räumen L,(2) vereinbaren wir, daß zwei Funktionen f(x) und y(x) als gleiche Ele- 
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mente aus L}°°(2) angesehen werden, wenn sie sich nur auf einer Menge vom Lebes- 
gueschen Maß Null unterscheiden. Man vgl. hierzu mit 14.6.1. 
Lemma. Ist f(x) L}%°(Q) und 

S fx) plz) de=0 für alle plz)EeD(R), (1) 


2 


so ist f{x)=0 für fast alle xcQ (also das Nullelement in L\°°(Q)). 


Bemerkung. Da (x) finit ist, ist das Integral in (1) sinnvoll. Das Lemma ist eine Verallgemei- 
nerung des Fundamentallemmas der Variationsrechnung aus 11.1.2, 


Reguläre Distributionen (oder Distributionen vom Typ einer Funktion): Ist 2 ein 
beliebiges Gebiet im R,„ und /(x)€L!°°(2), so sieht man leicht, daß 


Tg) S Ha) pla) de für plx)eD(2) (2) 

2 
die Bedingungen aus Def. 22.1.2/2 erfüllt. Somit ist 7',e.D’(2). Ist andererseits 
geLY(2) und Ty(g)=T,(p) für alle pe D(2), so folgt aus dem obigen Lemma f=g 
in L}°°(2). Nach der obigen Vereinbarung ist also die Zuordnung zwischen f eL°(2) 
und T',e.D’(2) eineindeutig. In diesem Sinne identifizieren wir L}?(@) mit den ent- 


sprechenden Distributionen. Statt 7',€.D’(2) schreiben wir dann kürzer /(x)€.D’(2). 
Derartige Distributionen nennt man regulär. 


ö-Distribution (oder Diracsche Distribution): Eine Distribution, die nicht regulär 
im obigen Sinne ist, heißt singulär. Ist a€ 2, so ist Ö,, 
5,(g)=Fla) füralle PED(R), 
cine singuläre Distribution. Ist 0€ 2, so schreibt man auch Ö statt ö,. 
Weitere Beispiele: Ist «€ 2 und f(x) € L}°(2), so sieht man leicht, daß 7', 
T(g)=D’g(a) und T(g)=f fa) D’pla)de für peD(R), 
2 


für jeden Multiindex x Distributionen aus D’(2) sind. 


22.1.4. Operationen mit Distributionen 
Definition 1. Q sei ein Gebiet im Ry- 
(a) (Differentiation). Ist TE.D’'(2) und ist « ein Multüindex, so sei 


(D’T)(p)=(-1)!T(D°G) für PED(2). 
(b) (Multiplikation). Ist a(x) eine komplexe, in Q beliebig oft differenzierbare Funk- 
tion und ist Te D'(2), so sei 


(aT)(P)=(al@)T)(P)= Tlalz) plx)) für pPeD(2). 
(e) (Addition). Für T,€.D’'(2), TzeD’(2) und die komplexen Zahlen A, und 3, sei 
(AT, +ATo)(p)=AT(lp)+rTalp) für PED(2). 
Satz 1. Haben alle Größen die Bedeutung der obigen Definition, so gült 
D’TeD'(2), aTeD'2) und AT, +ATyED’(2). 
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Ferner ist (im Sinne der obigen Definition) 
© ca eT 

— (a{&) T a ran ür jal,...,n N) 
(aa) 7) Zu für den, & 


und D*?T = D*(DPT) = DAD=T,. .. sinda=(a, 5%) und P=(Pı: - - - » Pu) 
Multiindizes und a+B= (+ ßı: - -- : + Bu): 


Bemerkung 1. Distributionen kann man also beliebig oft differenzieren und mit glatten Funk- 
tionen multiplizieren. Ist fEL]P%2) und 7,;€.D/(2) die zugehörige Distribution, so ist T7,,;=aT';, 

a(x) bel. oft differenzierbar in 2. Hat fix) £L°°(Q2) klassische partielle Ableitungen bis zur 
Ordnung «|, die wir mit D°f(#) bezeichnen, so jet D’T,=T p2x2,. In Sinne der Identifizierung 
von L1P®(2) mit den regulären Distributionen stimmen also die früheren Begriffe (Multiplika- 
tion mit Funktionen, Differenzieren) mit den neu eingeführten Begriffen überein. 


Bemerkung 2, Aus (1) folgt. daß für D*(a(&)7) die übliche Produktregel (Leibnizsche Regel) 
gilt. 
Bemerkung 3 (Beispiele). Ist 2 ein Gebiet im R, und «<ß, so gilt 
(Dede) (1) D’gla) für gEeDiQ). 
Ist außerdem p(x) eine beliebig oft differenzierbare Funktion in 2, so gilt 
(pt)da)p) =pla) Pla) . 
Wir betrachten ein weiteres Beispiel. Es sei Q=R, und 


0 für et 


Sieht man yit)ED’(R,) als Distribution über R, an, so ist y’=d (wobei y’ die Distributionsab- 
leitung ist). 


yl)= -{ Kar. D=7= die Heaviside-Funktion. 


Lemma (Zerlegung der Einhalt). Es sei B eine beschränkte ubge schlossen Menge im 


R. und {0,48_, ein System besc Mauer offener Gebiete im Blu mit BO si O;. Dann gibt 
&=1 


es reelle Funktionen g,€ D(O;) mie gela)—1 fürzeB. (Hierbei werden die Funk- 
tionen grLx) außerhalb von O, mit N ull fortgesetzt.) 


Bemerkung 4. Die Tunktion f{xj=1 für x B kann also in glatte Teilftunktionen zerlegt werden, 
die jeweils nur in einem kleinen Gebiet von null verschieden sind. Hierbei kann man noch 
Ver.) =1 für die obigen Funktionen erreichen. Der Sinn dieses wichtigen Lemmas ist. daß 
man globale Eigenschaften (für Funktionen und Distributionen) auf lokale Eigenschaften 
reduzieren kann. Der nachfolgende Satz ist ein Beispiel hierfür. 


Satz 2. Es sei Q ein Gebiet im BR, und {0;4£_ı sel ein System nicht-leerer beschränkter 
Gebiete im Ru a‘ Ü er 2. Stimmen die nn. zweier Distributionen 


T,€ED'(2) und 1cD' (2) auf O; überein, k=1,2,3,...,soist T,=Ts. 


Bemerkung 5. Ist TE D’(2), so ist auch TE D’(O,), da die Einschränkung 7(@) auf g€.D(O;) 
eine Distribution über O; liefert. In diesem Sinne ist die Einschränkung einer Distribution über 
2 auf ein Teilgebiet von 2 wieder eine Distribution. Der Satz besagt dann, daß (die globale 
Eigenschaft) 7,=T,€D’(2) genau dann gilt, wenn (die lokale Eigenschaft) 7,=T,cD’(O,) 
für k=1,2,... gilt. Man beweist den Satz mit Hilfe des obigen Lemmas. 


Definition 2. Ist 2 ein Gebiet im R„ und TED’(Q), so ist supp T (der Träger von T') 
die Gesamtheit aller Punkte xeQ, für welche die Einschränkung von T auf AN 
iv ||e-yl=5} für jede positive Zahl 5 ungleich der Nulldistribution ist. 
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Bemerkung 6. Das Prüfungsverfahren für z@&supp 7 sieht also wie folgt aus: Es wird gefragt, 
ob es für jede positive Zahl ö eine Funktion EAN iy | |e—y <ö}) mit T(@,;)=0 gibt. Ist 
dies der Fall, so gehört & zu supp 7’, anderenfalls nicht. Zu supp T können auch Punkte 
©2942 gehören. die also nicht in 2 liegen. Man sieht leicht, daß supp 7 eine abgeschlossene 
Menge im AR,, ist. Die Einschränkung von T auf Q\(@N\supp T) ist die Nulldistribution. Das 
folgt aus Satz 2. Zugleich sieht man. daß Q\(QN\supp 7) das größte Gebiet mit dieser Eigen- 
schaft ist. 


Bemerkung 7. Ist fix} 219°(2), so können wir supp / nach Def. 14.6.4/2 und supp f=supp T, 
nach Definition 2 bilden. Es ist supp 7, Csupp f. es kann aber passieren, daß supp f mit f als 
Funktion echt größer ist als supp T,=supp F mit f als Distribution. Im ersten Fall wird jeder 
Punkt « mit f{@)=#V erfaßt, im letzten Fall spielen Punkte einer Menge vom Maß Null keine 
Rolle. Für stetige Funktionen fallen beide Begriffe zusammen. 


Bemerkung 8. Ist 2 ein Gebiet im R, und «a€ß2, so gilt supp D*o,= {a} für jeden Multiindex «. 


Ist y(t) die Heaviside-Funktion aus Bemerkung 3, so gilt supp y=[0, >). 


22.1.5. Der Raum E’(2) 


Definition. /st Q ein Gebiet im R,. so ist E'(Q) die Gesamtheit der Distributionen aus 
D'(2), deren Träger beschränkt sind und in Q liegen. 


Bemerkung 1. Da supp TcR für beliebige T’cD’(2) gilt, ist die obige Forderung supp T-Q 
eine wesentliche Einschränkung. Da supp T für TCEI(QR) außerdem beschränkt und abge- 
schlossen ist, hat supp 7 in diesem Fall vom Rand d2 einen positiven Abstand. Das ist auch 
die wesentliche Eigenschaft, die man zum Beweis des nachfolgenden Satzes benötigt. 


Satz 1. 1st Q ein Gebiet im R,und TEE'(D). so gibt es eine natürliche Zahl N und eine 
positive Zahl C, so daß für alle gED(2) 


Teo)l=Csup % |D’rle) 3 
zen \el=N 


gilt. 


Bemerkung 2. Gilt umgekehrt für eine beliebige Linearform 7 über D(Q) eine Abschätzung 
der Form (1). so sieht man sofort. daß TED’(2) ist. 


Satz 2. Ist Q ein Gebiet im RB, sowie ae 2 und supp T= ja}, so gibt es eine natürliche 
Zahl N und komplexe Zahlen a, mit 
T= 3 a,D*,. (2) 
DERY 
Bemerkung 3. Hat 7 die Form (2). so ist 7' entweder die Nulldistribution, oder supp 7 = {a}. 
Mit anderen Worten: Abgesehen von der Nulldistribution ist supp 7’ = {a} genau dann, wenn 
T die Form (2) hat. 
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222. Die Fouriertransformation und die Räume S(R,) und S’(R,) 
22.2.1. Der Raum S(R,) und die Fouriertransformation 


Definition 1. Der Raum S(.R,) besteht aus allen komplexen im R, beliebig oft differen- 
zierbaren Funktionen p(x) mit 


Ipll.ı=sup (1+le%) 2 = (1) 


zERy le)=1 


für k=1,2,3,... und I=1,2,... Ist {emia-ı CS(R„) und geS(R,), so schreiben 
WI Om nn? (Konvergenz in S(R .)), falls |Pm— Pla 0 für alle k und l und m » > 
gilt. 


Bemerkung 1. ||pl\., ist eine Norm. $(.R,) ist somit durch abzählbar viele Normen gekennzeich- 
net. Derartige Räume heißen auch lokalkonvex. $(R,) nennt man den Raum der schnell fallen- 
den Funktionen. Die Bezeichnung ist klar, wenn man (1) betrachtet. Es ist D(R,)CS(R,). 
Eine Funktion, die nicht zu D(R,), aber zu S(R,) gehört, ist e=21?, 


Definition 2. Ist g&S(R,„), so ist Fe, 
” 
(Fe) (x) = (2r) Ss eiad pE)dE, zERn, (2) 
” 


die Fouriertransformierte von @. 


Bemerkung 2. Ist £ =(& ..,&,)unde=(®,...,%,), 50 setzen wir jetzt (um Verwechslungen 


zu vermeiden) (x, &)= ei %;&,. Da p£S(R,) ist, sieht man leicht, daß (2) für jedes ze R, 
existiert. 


22.2.2. Eigenschaften der Fouriertransformation 


Wie früher schreiben wir «’=xf1... ir, fallsz= (x,,...2,)E R,unda=(&, ...,%,) 
ein Multiindex ist. 


Lemma 1. (a) Ist g&S(R,), so güt auch Fpe£S(R,) und 


D*(Fg)=(-i)! F(x’p) sowie EFp=(-i)“! FD’). (1) 
(b) Isi {pr}? CS(R,) und px Ss 9, so gilt auch For az Fr Fo. 


Bemerkung 1. Nach (1) vertauscht die Fouriertransformation Ableitungen D* und Multiplika- 
tionen x”. Damit kann man schon ahnen, daß man mit Hilfe der Fouriertransformation partielle 
Differentialgleichungen auf algebraische Gleichungen reduzieren kann. 
_Isı? _ lei? 
Lemma 2. (a) Es gilt F(e ?)=e ?. 
(b) Ist gES(R,) und e>0, so gilt 


F(g(eE))&) =Ee"FlplE))(iett). 
Izj? 
Bemerkung 2.e ? ist also eine Eigenfunktion von F. 


Satz. Die Fouriertransformation F vermittelt eine eineindeutige Abbildung von S(R,) 
auf S(R,). Die Umkehrabbildung Fi wird inverse Fourieriransformation genannt 
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und ist 


(Fig) (&)=(2r) * felmdglE)dE, pes(Ru). (2) 


” 


Bemerkung 3. Abbildung „auf“ S(R,) bedeutet, daß der Wertevorrat von F ganz S(R,) ist, 
F(S(R,))=S(R,). Die Formel (2) unterscheidet sich von (22.2.1/2) nur durch ein Vorzeichen 
im Exponenten. Für geS(R,) gilt F(Fo)=F\Fp)=p. 


22.2.3. Der Raum S’(R,) 


Definition. Eine temperierte (oder langsam wachsende) Distribution ist eine komplexe 
stetige Linearform T' über S(R,). Das heißt: Jedem peS(R,) wird eine komplexe 
Zahl T(g) mit folgenden zwei Eigenschaften zugeordnet: 
1. Für pgeS(R,), weS(R,) und die komplexen Zahlen A und u gt 
Tigp+up)=AT(p)+uTlp) (Linearität). 
2. Aus pr =? folgt Tr) T(p) (Stetigkeit). 
. n 
‚Die Gesamtheit der temperierten Distributionen wird mit S’(R,) bezeichnet. Hverbei 
bedeutet T,=T,, daß T,(p)=Ts(p) für alle geS(R,) gilt. 
Bemerkung 1. Das ist, das Analogon zu Def. 22.1.2/2. Aus p; ER folgt 9; SRS @. Hier- 
N n 
aus ergibt sich, daß die Einschränkung von T’€ES’(R,) auf D(R,) zu D’(R,) gehört. In diesem 
Sinne ist also S’(R,)CD’(R,„). Ist andererseits TEE’(R,) und y€eD(R,) eine Funktion mit 
y(z) =1 in einer Umgebung von supp T, so ist T’(p)=T(py) für g€S(R,) sinnvoll. Man prüft 
nach, daß 7'(p) unabhängig von y ist und TE€S’(R,) gilt. Also 
E/R,)CS/(R,)CD/R,) 
im Sinne der obigen Interpretationen. 


Satz. Ist T&8’(R,), so gibt es natürliche Zahlen k und | sowie eine positive Zahl Ü, so 
daß für alle geS(R,) gilt 


Tpl=C lpla,- (1) 


Bemerkung 2. Das ist das Analogon zu Satz 22.1.5/1. Gilt umgekehrt für eine beliebige Linear- 
form T' über $(R,) eine Abschätzung der Form (1), so sieht man sofort, daß TES’(R,) eine 
temperierte Distribution ist. 


Bemerkung 8 (Beispiele). 7’, mit 
Tip S Sa) plz) de, PES(R,), (2) 


Rn 
FeL,(R,), 1=p==», gehört zu 8’(KR,). Hierbei hat L,(R,) die Bedeutung aus 14.6.4., wobei 
fa)ELy,(Rn) jetzt auch komplexwertig sein kann (vgl. Bemerkung 20.1.1/2 und Bemerkung 
17.3.2). Analog zur Interpretation ZIo®(R,) cD’(R,) aus 22.1.3. haben wir jetzt L,(Ry) <S’(R,) 
für 1=p==, Wählt man in (2) Polynome in R,, so erhält man ebenfalls temperierte Distribu- 
tionen. Man sieht zugleich, daß das Wachstum von |f(x)| für |«2])—» nicht zu groß sein darf, 
wenn 7’; zu S’(R,) gehören soll (daher die Bezeichnungen aus der obigen. Definition). 
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22.2.4. Die Fouriertranstormation in S’(R,) 


Definition. /se TzS’(R„). so heißt FT mit 
(FT\g=T(Fg) für geSs(hn) 

die Fouriertransformierte von T und FI T mit 
(FT\p)=T(Flg) für geS(hn) 

die inverse Fouriertransformierte von T. 

Bemerkung 1. (FT) (p) und (#17) (@) sind linear. Ist  Tie) =e eg. so folgt 
(FT\p)\=|TiFo) =e |\Fplnisclpitn-i,x- 

Also ist FTES/(R,) und analog FITeS’(R,). Man erhält also wieder temperierte Distribu- 


tionen. 


Bemerkung 2, Ist g=S8(.R„). so haben wir zwei Definitionen für Fg, nämlich Def. 22.2.1/2 und 
die obige Definition, sofern mang=T,, als Element aus S$°(R,) interpretiert. Es zeigt sich, 
daß beide Definitionen zum gleichen Resultat führen. Mit anderen Worten: Die obige Fest- 
legung dehnt die Fouriertransformation und die inverse Fouriertransformation von S(R,) 
auf S’(R,) aus. 


Satz. Die Fouriertransformation F vermittelt eine eineindeutige Abbildung von S’(Ry) 
anf S'(R.). Ferner gilt 


FAFT=FFIT=T für TesS'(R,). 


auch F71 eine eineindeutige Abbildung von S’(R,) auf S’(R,). 


Bemerkung 4. Ist [(r) € L,(X,), so kann man f(x) nach Bemerkung 22.2.3/3 als reguläre Distri- 
bution aus S’(R,) ansehen. F/ ist dann ebenfalls eine reguläre Distribution aus S’(R,). und 
es gilt 


ne 
(Ffiay=(2r) 2 JekedfiädE. 
Ry 

Bemerkung 5. Das folgende Beispiel ist für die dreidimensionale Wellengleichung von Interesse. 
Es sei 

VYrlp)= S gla)ds für peS(R,) und R=b. 

kl=R 

Es ist Vr@E’(R,) und somit auch V’3cS’(R,). Der Träger der (singulären) Distribution Vr ist 
die Kugeloberfläche {x | |x)- R} mit R=0. Die Fouriertransformierte FVRr ist eine reguläre 
Distribution, und es gilt 


/2 _ sin Alr 

3 
—R Ei 
” It 


FVr(e) = 


22.2.5. Weitere Eigenschaften von Fouriertransformationen 


Satz 1. (a) /st 7 eine Distribution mit supp T= {0}, so ist FT regulär und gleich 
einem Polynom. 
(b) Ist TES’(R,), so gilt für jeden Multüindex 


F(D:T)=i"ı FT und FiaT)=i®D’FT). 


ot 
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Bemerkung 1. Nach Satz 22.1.5/2 folgt Teil (a) des Satzes aus 


FZ a,Dö)= 23 ar 2 ilela,x* . 
=eN x|=N 


n 


Insbesondere ist also F()=(2r) ?. 


Bemerkung 2. Teil (b) des Satzes verallgemeinert Lemma 22.2.2/1. Mit T<S’(R,„) gehören 
auch &®T und DT zu S’{R,). 


Satz 2. Die Fouriertransformation F und die inwerse Fourierirunsformations F1 
sind unitäre Operatoren, die den Hülbertraum Ly(R,) auf sich abbilden. 


Bemerkung 3. Dieser Satz ist von fundamentalem Interesse. Der Begriff des unitären. Operators 
wurde in Def. 21.1.6 beschrieben. Mit den dortigen Bezeichnungen ist V=F (oder Y=FT1), 
sowie D(P)=R(V)=Ls(R,). Gemeint sind also die Einschränkungen von F und F"! (die ja 
ursprünglich auf ganz S’(R,) definiert sind) auf Zu(R,). 


22.3.  Tensorprodukte und Faltungen 
22.3.1. Tensorprodukte 


Es sei @=(&; ..., m)E Rn Y=(lyı - =» Ym)E& Fam und (ay)=(ay, ---: Uns 
Ya: Yn)E Ba+m- Wir betrachten Distributionen TE DR.) und SeD'(R,). Um 
die Abhängigkeit von den Variablen zu kennzeichnen, schreiben wir mitunter auch 
T,„ statt T und S, statt 8. 


Lemma. Ist S,ED’/(R) und plz. y)ED(Ryzm); so ist yla) = Sulple, y))ED(R,), und 
es gilt 
Dry(x) =S,(Diplw, y)) für jeden Multiinder « . 


Aus gıl&, Y) IT ER, Fix, y) folgt 


Slgrla, y)) = warl) Dan ya) = Sylpla; WM): 


delta, y) 


tl 4.n ” 
Or, OR, 


Bemerkung 1, Hierbei bedeutet Di pla, y) = der Index x deutet also an, daß nur 
nach 2, ...,%,. nicht aber nach Y1.. . 4m abgeleitet wird. Analoges gilt für DS. Wenn 
keine Verwechslungsgefahr besteht, schreiben wir aber lieber D* statt DZ oder D}, gemeint 
ist dann, daß nach allen in Frage kommenden Variablen differenziert werden darf. 


Satz. Ist TED’ R,) und SED’(R„). so gibt es genau eine Distribution UeDRy m): 
so daß für alle g(x)E DIR.) und alle y(y)ED(R,) 


U (ga) y(y)) = Tlele)) Spa) (1) 
gilt, Diese Distribution U berechnet sich für o(&, y)ED(Ry+m) aus 
Vox, y))=S,(Tzlote. y)))= T(S,lel®; Y))) - (2) 


Bemerkung 2. Das Lemma zeigt, daß die Bildungen in (2) sinnvoll sind. Die Linearität von 7 
ist klar, auch Eigenschaft (1). Was man zu zeigen hat, ist also die Stetigkeit von T’ und die 
Unitätsaussage. 

Definition. /st TED’(R,„) und SeD’(R,), so heißt U<D'(Ra-m) aus dem Satz das 
Tensorprodukt von T und S. Man schreibt U=T®S. 
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22.3.2. Eigenschaften von Tensorprodukten 


Satz. Ist TED’(R,), SED'(R„) und VED’(R}), so gilt 


T,88,=8,8T, (Kommutativität) , (1) 
(TSOSIYBSV-TE(SRSV) (Assoziativiät) , (2) 
D4AT,®8S,)=-(D’T,)88, und (3) 


supp T8S={(x, y) | (&, Y)E Ra+m; xEsupp T, yesupp S}. 
Ferner ist das Tensorprodukt stetig: Aus T,€ED'(R„), TeD’(R,) und Tr) T(p) 
für alle ge. D(R,) und k= «= folgt 

(T;,8S)\o)-(TRSS)\(o) für alle oeD(Ry+m) und ko». 
Bemerkung 1. Formel (1) ist eine Umschrift von (22.3.1/2), die Assoziativität und (3) gewinnt 
man ebenfalls leicht aus dieser Darstellung. 
Bemerkung 2. Es sei fie) eLloc(R,) und giy)eLIO(R,). Interpretiert man f und g als reguläre 
Distributionen, so ist /&g ebenfalls eine reguläre Distributionen, und es gilt 

Jela. d=fe)gly) für zeER, und YERn. 


Das Tensorprodukt von Distributionen verallgemeinert also das punktweise Produkt von 
Funktionen. 


22.3.3. Faltungen 


Lemma. Isı TeED'(R,), SeED’(R,) und pe. D(R,), so gilt 
supp [p(& +) TS8S)]< 
U, y) | (@, WER, zEsupp T, yesupp 8, 2+y€ supp p}. 


Bemerkung 1. supp 7° wurde in Def. 22.1.4/2 eingeführt. Nach Bemerkung 22.1.4/7 ist es 
belanglos, ob man supp p im Sinne von Def. 14.6.4/2 (als Funktion) oder im Sinne von Def. 
22.1.4/2 (als Distribution) versteht. 


Definition. Es sei TED’(R,) und SED’(R,). Ist für jede Funktion p&.D(R,) die 
Menge 


U y) |; DE Ren, vesupp T, yEsupp 8, 2+yesupp p} (1) 
in Ray beschränkt, so ist TS mit 
(T»S)p)=-[e@+y(TSS)lolz y)) für peD(Rn) (2) 


die Faltung von T' und S. Hierbei ist o(z, y)€ D( Ra.) mit o(&, y)=1 in einer Umge- 
bung der Menge (1). 


Bemerkung 2. Das obige Lemma zeigt, daß M =supp [p(x+y)(7T&S)] in der Menge (1) ent- 
halten ist. Somit ist M eine abgeschlossene und beschränkte Menge in R,,. Dann gibt es aber 
Funktionen o(z, y)ED(Rs,) mit o(&, y)=1 in einer Umgebung 2 (Gebiet) von M, also M=2. 
(Das ist: mit der Formulierung in der Definition gemeint.) Man prüft leicht nach, daß (2) von 
der Wahl derartiger Funktionen a unabhängig ist. 


22.3.4. Eigenschaften von Faltungen 
Satz 1. (a) Die Voraussetzungen von Def. 22.3.3 seien erfüllt. Dann ist TxSeD'(R,). 


Ferner existiert auch ST (und gehört ebenfalls zu D’(R,)), und es gilt TxS=8xT 
(Kommutativität). Ist x ein Multiindex, so existieren auch die Faltungen D’Tx=$ und 
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T=D:S (und gehören zu D’(R,„)), und es gilt 
D*(TxS)=.D’T+$=Tx#D’S . (1) 
(b) Existieren die Faltungen Tx»S, und TS, im Sinne von Def. 22.3.3 und sind }, 
und 2, komplexe Zahlen, so existiert auch T’x (AS -+AsS5), und es gilt 
Tx (AS + 798) = ATS) 47685). 


Bemerkung 1. Es ist supp D’T<supp T. Damit ist klar, daß alle Distributionen aus (1) 
existieren. 


Satz 2. (a) Ist TeD’(R,„) und SEE’(R„), so existiert TS (im Sinne von Def. 22.3.3), 
und es gilt 
(Tx5Y(p)=Sylnly) Tyler y)))= TS(kpaety)): (2) 
wobei ne D(R,„) eine Funktion mü n(x)=1 in einer Umgebung von supp S$ ist. 
(b) Für jede Distribution TED’(R,) gilt 
T+»ö—-6+T-T. (3) 
Bemerkung?. Der Raum E£’(R,) wurde in 22.1.5. eingeführt. Insbesondere ist öcE’(R,), 
wobei ö die Bedeutung aus 22.1.3. hat. Da supp S für Se E’(R,) beschränkt ist, sieht man leicht, 
daß unabhängig von T€ D’(R,) die Menge (22.3.3/1) beschränkt ist. Somit kann man 7’ x S= 
=S»+T bilden, alle Bildungen in (2) sind sinnvoll. Setzt man S,=ö im letzten Ausdruck in 
(2). so folgt (3). 
Satz 3. Für Hx)eLP(R,) und g(x)ELP“R„) seien supp f und supp g die Träger 
dieser Funktionen im Sinne von Def. 14.6.4/2. Ist für jede positive Zahl N die Menge 
ta y) I WE Rz, |e+yl=N, xEsupp /, yEsupp g} 
beschränkt, so existiert für fast alle x& Ry 


h(z) = Ss f®-y) g(y) dy =/ Ivy) g®-y)dy, (4) 


und es gilt h(x)€ LP°(R,„). Deutet man f und g als Distributionen aus D’(R,), so ewi- 
stiert die Faltung fxg. Sie ist eine reguläre Distribution, und es gilt (fxg)(x) =h(x) fast 
überall. 


Bemerkung 3. Formel (4) war der Ausgangspunkt der Theorie der Faltungen von Funktionen. 
Faltungen von Distributionen hat man als Verallgemeinerung dieses ursprünglichen Begriffs 
anzusehen. 


23. Partielle Differentialgleichungen und Distributionen 


23.1.  Fundamentallösungen 
23.1.1. Grundeigenschaften 


Sind a,(x) komplexe, im A, beliebig oft differenzierbare Funktionen und ist 
UED'(R,), so fragen wir nach Distributionen TeD’(R,) mit 
3 a.) DT=U. (1) 
2 =m 


Mit anderen Worten: Gesucht werden Distributionslösungen partieller Differential- 
gleichungen. 


Lemma. Sind U und T requläre Distributionen und besitzt T (klassische) partielle 
Ableitungen bis zur Ordnung m, so ist T eine klassische Lösung von (1). 


Bemerkung 1. Da T=tx)20"(R,) ist, folgt aus (1), daß U=ulz)eC(R,) gilt. Klassische 
Lösung bedeutet dann, daß (1) punktweise erfüllt ist. Umgekehrt ist jede klassische Lösung 
von (1) auch’eine Distributionslösung. Die obige Aufgabenstellung ist also die Verallgemeinerung 
von Problemen wie sie in Kap. 19 behandelt wurden. 


Definition. Sind a.(x) komplexe, im R, beliebig oft differenzierbare Funktionen, so 
heißt GE D'(R,) mit 
I a.) D’G=5 Fundamentallösung . 
a=m 
Bemerkung 2, Genauer müßte man sagen: Fundamentallösung (oder Grundlösung) bezüglich 
des Differentialausdrucks auf der linken Seite von (1). Hierbei ist ö die ö-Distribution aus 22.1.3. 


Satz. Der Differentialausdruck I, a,D’T mit konstanten Koeffizienten a, besitze eine 
A — « 

Fundamentallösung €. EL 

(a) Existiert für UeD'(R,) die Faltung T=GxU, soist T Lösung von 

Z aDT=U. 
leı =ım 

(b) In der Klasse der Distributionen, die sich mit@ falten lassen, besitzt I, a,D’T=U 

höchstens eine Lösung. lem 


Bemerkung 3. Faltungen wurden in 22.3.3. und 22.3.4. beschrieben. Aus den dortigen Eigen- 
schaften folgt 
I 4,D“HG=U)=( D a,D@)+U=d+U=U, 
\|=m «lem 
womit (a) bewiesen ist. Zugleich zeigt der Satz die Bedeutung von Fundamentallösungen. Von 
Interesse ist der Nachweis der Existenz von Fundamentallösungen und deren explizite Kon- 
struktion. 
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23.1.2. Die Laplace-&leichung 


Satz 1. Die reguläre Distribution 


1 
-—— für n>2, 
; | (n—2) |o]| |e]?-? / E 
G(z) = 1 (1) 
a" j«] für n=2 
ist Fundamentallösung für A, also AG =d. 
n 92 
Bemerkung 1. Man vergleiche mit Def. 19.2.1. Wie dort ist A=Y . ; der Laplacesche Diffe- 
rentialausdruck. Wir setzen hier stets n=2 voraus. k=1 de 


Bemerkung 2. Wir können somit Satz 23.1.1(a) anwenden. Für den nachfolgenden Satz ist es 

von Interesse festzustellen, daß @ nicht nur zu D’(R,), sondern sogar zu S’(K„) gehört. Ein 

Polynom P(«)= > b,x* heißt harmonisch, falls AP(x)=0 ist. Hierbei ist (wie früher) «= 
\2]zm 

=2ı +.. au", Beispiele harmonischer Polynome sind 1,2: - » +, #, aber auch = 1} für n=2 


Satz 2. (a) Ist TEeE’(R,). so ist UxGES’(R,„) Lösung von AUxG)=T. Ist umgekehrt 
T=S’(R„) Lösung von AT=1J, so läßt sich T' darstellen als 
T=-UxG+P(x), P(x) harmonisches Polynom . (2) 
(h) Ist zusätzlich T=u(x)cE'(R,„) eine reguläre Distribution, so läßt sich (2) 
schreiben als 


T=U2)= SG (ey) ug) dy+ Pla), (3) 


wobei T—i(x) ebenfalls eine reguläre Distribution ist. 


Bemerkung 3. Da TER’/(R,) ist, existiert U x GecD’(R,) nach Satz 22.3.4/2. Wie im obigen 
Satz behauptet, kann man wesentlich mehr beweisen, nämlich 7 = @cs’(R,). (2) bzw. (3) 
gibt dann einen vollständigen Überblick über alle Lösungen von AT=-T, die zu $S’(R,) gehören. 
(b) besagt, daß u(@e)EL,(R,) einen beschränkten Träger hat, daß das Integral in (2) für fast 
alle zc R, existiert und tx) ELIR,) NS’(R,„) gilt. Man vergleiche (2) mit dem Newtonschen 
Potential aus Satz 19.2.5/1. Differenzierbarkeitsvoraussetzungen etwa der Form u(z)ECR,) 
sind jetzt überflüssig geworden. 


23.1.3. Die Wärmeleitungsgleichung 


Satz 1. Die reguläre Distribution 


ie 
2" 2 Te # für t>0, zcRn 
x, t)= ec F U, in, 
0 für t=0, xzeR,, 


„ 


eG 
ist Fundamentallösung für die Wärmeleitungsgleichung, also = AG=Ö. 


Bemerkung 1. Es ist (x, )ER,„. ı mitz=(@,... .,2%,)ER, undt£.R,. Ferner ist @(z,t) eL%(R,.ı) 
Rn 2 

C D’(R,„.ı). Wie auch schon in Kap. 19 bedeutet A= Fre enthält also keine Ableitungen 
k=1 0% 
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nach t. Man vergleiche @(z, t) mit s(x, t) aus Lemma 19.4.1. Wir können jetzt Satz 23.1.1(a) an- 
wenden. 


Satz 2. Ist UcE’(R„+ı) und ist G(x, t) die Funktion aus Satz 1, so ist T= UxG eine 
st 
Lösung der Differentialgleichung 27x AT=U. Ist zusätzlich U=u(x,t) eine regu- 


lüre Distribution, so ist auch T=T(x, t) eine reguläre Distribution, und es gilt 
: _|z-»l? 
= e 44m) 


T(x, t)=2"" nn uly, r)dydr. (1) 


u Rn (t 7)? 


Bemerkung 2. Nach Satz 22.3.4/2 ist klar, daß U’ » @ existiert. Der letzte Teil des Satzes besagt, 
daß für fast alle (x,t)Ee R„-ı das Integral in (1) existiert und 7'(z, te LI R,.ı) gilt, sofern 
u(z,t)EL,(R„.ı) einen beschränkten "Träger hat. Ferner zeigt (1), daß man zur Berechnung 
von T(x,t) nur z-Werte mit r=t benötigt. Das ist physikalisch plausibel, wenn man ? als die 
Zeit interpretiert. 


23.1.4. Die Wellengleichung 


In 19.3. haben wir die Wellengleichung in 1, 2 und 3 Dimensionen behandelt. Wir 
beschränken uns bier im wesentlichen auf den physikalisch interessanten dreidimen- 
sionalen Fall. 


Satz. (a) Für = (x, ©, X) ER, und TER, ist die singuläre Distribution GED’(R,) 
mil 
Fl £ 
T e(z, I) ds,dt, pED(R,), (1) 
0 jet 

2 


eine Fundamentallösung der dreidimensionalen de ee also = — AG=Ö. 


(b) Ist UED’(R,) mit supp Uc {(x, t) | (w, t)E R, t=0}= Rf, so existiert T= Ux@ 


&T 
und ist Lösung der Differentialgleichung FE AT=U. Es ist supp TC RE. Ist zu- 
sätzlich U=u(x, t) eine reguläre Distribution, so ist auch T=T(x, t) eine reguläre 
Distribution, und es gilt 
| I uy, t-12-yl) du 
Iz-yl=t 


für t>0 
ey ; 


An”, 
T(z, t)= en (2) 
lo 
Bemerkung 1. Formel (1) kann man auch als 


Plz, ||) 


1 
ap)=7z- R de, pE&D(R,) ’ 
3 
schreiben. Dann folgt supp E={(x, t) | (x, t)ER,,t=|x|}. Da dies eine Menge vom vierdimen- 
sionalen Maß 0 ist, muß @ aus (1) singulär sein. Zum Beweis, daß @ Fundamentallösung ist, 
verwendet man wesentlich Bemerkung 22.2.4/5. Man sieht jetzt leicht, daß die Faltung U x»@ 
nach Def. 22.3.3 existiert, falls supp UCK; gilt. Nach Satz 23.1.1(a) ist dann T=U»@ 
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32 n 27T 

Lösung von au ST=U ‚ wobei wieder AT=\ Fr} ist. (2) stimmt im wesentlichen mit 
e kl 

den retardierten Potentialen aus (19.3.5/1) überein. Im Gegensatz zu den dortigen Betrach- 

tungen benötigen wir jetzt keine Differenzierbarkeitsvoraussetzungen für w(#, £). 


Bemerkung 2. In gleicher Weise kann man für die ein- und zweidimensionale Wellengleichung 
Fundamentallösungen angeben. Wir verweisen auf [43]. Für die eindimensionale Wellenglei- 
chung ist die reguläre Distribution 


1 
Ga,t)= | 3 für t=«) 
0 für t=jel, 
9°G 0°G 
DE de 


x CR, und t€ R, eine Fundamentallösung, also 


=t{ 


23.2.  Anfangswertprobleme 


23.2.1. Problemstellung 


Wir hatten uns schon in 19.3. mit Anfangswertproblemen für die Wellengleichung 
und in 19.4.3. mit Anfangswertproblemen für die Wärmeleitungsgleichung be- 
schäftigt. Die dortigen Aufgabenstellungen und Lösungen bezeichnen wir jetzt als 
„klassisch“. In diesem Abschnitt betrachten wir Verallgemeinerungen im Rahmen 
der Theorie der Distributionen. Wir benutzen wieder die Sprache der Tensorpro- 
dukte und Faltungen aus 22.3. Wie dort schreiben wir z. B. statt U,eD’(R,) auch 
Ug,€D'(R,), wenn 2=(X. ....%,) der allgemeine Punkt im A, ist. Ferner sei in 
der nachfolgenden Definition ö die ö-Dist ribution im R,, und ö’ ist die erste Ablei- 
tung. Ist t der allgemeine Punkt im R,, so schreiben wir auch ö, statt ö (Verwechs- 
lungen mit der Terminologie in 22.1.3. sind wohl nicht zu befürchten). Analog 
schreiben wir ö; statt ö°. Ist (x, DE Ru+ı mit ve R, und te R,, so ist in diesem Sinne 
U,88-Uy,,®6; das Tensorprodukt von U,eD’(R,) und S’ED’(R,). SOERAAlICH 

2 
haben Ri, und Rz, nf die gleiche Bedeutung wie in 19.3.1., und es ist A= 5 . 


also Ableitungen nach ! gehen nicht in A ein. v1 Our 


Definition. (a) Ist U,EeD’(R,). L 7,eD’ (RR) und FeD'(R.-ı) mit supp F< Ri, 80 
heißt UeD’(R„.1) mit supp Uckz, und 


ap -AU=F+U088 +0,80 (1) 
Lösung des Anfangswertproblems für die Wellengleichung mit der rechten Seite F und 
den Anfangsdaten U, und T,. 

(b) Ist U,eD’'(R,) und FED(Ry:) ) mit supp F< Ren, so heißt UeD’(R,zı) mit 
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supp Uc R;,ı und 
U 


4 -AU=F+U,88 (2) 


Lösung des Anfangswertproblems für die Wärmeleitungsgleichung mit der rechten 
Seite F und der Anfangsdate T,. 


Bemerkung 1, Entschuldigung für das Wort „Anfangsdate“, 

Bemerkung 2. Wie schon angedeutet, ist (x, £) mit ze R„ undteR, der allgemeine Punkt im 
R„.ı. Femer ist U,80=Ug.®@öED/(R,;,ı) und T,86=U,,@öED/(R..ı). Es ist 
supp (U,®8ö') <{(®, t) | (@, t)E Rn.1,2=0} und analog für U, 86 und U,86. 


Bemerkung 3. Es entsteht das Problem, wie die obige Definition mit den „klassischen“ Defini- 
tionen 19.3.1/1 und 19.4.3 zusammenhängt. 


Satz. (a) U sei Lösung des Anjangswertproblems für die Wellengleichung im Sinne des 
Teils (u) der obigen Definition. Es seien T,=uplz)ECHR,), U,=u(r)eC(R,), 
F=fix, )EC(R;.,) und U=u(«, NECKHRE AN OHRE,. ı) reguläre Distributionen aus 
DR.) bzw. D'(R..1). Dann ist ulz, f) eine „Kassische“ Lösung des Anfangswert- 
problems für die Wellengleichung im Sinne von Def. 19.3.1/1. 

(b) U’ sei Lösung des Anjangswertproblems für die Wärmeleitungsgleichung im 
Sinne des Teils (b) der obigen Definition. Es sei Uy-uglx) € C(Rn), F=jl&, VECREA 
und U =ulr, tECKRz,ı)NC(Kz.)- Dann ist ulz, t) eine ‚„‚klassische‘‘ Lösung des 
Anjfangswertproblems für die Wärmeleitungsgleichung 


2, 


= (x, —- Auf, t)=fz,ti) für („t)ekiu: 


ur, O)=uyla) für ER 


Bemerkung 4. Bei der Formulierung des Satzes haben wir uns einige kleinere Inkorrektheiten 
erlaubt. Statt F=f(x,t)EC(R RB; muß es genaucr heißen: Die Einschränkung von F auf Rz, ı 
sei eine reguläre Distribution aus D’(R},,), die zu O(R},,ı) gehört. Analog für U =u(z, t). Da 
aber nach Definition supp FceRiı gilt, so sind wohl kaum Fehlinterpretationen möglich. 
Die Symbole CARF,) usw. wurden in 19.2.1. eingeführt. 


Bemerkung 5. Zu dem Satz gibt es eine Umkehrung. Für uglz)ECHR,). ule)CC(R,) und 
Stz,t) eO(RF.,) seiwlz,t) ECARF,ı)MCHRZ,ı) eine klassische Lösung des Anfangswertproblems. 
der Wellengleichung im Sinne von Def. 19,3.1/1. Setzt man Ü,=u(2), U,=u,(x), 


F- jfe,t) für zcR, t=0, u fee ©) für zcR„ t=0, 
\0 für zeR. t=0, 10 für zer, t=0, 


so ist U Lösung des Anfangswertproblems im Sinne von "Teil (a) der obigen Definition. Für 
Als) ECHR,) und fix, t)ECRz.ı) sei ul t)ECHR},ı)MCLR}; 1) eine klassische Lösung des 
Anfangswertproblems der Wärmeleitungsgleichung im Sinne von "Teil (b) des obigen Satzes. 
Haben T',, F und U die gleiche Bedeutung wie oben, so ist U Lösung des Anfangswertproblems 
im Sinne von Teil (b) der obigen. Definition, Diese Bemerkungen zeigen, daß die obige Defini- 
tion eine elegante Verallgemeinerung klassischer Anfangswertprobleme im Rahmen der Theorie 
der Distributionen ist. 
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23.2.2. Die Wellengleichung 


Satz. Das Anfangswertproblem für die dreidimensionale Wellengleichung besützt genau 
eine Lösung im Sinne von Def. 23.2.1(@). Haben U,, U, und F die dortige Bedeutung, 
so st 

U=@+(F+U,88'+U,86) (1) 
diese Lösung, wobei @ die Fundamentallösung aus Satz 23.1.4 ist. Sind U,=uylt), 
U,=u,(2) und F=f(x, t) reguläre Distributionen aus D’(Rs) bzw. D’(R,) (mit 
supp FCR}), so läßt sich (1) darstellen als 


er FR An u(y) ds, 

ar ” el Auer ei e ı(y) ds, 
12 [x u j 
male ER in “| j (2) 


Hierbei ist y()=1 für t=0 und y(t)=0 für t<0. Ist uy(x)ECHR;), u(x) EC? Rz) und 
fx, )ECARZ), so ist die reguläre Distribution U=u(x, t) eine klassische Lösung des 
Anfangswertproblems für die Wellengleichung im Sinne von Def. 19.3.1/1. 


Bemerkung 1. Der letzte Teil des Satzes ist wieder im Sinne der Bemerkungen 23.2.1/4 und 
23.2.1/5 zu verstehen. 


Bemerkung 2. Da supp (F+ U,86’+ U, ®80)< R} ist, folgt aus Satz 23.1.4, daß (1) eine Lösung 


2) 
des Problems ist. Die Ableitung Fri in (2) ist als Distributionsableitung zu verstehen; es wird 


also nicht behauptet, daß die rechte Seite von (2) eine reguläre Distribution ist (im Gegensatz 
zum letzten Teil des Satzes bei relativ weitgehenden Zusatzvoraussetzungen für ,, u, und f). 


Bemerkung 3. Der letzte Teil des Satzes ist identisch mit Satz 19.3.5/2. Insbesondere ist also 
U=u(&,t)eCX(R7) im Sinne von Bemerkung 1. Somit ist der obige Satz eine wesentliche Ver- 
allgemeinerung der früheren klassischen Betrachtungen aus Kap. 19. 


Bemerkung 4. Die Lösung (1) hängt im folgenden Sinn stetig von den Anfangsdaten ab. Für 
{UhE_ı CD/R,), {UNF-ıCD(R,) und {Fig CD’(R,,ı) mit supp FECR;,, für k=1, 2, 
3,2... sei 

Dip) > Top), Uilp)-Ulp) für PED(Rh), 

F*Fy)>F(p) für wEeD(R,.ı) und k>=. 
U, U,, U, und F haben die frühere Bedeutung. Ist U* die Lösung (1) mit F*, U} und Uf statt 
F, U, und U,, so gilt UFy)—U(y) für k+ und peD(R„.ı). Derartige Stabilitätsaussagen 
sind physikalisch sinnvoll: Kleine Störungen der Anfangsdaten bewirken nur kleine Störungen 
der Lösungen. 


Bemerkung 5. Analoge Sätze und Bemerkungen kann man für die ein- und zweidimensionale 
Wellengleichung aufstellen, man vgl. mit $ 15 in [43]. Im Fall der homogenen Wellengleichung 
(d.h. F=0) erhält man dann Verallgemeinerungen der Sätze 19.3.2/2 und 19.3.3/2. 


23.2.3. Die Wärmeleitungsgleichung 


Satz. Ist UyeE’(R,), FEE’(R.-1) und supp FC R£,,, so ist 

U=6G%*(F+U,86) (1) 
eine Lösung des Anfangswertproblems für die (n-dimensionale) Wärmeleitungsglei- 
chung im Sinne von Def. 23.2.1(b). Hierbei ist G die Fundamentallösung aus Satz 
16* 
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23.1.3/1. Sind U,=ula)cE’(i,) und F=f(x, t)EE'(Ra-ı) mit supp FC Rf., regu- 
läre Distributionen, so ist auch U=u(x, t) aus (1) eine reguläre Distribution, und es 
gilt 


er e_yia (2) 
\ Al) "fe 4(t=7) R a v » _ won: 
ur, = h pr — Ay: Tr) dy dr+ a _ | a uly) dy. 
2er, (t-W)2 EREIERA 


Hierbei hat y(t) die gleiche Bedeutung wie im Satz 23.2.2. 

Bemerkung 1. Es ist supp (F+ U,8Ö)CR;,ı und F-U,BdER/R,.ı). Satz 23.1.3/2 zeigt 
nun, daß T’ aus (1) eine Lösung des Problems ist (man prüft rasch nach, daß supp UCR;;ı 
gilt). Der erste Summand in (2) stimmt mit (23.1.3/1) überein (abgesehen von den abgeänderten 
Bezeichnungen). Der zweite Summand in (2) ist analog zu (19.4.3/1). Ein Vergleich mit Satz 
19.4.3 zeigt, daß hier ay(2)=P(x)EL(R,) im allgemeinen nicht beschränkt ist, andererseits 
aber einen beschränkten Träger hat. 


Bemerkung 2. Im Gegensatz zu Satz 23.2.2 enthält der obige Satz keine Unitätsaussage. Die 
Lösung des Anfangswertproblems für die Wärmeleitungsgleichung ist nicht eindeutig (vgl. 
[10], Kap. I, $9). Man kann jedoch Unität erzwingen, indem man Zusatzforderungen an die 
Anfangsdaten und Lösungen stellt (Wachstumsbeschränkungen für |2]—= und t>+»). Satz 
19.4.3 ist ein Beispiel hierfür. 


Bemerkung 3. Stärkere Forderungen an die regulären Distributionen ,(2) und f(x, t) sichern, 
daß u(x; t) eine klassische Lösung ist. Ferner kann man analog zu Bemerkung 23.2.2/4 zeigen, 
daß (1) stetig von den Daten U, und F abhängt. 


24. Grundbegriffe der klassischen Feldtheorie 


241.  Tensoren 
24.1.1. Vorbemerkung 


Das Axiom der klassischen Punktmechanik aus 12.2.1. ist ein Extremalprinzip. 
Einem Problem der Mechanik wurde eine Lagrangefunktion Z(t. x;(k), &;(t)) zuge- 
ordnet, und es wurde nach Extremalen des zugehörigen Variationsproblems im 
Sinne von Def. 11.1.3 gefragt. Das führte auf die Eulerschen Gleichungen aus 
Satz 11.1.3/1. Die Lösungen dieses Systems gewöhnlicher Differentialgleichungen 
(ergänzt durch Anfangsbedingungen) lieferten dann die Bahnkurven des mechani- 
schen Problems. Die Idee, die Dynamik von Naturvorgängen durch Extremalprin- 
zipien zu beschreiben, hat sich also in der Mechanik glänzend bewährt. Es ist des- 
halb naheliegend, zu fragen, ob man dieses Prinzip auf andere Teile der Physik 
ausdehnen kann. Hierzu hatten wir einige Bemerkungen in 11.2.1. gemacht. Ins- 
besondere hatten wir erwähnt, daß die in Kap. 11 entwickelte Theorie (Variations- 
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rechnung) für ein solches Vorhaben nicht ausreicht. Auf dieser Basis kann man nur 
Theorien entwickeln, deren Grundgleichungen gewöhnliche Differentialgleichungen 
sind. Viele Theorien der Physik werden aber von partiellen Differentialgleichungen 
beherrscht. Will man daran festhalten, diese partiellen Differentialgleichungen als 
Resultat von Extremalprinzipien zu erhalten, so muß man die Grundgedanken der 
Variationsrechnung aus Kap. 11 entscheidend verallgemeinern. Das Ziel, das wir 
hierbei vorerst anstreben, ist die Darstellung der Grundideen der speziellen Rela- 
tivitätstheorie, einschließlich der Elektrodynamik. Das ist eine sogenannte abso- 
lute Raum-Zeit-Theorie: Die Geometrie des Raumies ist vorgegeben (der vierdimen- 
sionale Minkowski-Raum) und physikalische Vorgänge werden in ihm beschrieben. 
Dagegen bestimmen in allgemeinen Raum-Zeit-Theorien wie der allgemeinen Rela- 
tivitätstheorie physikalische Vorgänge die Geometrie des Raumes (zumindest teil- 
weise). Diese wenigen Andeutungen lassen bereits ahnen, daß das mathematische 
Instrumentariunı allgemeiner Raum-Zeit-Theorien wesentlich komplizierter sein 
wird als jenes absoluter Raum-Zeit-Theorien. Zur Darstellung der allgemeinen 
Relativitätstheorie benötigen wir später die Theorie der C'*-Mannigfaltigkeiten als 
Vorlauf. Hierauf aufbauend betrachten wir Tensoren und andere geometrische 
Objekte auf Mannigfaltigkeiten (Kap. 29). Im Moment können wir uns aber den 
Luxus leisten, diese relativ komplizierte Theorie auf einen späteren Zeitpunkt zu 
verschieben. Für die spezielle Relativitätstheorie und die damit verbundene Elek- 
trodynamik ist es vorerst ausreichend, Tensorfelder zu betrachten, die über einem 
fixierten Gebiet im A, definiert sind. Das erleichtert das Verständnis der ideellen 
Grundlagen dieser Theorie und ihrer Interpretationen wesentlich. Die rein rechne- 
rische Seite dieser Angelegenheit ist in beiden Fällen nicht wesentlich verschieden: 
Eine mehr oder weniger virtuose Anwendung der Kettenregel der Differentialrech- 
nung. Mit anderen Worten: Wir reduzieren die mathematischen Grundlagen in 
diesem Kapitel auf jenes Minimum, das wir hier und im folgenden Kap. 25 benöti- 
gen. Wer mehr wissen will, muß auch mehr investieren: Zum Verständnis der allge- 
meinen Relativitätstheorie in den Kapiteln 30 und 31 ist Kap. 29 notwendig, zum 
Verständnis von Kap. 33 ist Kap. 32 notwendig, aber zum Verständnis von Kap. 25 
reicht eben Kap. 24. 


24.1.2. Der Fundamentaltensor 


Euklidisches Linienelement: Betrachtet man im A, die stetig differenzierbare 
Kurve «{t)= (xt), ..., x*(t)), so ist nach 9.2.3. 
m —— .„_ de* 
s(t)= SVNENT))+...+(&le))?dr, re —, (1) 
ty dr 
die Bogenlänge. Im Rahmen der Theorie, die wir hier entwickeln wollen, ist es 
zweckmäßig (und üblich), die Koordinaten oben zu indizieren, alsox= (x, ..., x") € 
€ Ry- Aus (1) folgt 


dei & : & 
=) = 3, (i*W)2= I, ax) ati). (2) 
di Pi k=1 
Es ist üblich (und wie wir sehen werden in hohem Maße zweckmäßig), 
n 
ds?= I dxtdar =datdr* (3) 
K=1 
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statt (2) zu schreiben. Im letzten Ausdruck verwenden wir die Einsteinsche Sum- 
menkonvention: Über doppelt auftretende Indizes ist zu summieren, wobei von 
Fall zu Fall klar ist, in welchen Grenzen die Summe zu nehmen ist (in unserem Fall 
k=1,...,n). Somit ist (3) eine verkürzende Schreibweise für (2), die andeutet, daß 
der Parameter { ohne Interesse ist. Neben den kartesischen Koordinaten x!, ... , 2” 
im AR. (oder in einem Gebiet im Z,) betrachten wir jetzt krummlinige Koordinaten 


x’, ...,x’” im Sinne von 8.2.2., also «’*=2'""(z!) und x! =x!(x’*), wobei wir in Zu- 
kunft stets voraussetzen, daß alle derartigen Koordinatentransformationen ie 


0 


oft differenzierbar sind. Die Funktionaldeterminante bezeichnen wir rn 


_ Aal...) x’) Ar > 
—— — —— — und fordern = —— (0) (im R,„ oder in dem Gebiet, wo die Koor- 
Hal,...,2*) Zt) ‘) 
dinatentransformation betrachtet wird). Rüstet man jetzt (3) auf x” um, so folgt 
[ra 0} 


2—_ Zap ; u Mt 
ds?—=g; de’*de”" mit gu= Ze Gt‘ (4) 


Hierbei hat man die obige Summenkonvention zu beachten. Man sieht leicht, daß 
Ola) \2 
det 0 =0 und ga=gır 5 
et (9xı) a) Ir = gık (5) 
ist. Hierbei ist det (g,) die Determinante der positiv-definiten Matrix (ga)}.ı=ı - 
Somit ist (ge)k,;—ı eine positiv-definite, symmetrische Matrix. Fixiert man einen 
Punkt P-x, so kann man eine nicht-singuläre Matrix A=A(P)= (a): ;-ı mit 
1 0 

‚ (Einheitsmatrix) (6) 
0 1 
finden. Wir machen darauf aufmerksam, daß dies eine punktale Eigenschaft ist: A 
variiert von Punkt zu Punkt. (4) ist also das euklidische Linienelement ds? in allge- 
meinen krummlinigen Koordinaten. 


AMga)aıı Ad = | 


Das Linienelement ds?: Wie in der Mathematik üblich, betrachtet man eine be- 
währte Theorie, formuliert sie um und fragt nach sinnvollen Verallgemeinerungen. 
Begriffe, die vorher abgeleitet wurden und somit Resultate waren, werden jetzt im 
Rahmen einer umfassenderen Theorie axiomatisch an die Spitze gestellt. So auch 
hier. 2 sei ein Gebiet im R,„ (später ist insbesondere Q@ = R„ und speziell Q= R, von 
Interesse). Vorgegeben sei eine symmetrische Matrix (ge)£ -ı; also 4 Ir = gie, wobei 
grılz) i in 2 beliebig oft differenzierbare reelle Funktionen sind. Ferner sei det (gg) #0 
in 2. Wir nennen (gx,)£.-ı den Fundamentaltensor und bilden mit ihm das Linien- 
element 
ds?=qydr’dal, gu=gulk) ; (7) 
wobei wieder die Summenkonvention zu beachten ist. Hierbei sind 2=(x',...., x") 
kartesische Koordinaten. Die entscheidende Änderung im Vergleich mit dem 
euklidischen Linienelement ist, daß (9)# —ı nicht notwendig positiv-definit ist. Bei 
fixiertem € 2 kann man analog zu (6) die Normalform 
l. 0‘ 
AUlga)aımıd = | (8) 
’ \0 et 
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erreichen. Hierbei hängt die nicht-singuläre Matrix A= A(x) von x ab, nicht aber 
die Anzahl der Werte mit 1 und die Anzahl der Werte mit —1. 


Beispiele. 1. Ist Q= R, und gu =öz:, so daß (gr)&;-ı die Einheitsmatrix ist, so ist 
ds?=dax’dx* das euklidische Linienelement. 2. Ist Q=R, und 


1 0 
m)-(, 1 =) (9) 


so ist ds?= (dx)? + (dx?)? + (dx#)? — (dx‘)? die Lorentzmetrik mit det (g;) = —1. Diese 
Metrik wird später eine entscheidende Rolle spielen. Zu dem Linienelement (7) sagt 
man mitunter auch Metrik, was aber nichts mit der Metrik des metrischen Raumes 
aus 1.3.3. zu tun hat. 


Transformation des Fundamentaltensors: Wie schon bei dem euklidischen Linien- 


element betrachten wir in Q@ neben den kartesischen Koordinaten x!, ..., x" be- 
liebige krummlinige Koordinaten x’!, ..., x’”, wobei wieder die früheren Bedingun- 
gen gelten sollen. Rechnet man ds? aus (7) um, so erhält man 


x? 6x 

vB 73 7 ® EN Pi 
ds =g,de dr mit Ia=gp: Or k ört . (10) 
Lemma. Sind (x’*) und (x’’*) zwei krummlinige Koordinatensysteme in Q und sind 


(94) und (g;1) die zugehörigen Fundamentaltensoren im Sinne von (10), so gilt 


[RR 7 ex’) \2 
[73 a ’ = ’ ER ! 
Ti = Ip Ep det (4) = (m det (g;.) - (11) 


Bemerkung 1. Formel (11) folgt leicht aus (10). Die erste Formel in (11) heißt das Transforma- 
tionsgesetz eines kovarianten Tensors zweiter Stufe. Die zweite Formel in (10) ist ein Spezial- 
fall. An (11) liest man bereits ab, daß die kartesischen Koordinaten keine ausgezeichnete Rolle 
mehr spielen. Noch sind sie der Primus inter pares, im Rahmen der allgemeineren Theorie in 
Kap. 29 verlieren sie auch diese Position. 


Bemerkung 2. Aus (10) folgt 941 =gj;, die Symmetrie ist also invariant gegenüber Koordinaten- 
transformationen. 


24.1.3. Tensoren 


Wie immer ist Q ein fixiertes Gebiet im R,. Zu jedem System (x”’) krummliniger 
Koordinaten in 2 betrachten wir ein n*-tupel 


Ti..m, (ar) mit 1sl,...,m,p,...,g=n q) 


reeller beliebig oft differenzierbarer Funktionen. Hierbei sind I,...,m, P,...,9@ 
insgesamt k Indizes, die unabhängig von 1 bis n laufen. 


Definition. (1) heißt Tensorfeld k-ter Stufe, falls für je zwei Systeme (x) und (x''®) 
krummliniger Koordinaten in Q gilt 


[77 177 ! 17 
T'’a...b HH, — Tr ...8 2) 8x Br’? oa“ öx” 
0...) = nl) re ge Da * * en 
u ut or 0% 0x 0x 
kontra- ko- 
variant variant 


(2) 


Bemerkung 1. Über doppelt auftretende Indizes wird summiert von 1 bis n. Die Struktur von (2) 
ist klar: Ein Index, der auf der linken Seite oben steht und sich auf x” bezieht, steht auch auf 
der rechten Seite oben (etwa a). Analoges gilt für unten stehende Indizes. Summation erfolgt 
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stets über gegenläufige Indizes, also einen oberen und einen unteren. (2) hat man als Identität 
zu verstehen: entweder in x’- oder in «’-Koordinaten. Mit Hilfe der obigen Bemerkungen kann 
man sich die Struktur der Formel fast merken. Die oben stehenden Indizes heißen kontrava- 
riant, die unten stehenden kovariant. 


Bemerkung 2. Wesentlich ist, daß jedem krummlinigen Koordinatensystem in £2 ein separates 
nk*-tupel von C=-Funktionen zugeordnet wird. (2) stellt Beziehungen zwischen diesen separaten 
n*-tupeln her, und es entsteht sofort die Frage, ob es überhaupt nicht-triviale Tensorfelder 
gibt. Geht man von einem festen Koordinatensystem in 2 (etwa den kartesischen Koordinaten 
zl,...,2*%) und einem beliebigen n“-tupel 7 ---°,,., .(2) von C=-Funktionen in Raus und 
setzt man 


dx dab der dx" 
dee 


so prüft man leicht nach, daß man auf diese Weise ein Tensorfeld k-ter Stufe erhält (Lemma 
24.1.2 ist ein Beispiel für diese Behauptung). Es gibt also Tensorfelder wie Sand am Meer. 


T’a...b, Fe ale”) =Tr...9,,..,.,laM) 


Bemerkung 3 (Beispiele). 1. Lemma 24.1.2 zeigt jetzt, daß g7,,(Klammern usw. schreiben wir 
jetzt nicht mehr) ein kovariantes Tensorfeld zweiter Stufe ist. 2. Es ist zweckmäßig, (skalare) 
Funktionen als Tensorfelder nullter Stufe zu bezeichnen, also f’{a’*) =f”i«”!). 3. Ist f’(«’’) eine 


d 24 9 172 
Funktion in 2, so setzen wir f(x’) = i (x’) für die partiellen Ableitungen, analog f} . 
Hier steht also ’ für partielle Ableitung, abgeleitet wird nach den nachfolgenden Indizes. 
Diese Vereinbarung gilt auch für höhere Ableitungen, also etwa fi. = een . Ist jetzt f(x’) = 
=f”’(2”s) ein Skalar (Tensorfeld nullter Stufe), so folgt aus 
Ya , 
Ir=fn are» (3) 


daß f7; (x) ein kovariantes Tensorfeld erster Stufe (auch kovariantes Vektorfeld genannt) ist. 
Die Transformationsgesetze für kovariante Vektorfelder a7; und kontravariante Vektorfelder 
«* Jauten also 


Po de’ 
tr ’ ’‚h ’ 
a, = —zr, und wk=a’l ——. 4 
i ! ga’ ’k da’! = 


Mnemoteehnische Bemerkung (zu deutsch: Eselsbrücke). Aus der Kettenregel 
folgt 


des „det. (5) 
[7 


Man kann sich also die Transformationsgesetze für kontravariante und kovariante 
Vektorfelder herleiten, indem man mit Hilfe der Kettenregel d.'* (kontravariant, 
da k oben steht) auf da’’ und f}; (kovariant, da k unten steht) auf f; umrechnet: 
(3) und (5). Die allgenieinen Tensorfelder werden dann nach den obigen Prinzipien 
aufgebaut. 


Terminologische Bemerkung. Statt Tensorfelder (und Vektorfelder) sprechen wir 
mitunter einfacher von Tensoren (und Vektoren). Üblicherweise bezeichnet man die 
n*-tupel 7 -®,,.,alP) in einen fixierten Punkt P£Q als Tensoren, sofern Trans- 
formationsgesetze der obigen Form gelten. Wir betrachten hier aber nur Tensor- 
felder, so daß Verwechslungen nur auftreten können, wenn man es vorsätzlich dar- 
auf anlegt. 
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24.1.4. Eigenschaften von Tensoren 


Wie eben gesagt wurde, betrachten wir hier nur Tensorfelder im Gebiet 2 im A, 
sprechen aber mitunter einfacher von Tensoren (und Vektoren). 


Satz 1. (a) Sind TE ',.... und St l,.... Tensoren mit dem gleichen Indexbild 
(also Tensoren gleicher Stufe und mit der gleichen Anzahl kovarianter und der gleichen 
Anzahl kontravarianter Indizes) und sind % und u reelle Zahlen, so Yst 


ATenl, tn 1) 


ein Tensor vom gleichen Typ. 
(b) Sind TE --!,...„ und SUP, ..a zwei beliebige Tensoren (mit nicht notwen- 
dig gleichem Indexbild), so ist 


Tee.l, Se. na=Üh u. w...d (2) 


ebenfalls ein Tensor. 
(e) (Verjüngung). Ist TR I, ,n...„ein Tensor, so ist Tk- ul, ao 
ebenfalls ein Tensor (Summation über a). 


Bemerkung 1. Ein Tensor ist vom Typ (Ay, /s). falls er k, kontravariante und A, kovariante 
Indizes hat, 4,=0,1,2,... und Be 1,2,... Hierbei ist k=k,— ka die Stufe des Tensors. 
Im Teil (a) sind also 7 und S und auch der Tensor aus (1) vom Typ (ky. 4). Ist im Teil (b) 7 
vom Typ (Ay, ko) und 8 vom Typ (Ay, %5), so ist U aus (2) vom Typ (Ay —k}. ar k3). Ist in (c) 
TR. Ad... vom Typ (Ay. 7) mit &\=1 und ky®=1, so ist TR- zwar ag 
vom Typ (kl, ka—l). 


Bemerkung 2. Ist 7%, ein Tensor vom Typ (1, 1), so ist 7%, ein Skalar. Das ist ein Beispiel zu 
Teil (ec) des Satzes. 


i I fürk=1. % - a acas 
Satz 2. (a) ö",- 1-1 in allen krummlinigen Koordinatensystemen isl ein Tensor 


"\W für k=1 
vom Typ (1,1). 
(b) Ist T,. ein kovarianter Vektor, so ist Tyr—Tr,; ein Tensor vom Typ (0,2) 
(Rotation von T7.). 
(e) Ist geıder Fundamentaltensor und bestimmt man g* aus den Gleichungssystemen 
gm Ö, so ist gel ein symmetrischer Tensor vom Typ (2,0) (die kontravariante 
Ausgabe des Fundamentallensors). 


Bemerkung 3. Fixiert man k=1,.... » und betrachtet man m= 1, .... n, so besitzt das lineare 
Gleichungssystem gg = ö"7 (Summation über !) genau eine Lösung, da det (97) +0 ist. Die 
Aussagen des Satzes sind relativ einfach beweisbar, aber nicht trivial. 


24.1.5. Metrische Geodäten R 


Metrische Geodäten spielen in der allgemeinen Relativitätstheorie eine entschei- 
dende Rolle: Testteilchen und elektromagnetische Wellen bewegen sich auf metri- 
schen Geodäten in einer vierdimensionalen gekrümmten Raum-Zeit, die punktal 
eine Lorentz-Metrik ist. Im Moment beschränken wir uns aber auf den punktal 
euklidischen Fall, den wir rasch mit unseren bisherigen Hilfsmitteln behandeln 
können. 2 sei wieder ein Gebiet im R,„. und der Fundamentaltensor aus 24.1.2. sei 
positiv-definit. Punktal kann man also g;; wie in (24.1.2/6) in Ep Einheitsmatrix 
transformieren. Es ist dann ds? =g;;d.*d.r! das Linienelement in Q am obei wir nicht 
notwendig annehmen, daß .!,...., x" kartesische Koordinaten in 2 sind). Es sei 
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(= (xft),...,x*(f)) eine stetig differenzierbare Kurve in 2. In Analogie zur 
euklidischen Längenmessung in 9.2.3. und 11.2.3. setzen wir 


t 
s=L(x;) | Yard . (1) 
0 


Da grı=grılx) positiv-definit ist, ist gu@tt!=c&*&* mit ce>0. Somit ist (1) sinnvoll. 
Wir setzen i*&">() voraus. 


Definition 1. Kurven minimaler Länge s im Sinne von (1), die durch zwei Punkte A 
und B aus Q laufen, heißen metrische Geodüten. 

Bemerkung 1. Das ist ein Variationsproblem im Sinne von Def. 11.1.3 (b) mit Lit, =#, &*) = 
—=Ygpr&kal, man vergleiche auch mit 11.2.3. und den dortigen Bemerkungen. s heißt wieder 
Bogenlänge der betrachteten Kurve. 


Definition 2, Die Christoffelsymbole erster Art sind 
= 1 . 
uk, =5 (gen + gu; gar): (2) 


und die Christoffelsymbole zweiter Arl sind 

G=g"ikl, r}. (3) 
Bemerkung 2. In (2) und (3) gelten natürlich wieder die üblichen Summationsvereinbarungen. 
Satz. x(s)=(«!(s), ...; «"(s)) ist genau dann eine metrische Geodäte, wenn 

Ik h ! dam 

rn) = (4) 
gilt, wobei s die Bogenlänge aus (1) ist. 
Bemerkung 3. Die Formel (4) erhält man aus den Eulerschen Eu er aa (11.1.3/2), 


det dat 
wenn man berücksichtigt, daß s die Bogenlänge ist, also g;ı rar Fig 1 gilt. 


Bemerkung 4. Im (global) euklidischen Fall stimmt der Satz mit Satz 11.2.3 überein. Der ent- 
scheidende Vorteil der obigen Betrachtungen besteht aber darin, daß wir eine Beschreibung 
metrischer Geodäten erhalten, die unabhängig von den gewählten krummlinigen Koordinaten 
ist. Sind (=%) und (x’%) krummlinige Koordinaten in 2 und sind gx7 und g% die zugehörigen 
Ausgaben des Fundamentaltensors, so ist 
R drkdat  , e di’k da’! 
TR) a NEN) ar 


Somit ist die Problemstellung koordinaten-inyariant und damit auch das Resultat (4). Die 
Gleichungen (4) spielen in der allgemeinen Relativitätstheorie eine wesentliche Rolle, der 
Fundamentaltensor g7; ist dann aber punktal eine Lorentz-Metrik. 


Übersetzung 
gewöhnt, part, phys. 
Diff.-gi für Bereich 


Tensoren 


Vergleich 
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24.2. Klassische Feldtheorie 
24.2.1. Das Modell der Feldtheorie 


In 12.1. hatten wir über Modellbildung in der Physik gesprochen. Beispiele für 
dieses Konzept waren die klassische Punktmechanik in 12.2. und die Hydrodyna- 
mik in 16.1. Der Anspruch der Feldtheorie geht weiter: Sie ist die Basis für eine 
ganze Reihe von Theorien, die durch gewöhnliche und partielle Differentialglei- 
chungen beschrieben werden. Trotz dieser Allgemeinheit läßt sich das Konzept aus 
12.1. konkretisieren, insbesondere die black box ‚mathematische Theorie‘ aus 
12.1.2. Das Bild aus 12.1.2. sieht jetzt wie folgt aus. Die mathematische Theorie 
besteht aus einer C'*-Mannigfaltigkeit (in unserem bisher betrachteten Fall aus 
einem Gebiet Q@ im R,„), einem Fundamentaltensor 9x, und Systemen von gewöhn- 
lichen und partiellen Differentialgleichungen für Tensoren und andere (invariante) 
geometrische Objekte. Dabei gibt es einen wesentlichen Unterschied zwischen abso- 
luten und allgemeinen Raum-Zeit-Theorien. In absoluten Raum-Zeit-Theorien 
sind 2 und die Geometrie in Form des Fundamentaltensors g;ı vorgegeben. (Bei- 
spiele sind der euklidische Raum Rz, für ein n-Teilchen-System der klassischen 
Punktmechanik oder der vierdimensionale Minkowski-Raum der speziellen Rela- 
tivitätstheorie.) Dynamische Objekte, die vom ‚„phys. Bereich‘ in die ‚‚math. 
Theorie‘ übersetzt werden müssen, sind dann Tensoren und verwandte geome- 
trische Gebilde. In dem obigen Bild kommt von den Pfeilen % nur # zum Tragen. 
Anders in allgemeinen Raum-Zeit-Theorien: Hier ist die Geometrie in Form des 
Fundamentaltensors g;; selber dynamisches Objekt. Die Geometrie wird also durch 
das gegebene konkrete physikalische Problem erst bestimmt. Auf diesen Wesenszug 
der allgemeinen Relativitätstheorie gehen wir später noch ausführlich ein. Wie in 
24.1.1. schon gesagt wurde, beschränken wir uns im Moment auf absolute Raum- 
Zeit-Theorien. 


24.2.2. Lagrange-Diehten 


Wie früher ist 2 ein beliebiges Gebiet im R,, und gx; ist ein Fundamentaltensor 
in 2 im Sinne von 24.1.2. Sind x’* und x’’* beliebige krummlinige Koordinaten in 
2, so ist «’(r)=(&’!r), ...,#*%r))= (Re r),.. .,2”*%r))=x”(r) eine Kurve in 2, 
wobei r ein reeller Parameter ist. Wie schon in 24.1. setzen wir in Zukunft still- 
schweigend voraus, daß Koordinatentransformationen, Kurven usw. hinreichend 
glatt sind, etwa C”-Funktionen. Wie in 24.1.2. lassen wir nur Koordinatentrans- 
ex x’’k) 
ex aa’) 


X E. 


formationen x*=x"’kx’!) mit ———-=0 zu. 


u 


Definition. (a) L («0,7 x = Ir heißt Lagrange-Dichte für Kurven, falls für je zwei 


Systeme krummliniger Koordinaten x'* und x''* 


Leto), —e o) =1(2"%e) - ) (1) 


gilt. 
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(b) Lat, DE At, 00. TE, ..gr) heißt Lagrange-Dichte für die Tensoren 


> 


?, falls für je zwei Systeme krummliniger Koordinaten 


mi 


’ 
TR MET L EG 


at und a" 
r ı 
L(x’*k, Trkis. ur RN T’k.. Gr nu 978) (2) 
öl“) N r r 
u / ko mirk...t vR...d 
= 22) L(x . 7 Der. de 7 Ben. 4'%) 


gilt. 

Bemerkung 1. Wie in Def. 11.1.3 verlangen wir, daß die Funktionen L=L{u!,...,uN) nach 
allen ihren Argumenten zweimal stetig differenzierbar sind. Es ist aber zweckmäßig (und auch 
ausreichend), diese Differenzierbarkeit nicht im ganzen Rx zu fordern, sondern nur in gewissen 
Gebieten (die von der Problemstellung abhängen). Man vergleiche hierzu mit den Beispielen 
aus 11.2., etwa mit Bemerkung 11.2.3/1. Das hat natürlich gewisse Beschränkungen bezüglich 
der zugelassenen Kurven. und Tensoren zur Folge. 


F 
Bemerkung 2. Im Teil (b) der Definition betrachten wir R Tensoren, 7, die im allgemeinen 
r d r 


verschiedene Indexbilder haben. Wie früher ist 7’--- | u- er T’::». 


Beispiele. Wir betrachten den Minkowskiraum. Es ist also 2= R,, und 


( 
met, ") (3) 
—1 

ist der Fundamentaltensor in den kartesischen Koordinaten x =(«!, x, x, x*). Es 
ist 9=det ya= —1. Ist x’* ein beliebiges krummliniges Koordinatensystem, so 
folgt aus Lemma 24.1.2, daß y’=det y’.<0 ist. (Nach dem Transformationsgesetz 
(24.1.2/11) ist g'gı in beliebigen Koordinatensystemen x’* bekannt, wenn 9; im 
Koordinatensystem x* gegeben ist.) Betrachten wir im Minkowskiraum (mit karte- 
sischen Koordinaten) die Kurve «{r) = (x!{r), x(r), &°(r), x4(r)), so ist 


:)-E 2 =)  [de?\? =) 
(a = a) + +2) ( " 


Später ist (x!, x2, x?) der Ort (eines Teilchens) und x*=t die Zeit. In diesem Sinne 


DI 
nennt man eine Kurve x(r) zeitartig, falls (%) <O für alle (zur Konkurrenz zuge- 
T 


. ds\?2 _ ; ar : 
lassenen) Parameterwerte r gilt. | Ist stets =) =0), so heißt die Kurve raumartig.) 
T 


Geometrisch bedentet dies folgendes: (&—-.x4{r))?+ (2-27) + (8 xXr))?- 
= (5 — ri(r))? sei der gerade Kreiskegel im , mit x(r) als singulärem Punkt. Die 
de /de! de? de da® 
Kurve «{r) ist genau dann zeitartig, wenn die Tangente — = | — , — , — , — 
@ = & » de \dr’dr' dr’ dr 
stets ins Innere dieses Kegels zeigt. Um ein Beispiel für eine Langrange-Dichte 
für Kurven zu geben, beschränken wir uns im Sinne von Bemerkung 1 aufzeitartige 


Kurven «(r). [Für die späteren Anwendungen ist dies ausreichend. denn physi- 
kalisches Geschehen wird im Minkowskiranm durch zeitartige Linien, oder Linien 
. [ds\? a 
mit (2) =0, beschrieben.) Man prüft jetzt rasch nach, daß 
ur 


‚ gr 
1 (0), — ) -\-n- € () 


dr dr 
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eine Lagrange-Dichte für zeitartige Kurven ist. Hierbei ist x’* ein beliebiges krumm- 
liniges Koordinatensystem im Minkowskiraum. Um ein Beispiel für eine Lagrange- 
Dichte für Tensoren zu geben, erinnern wir zuerst an Lemma 24.1.2. Sind x’* und 
«'’k zwei beliebige krummlinige Koordinatensysteme im Minkowskiraum und ist 


[3 ’ c X y’k 
g’=det g;; und g”=det g;,. so folgt aus Lemma 24.1.2 und -. Er 0. daß 
SE &x’*) ——_- 
/ =’ 777 en a fg r 5 
I, 19 (3) 


gilt. Ist jetzt Z eine skalare Funktion mit 


Ika'k, Tk-k, a „Tre ar „) = L(x'k, Ted, Te ” ,) (6) 


für beliebige asdien aene ak und «’’R, so Be aus hi und (6), daß 
ER 


7 r —g ; N 7 
La’, a KR a an V > g Lie", RER Tu) (7) 
r 
eine Lagrange-Dichte für die Tensoren 7 ist. Ein typisches Beispiel ist 


L=Y-g GEH, (8) 


wobei @* ein Tensor vom Typ (2,0) und 4, ein Tensor vom Typ (0,2) ist. (Wir er- 
innern daran, daß über doppelt oralen die Indizes zu summieren it, GEH; ist 
nach doppelter Verjüngungsprozedur ein Skalar.) 


Bemerkung 3. Um Mißverständnisse zu vermeiden, weisen wir darauf hin, daß (1) und (2) als 
Identitäten zu verstehen sind. Man hat beide Seiten von (1) und (2) nach Kettenregel und 
Transformationsgesetz für Tensoren auf ein fixiertes Koordinatensystem umzurechnen (etwa 
=’*). Danach müssen dann (1) und (2) Tdentitäten für alle (zugelassenen) Kurven oder Tensoren 
sein, Die obigen Beispiele zeigen deutlich, wie dies zu verstehen ist. 


= 


24.2.3. Lagrange-Formalismus 


Kurven: e{r)= (alle), . x”(r)) mit 7,er=r, sei eine Kurve im Gebiet Q im R,. 
Wie immer a Hr) glatte (etwa zweimal stetig differenzierbare) Funktionen. z 
sei a(r)=(g!{r gp*r)) mit e(to)=gplr)=0, so Fa x(r) +ep(r) für Ose= 


glatte an stetig differenzierbare) Kurah in 2 sind. Ist Z eine ee 
Dichte für Kurven, so werden Kurven x(r) gesucht, für die 


Tı 


f La) En) dr () 


2 2 


xt) 
extremal (oder stationär) wird. (1) ist unabhängig von der Auswahl der (krumm- 
linigen) Koordinaten x*. In Analogie zu 11.1.3. heißt diese Aufgabenstellung, daß 
für alle g(r) mit den obigen Eigenschaften 


d... 
ed je=0=0 (2) 
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mit 


I(e)= '; (2%) +ept(r), 2 [x*(7) + er*t))) dr 


To 


gilt. Abgesehen von der Forderung (24.2.2/1) ist dies das gebundene Randwert- 
problem aus Def. 11.1.3(b). 


Tensoren: Vorgegeben ist ein Gebiet Q und eine Lagrange-Dichte L für Tensoren im 


r 
Sinne von Def. 24.2.2(b). Gesucht werden Tensoren 7-1, für welche 
r r 
S Lie, TEL, 0. WEL, 0) dx (3) 


für jedes beschränkte Gebiet & mit © 2 extremal (oder stationär) wird (bezogen 
auf die kartesischen Koordinaten x*). Die Aufgabenstellung ist sinnvoll (unabhängig 
von der Auswahl der Koordinatensysteme): Sind x’%* und x”* zwei Systeme krumm- 
liniger Koordinaten in 2 und sind »&’ und w’’ die Bilder von » bei Anwendung von 
«’ka) und #’'*(x) (interpretiert als Abbildung von 2 im A,), so folgt aus Satz 
9.2.2 und (24.2.2/2) 


F r r 
J L(x'’*, 2 Mh ; To) de’ 
or 


2 2 RP) 2x‘) 
Liz’, T’- ,T-.)— - 
ı (x an 8 2°) dx’) 


’ 


) 


I 


r r 
J ver, T-.., T- ar. 


Man kann also die Aufgabe auch koordinateninvariant ohne Bezug auf kartesische 
Koordinaten formulieren. Die Präzisierung der obigen Forderung sieht jetzt wie 
r 
folgt aus. Ist O=e=1 und sind V*-!,, , Tensoren mit dem gleichen Indexbild wie 
r 
Pi, 480 eei 
f r t r 
Iule) =f L(x#, TR, gte Vernl ng; Te, ei +E Vet, 2) de. 
u 
; 

Gesucht werden Tensoren 7%-l, ,, so daß 

d 

As I .(e) je-0o=0 

r r 

für alle beschränkten Gebiete © mit @=2 und alle Tensoren V mit V*-l, , €D(o) 
gilt. 


Satz. (a) (Kurven). Die Kurve x{r) ist genau dann extremal (stationär) im obigen 
Sinne, wenn für k=1,...,n 


Lu _d(öL\ , 
ar de\önt) 


(5) 
gilt (Euler-Lagrangesche Gleichungen). 
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1 ud 
(b) (Tensoren). Die Tensoren (dynamische Objekte) T-, sind genau dann extremal 
(stationär), wenn fürr=1,..., R 


IR :: "REINE ABER... BER VE (6) 
r r 
STE, STK, os im 


gilt. 


Bemerkung. Teil (a) ist identisch mit Satz 11.1.3/1. In Bemerkung 11.1.3/2 wurde erläutert, 
wie (5) zu verstehen ist. Man erhält also ein System von n gewöhnlichen Differentialgleichungen. 
In gleicher Weise hat man (6) zu interpretieren, wobei man jetzt ein System partieller Differen- 
tialgleichungen erhält. Hierbei wird über s summiert, während &,...,1,2,...,g unabhängig 
von 1 bis » laufen. Ferner ist r=1,..., R. Damit hat man eines der Ziele aus 24.1.1. erreicht: 
Gewinnung von Systemen, partieller Differentialgleichungen aus Extremalprinzipien. Zu einer 
konkreten physikalischen Aufgabe muß man also eine Lagrange-Dichte Z suchen, so daß 
(6) mit dem zugehörigen System partieller Differentialgleichungen übereinstimmt. 


24.3. Beispiele für Feldtheorien 
24.3.1. Die kovariante Punktmechanik 


Wie in Kap. 12 betrachten wir ein System von n Massenpunkten im #3, mit den 
Massen m;, wobei l=1,...,n ist. Die Untersuchungen in 12.3.1. kann man jetzt 
wie folgt beschreiben: Ist (#°””2(r), &#’4(r), x”(r)) die Bahnkurve des r-ten Teil- 
chens im AR, in kartesischen Koordinaten, so setzen wir im Sinne von 24.2. 


1 0 
Q=Ryn+ı, (gu) = (o n .) (1) 
Hierbei ist £=x°?”*!(r) die Zeit. Man kann jetzt die Lagrangefunktion (= Lagrange- 
Dichte für Kurven) aus (12.3.1/1) leicht in unseren jetzigen Kalkül umschreiben 
(siehe unten). Hierbei ist die potentielle Energie V = V(x°) eine skalare Funktion, 
die jetzt von t unabhängig sein soll. (24.2.3/5) ist dann mit Satz 12.3.1 identisch. 
Die vorangehenden Abschnitte erlauben uns, das gleiche Problem in beliebigen 
krummlinigen Koordinaten zu formulieren. Sind wieder » Massenpunkte gegeben, 
so beschreiben wir den Ort des r-ten Teilchens in separaten krummlinigen Koordi- 
naten im .R,, die wir wieder mit (x”=2, z9#1, x") bezeichnen. Man kann sich leicht 
Probleme vorstellen, bei denen gewisse krummlinige Koordinaten viel zweck- 
mäßiger sind, als kartesische Koordinaten, die auf die Spezifik des Problems keine 
Rücksicht nehmen. Hat man z. B. die a-priori-Kenntnis, daß sich ein Massenpunkt 
stets auf der Oberfläche einer Kugel bewegt, so ist es natürlich, Polarkoordinaten 
mit dem Kugelmittelpunkt als Zentrum zu benutzen. (1) hat man jetzt durch 


Cape 0 
De Rz, | (2) 
0 (@,) 
zu ersetzen. Hierbei sind (G,) 3X 3-Matrizen, wobei die r-te Matrix (die dem r-ten 
Teilchen entspricht) die Form 


Ik= 7 g2,(a =D +, k=3(r-1)+o, I=3(r-1)+Hß, (3) 
hat. Hierbei können «, ö und y die Werte 1, 2, 3 annehmen undr=1,...., n. Ferner 


. r 2 .,. - - - . ” . . . 
sind (9e3)25=1 positiv-definite symmetrische Matrizen, die zu dreidimensionalen 


a 
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Linienelementen im euklidischen Raum AZ, bezüglich der krummlinigen Koordi- 
naten („#’2, „#1, x°”) gehören. Beispiele sind kartesische Koordinaten oder Polar- 
koordinaten, wobei man Q passend zu wählen hat. Die (3r +1)-te Koordinate „#"+1 
in (2) ist wieder die Zeit. 
de* da’ 
dt dr 


ist eine Lagrange-Dichte für Kurven, sofern (2°) eine skalare Funktion (Tensor 
nullter Stufe) ist. 


L=gu —  7-—-Vle®) (4) 


Satz. Hänge V nicht explizit von t= x"! ab, so lauten die Eulerschen Gleichungen 
(24.2.3/5) für die Lagrange-Dichte L aus (4) 


pn 


f 1 1 eV e 
erm _ _ I gel ie I 2, Fr 
&+ - Fa 37 Er: für I=1,...,3% (5) 


0 


und 


a2 


B di! 

Bemerkung 1. Es ist @ = d 
= 
daß wir ein konservatives System im Sinne von 12.3.3. betrachten. pi sind die Christoffel- 


” 


. Die Forderung, daß V nicht explizit von 2°” +1 abhängt, heißt, 


symbole zweiter Art aus Def. 24.1.5/2. Aus im folgt, daß wir ohne Beschränkung der 


Allgemeinheit ?=r setzen können. 


Bemerkung 2. Die Interpretation von (5) ist klar nach unserem bisherigen Vorgehen: Mit 7=t 
ist (#3”2(t), 23 1(t), 23”(t)) die Bahnkurve des r-ten Teilchens mit der Zeit als Parameter. Bei 
der Vorgabe von Anfangsdaten »*(f,) und &*(1,) besitzt (5) (zumindest lokal) genau eine Lösung. 
Ist V(a)=0, so folgt aus Satz 12.2.3, daß L längs einer Bahnkurve konstant ist. Die Konstante 
ist positiv. Abgesehen von einer positiven Konstanten stimmt somit # mit der Bogenlänge s aus 
24.1.5. überein. Für V(z=*) =0 ist somit (5) mit (24.1.5/4) identisch. 


Ein kräftefreies System, also V{at) =0, bewegt sich somit im Ryn auf einer 
melrischen Geodäten. (6) 


Diese Aussage werden wir in der allgemeinen Relativitätstheorie wiederfinden. Von besonderem 
Interesse (hier und auch später) ist, daß diese Aussage unabhängig von der Wahl der krumm- 
linigen Koordinaten ist. 


Bemerkung 3. Nach den Newtonschen Axiomen 
bewegt sich ein kräftefreier Massenpunkt in einem Inertialsystem geradlinig und 
gleichförmig (Lex prima). (7) 
(5) zeigt, daß es zwei Arten von Kräften gibt, die einer geradlinigen und gleichförmigen Bewe- 


1 1 
gung X=0 entgegenstehen: Die reale Kraft 5 g#! —. und die Scheinkraft [ k mitm. Die reale 


och 
Kraft ist physikalischen Ursprungs (Geariistionakräfte, elektromagnetische Kräfte usw.) und 
hat in ihrer Existenz nichts mit der Spezifik der gewählten Koordinaten x? zu tun. Die 
Scheinkraft dagegen hat keine physikalische Ursache, sie ist gewissermaßen ein Maß für die 
Abweichung des gewählten Koordinatensystems von einem Tnertialsystem. Man kann aber 
auch (6) als elegante Verallgemeinerung von (7) ansehen. 
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24.3.2. Die Maxwell-Lorentz-Gleichungen der Elektrodynamik 


Die Maxwellschen Gleichungen sind die Grundgleichungen der Elektrodynamik. Ihre vier- 
dimensionale Schreibweise im Minkowskiraum nennt man auch die Maxwell-Lorentz-Glei- 
chungen. Wir betrachten hier die Gleichungen für das Vakuum. In diesem Abschnitt leiten 
wir sie aus einem Extremalprinzip ab, im Abschnitt 24.3.3. beschreiben wir Interpretationen 
und Umformungen. In 25.3. diskutieren wir typische Aufgabenstellungen. Im Rahmen der 
allgemeinen Relativitätstheorie werden wir später mehrfach die Einstein-Maxwellschen 
Gleichungen besprechen, siehe 30.1.3. und 33.5. 


Minkowskiraum: Ausgangspunkt ist der Minkowskiraum aus den Beispielen in 
24.2.2. Es ist also @= R,, und der Fundamentaltensor g;; hat in kartesischen Ko- 
ordinaten die Form (24.2.2/3). Sind (x, x", x, x*) beliebige krummlinige Koordi- 
naten im Minkowskiraum, so gewinnt man den zugehörigen Fundamentaltensor aus 
(24.2.2/3) nach bekannten Umrechnungsvorschriften, vgl. (24.1.2/11). Aus dieser 
Formel folgt auch, daß g=det 4,70 ist, was in den Beispielen in 24.2.2. ebenfalls 
schon benutzt wurde. 


Satz. (a) Ist FH ein kontravarianter Tensor und ist A; ein kovmarianter Vektor im 
Minkowskiraum, so ist 


1 ,— 1 — 
L -7!-7 FguguP®"—ZV—g FF (Ar Ars) (1) 


eine Lagrange-Dichte im Sinne von Def. 24.2.2(b). 
(b) Die Eulerschen Gleichungen Im Sinne von Salz 24.2.3(b) für L bezüglich der 
dynamischen Objekte F" und A, lauten in kartesischen® Koordinaten 


Fu=-4Agpr- Ar; mit Fa —= pre F's (2) 
und 
PR, -0. (3) 


Bemerkung 1. Ay - Ar; ist nach Satz 24.1.4/2(b) ein kovarianter Tensor. In (1), (2), (3) gilt 
natürlich wieder die frühere Vorschrift: Über doppelt auftretende Indizes ist zu summieren. 
Dann hat Z die Struktur aus (24.2.2/8) und ist somit eine Langrange-Dichte für Tensoren im 
Minkowskiraum. 


Bemerkung 2. Wie schon mehrfach betont wurde, betrachten wir im Moment absolute Raum- 

i r 
Zeit-Theorien. Der Fundamentaltensor in L£ ist also kein dynamisches Objekt, die Tensoren 7 
aus (24.2,3/6) sind also mit F* und 4; zu identifizieren. Man erhält für beliebige krummlinige 
Koordinatensysteme im Minkowskiraum 


Fr (in). => Up rmrn) ) 
0= a -(„,) = Y-g Gera r Y=g(Arı-Arn) : (5) 
oFH OFkl,, ’p 4 i 2 " 
Man sieht jetzt leicht, daß sowohl Fj,;aus (2) als auch F*! antisymmetrisch sind, also Fu = — Fir 
und FH= — Flik, Berücksichtigt man dies, so folgt für kartesische Koordinaten (2) aus (5) und 


(3) aus (4). 


Bemerkung 3. Die Formeln (2) und (3) sind die Maxwell-Lorentz-Gleichungen für das elektro- 
magnetische Feld im Vakuum. Im nächsten Abschnitt schreiben wir diese Formeln um, so 
daß sie die übliche, nicht-relativistische Form erhalten, die viel komplizierter aussieht. Im 
Vergleich dazu ist (2), (3) eine sehr elegante Fassung. Wer da aber glaubt, daß diese Eleganz 
nicht mehr überboten werden kann, irrt. Wir verweisen auf 33.5. Man vergleiche auch mit 
[41], 8.30, wo die verschiedenen Formulierungen der Maxwellschen Gleichungen zu finden sind. 


17 Triebel, Math. Physik 
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War es ein Gott, der diese Zeichen schrieb? 
(Boltzmann über die Maxwellschen Gleichungen) 


24.3.3. Interpretation und Umsehrift der Maxwellsehen Gleichungen 
Interpretation: Im Sinne der Modellbildung in 12.1.2. und seiner Konkretisierung 


in 24.2.1. haben wir die nebenstehende Situation. Die „Übersetzung“ erfolgt durch 
die Lagrange-Dichte Z aus (24.3.2/1). Im Moment ist aber noch unklar, wie F*! und 


Minkowskiraum 


r Elekire- 
— dyaamik 
im Vakuum 


} interpretation 


4; mit physikalischen Größen zusammenhängen (wir haben schon übersetzt, wissen 
nur nicht, was). Wir betrachten im Minkowkiraum nur noch kartesische Koordina- 
ten, die wir mit (x, %, 2, ) = (x!, x, @°, x*) bezeichnen. Damit ist klar, wie diese Ko- 
ordinaten interpretiert werden: #=(x, y, z) sind die Ortskoordinaten im realen drei- 
dimensionalen Raum und { ist die Zeit. Ist 

Ei, t)=(E,, E, E;) die elektrische und 

BE, a (Ba, By, B:) die magnetische Feldstärke, 


so wird der Tensor FF; mit 
U -B B- 
(Fu) = E; ug ge (1) 
E, E, BE. 0 
identifiziert. Ferner sei 
(Ar)=(Ar, Ay Ar D)=(U, 2), (2) 


wobei Y=(4A,, 4A,, A;) das Vektorpotential und ® das skalare Potential der Elek- 
trodynamik ist. Alle Funktionen hängen von #= (x, y, 2) und tab. 


Satz 1. Haben F;ı und A, die Bedeutung aus (1) und (2), so lauten die Maxwwellschen 
Gleichungen (24.3.2/2) und (24.3.2/3) 


b) 
B=rot A, E=grad o-, (3) 
eE 
rot u-%, dv&=0. (4) 


Bemerkung 1. Hierbei ist (3) die Umformung von (24.3.2/2) und (4) die Umformung von (24.3.2/3). 

Insgesamt sind dies 10 Gleichungen, 6 sind in (3) enthalten und 4 in (4). Wir erinnern an die 

Bedeutung von div, rot, grad: Es ist 
oE;, OE, dE; 


div&=—_— + ——- + — , gradd= % 


BD od 5). 
Pr 77) 0: 


de’ dy’ 02 
04, 9A, 9Ax 94: Hdy =) 


ER (- "ma ieh 
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Die Komponenten von rot X sind die Unterdeterminanten (unter Berücksichtigung des Vor- 
zeichens) der symbolischen Matrix 


* ” * 

Br 

oz dy 02 

TED 
nam .,OU (042 DAy 84; BIS 
Schließlich ist 7 Sure =) , analog FT 


Bemerkung 2. Wie gesagt wurde, sind (3) und (4) die Umschriften von (24.3.2/2) und (24.3.2/3). 
Hierbei ist 

ba 

B; 0 —-Bı Ey 
-By BO RB 
u 6 


Satz 2. Aus (3) und (4) Jolgt 


(Fit) = 


69 
rot &+ 0, divB=0, (5) 
56 
Mn 8-2 =0, ive=-0. (6) 


Bemerkung3. Das ist die übliche Form der Maxwellschen Gleichungen im Vakuum bei Ab- 
wesenheit von Ladungen und Strömen. (5) und (6) folgen leicht aus (3) und (4) (nur (5) ist neu). 
Umgekehrt folgt aus (5), daß sich &E und ® durch (3) darstellen lassen, sofern man A und ® 
geeignet wählt. (6) wandelt man nicht in dieser Form ab. Bei Anwesenheit elektrischer Ladun- 
gen mit der Ladungsdichte o und elektrischer Ströme mit der Stromdichte j= (jr. ji, Je) bleibt 
nämlich (5) ungeändert, (6) wird aber ersetzt durch 


9 
rot ® zur Tina div E=4n9. (7) 


Man erhält dann die Maxwelischen Gleichungen im Vakuum bei Anwesenheit von Ladungen 
und Strömen. Typische Anfangswertprobleme für diese Maxwellschen Gleichungen behandeln 
wir in 25.3. Entsprechende Probleme für die Einstein-Maxwell-Gleichungen werden in 33.5. 
untersucht. 


Bemerkung4. Vor Aufstellung der Maxwellschen Gleichungen betrachtete man elektrische 
und magnetische Felder weitgehend getrennt. Daß diese beiden Felder so eng gekoppelt sind, 
wie es die Gleichungen (5), (7) ausdrücken, war wohl eine der Ursachen für den oben zitierten 
Ausspruch von Boltzmann. Die relativistische Formulierung und die Interpretationen im Kap. 
25 zeigen noch mehr; Was in einem Inertialsystem ein rein elektrisches Feld ist, kann in einem 
anderen Inertialsystem als gemischtes elektrisches und magnetisches Feld erscheinen. 


Absolute, true, and mathematical time, of itself, 
and from its own nature, flows equably without 
relation to anything external. 

Absolute space, in its own nature, without relation 
to anything external. remains always similar and 
immovable. (Newton, Principia, 1687)!) 


Von Stund an sollen Raum für sich und Zeit 
für sich zu Schatten herabsinken, und nur noch 


eine Art Union der beiden soll Selbständigkeit 
bewahren. (Minkowski, 1909) 


23. Prinzipien der speziellen Relativitätstheorie und 


der Elektrodynamik 


25.1. Die Lorentz-Gruppe und die Raum-Zeit 


25.1.1. Der Minkowskiraum und Inertialsysteme 


Der Minkowskiraum wurde in 24.2.2. eingeführt. Es ist Q= R,. Ferner ist 
11 a 
Na) = (Aa) = 1 1) 
(mar) = (Grı) (; ee ( 


der Fundamentaltensor in kartesischen Koordinaten, die wir in Zukunft je nach 
Bedarf mit (x, x2, x°, #4) oder (x. y, z, £) bezeichnen werden. Der letzten Schreib- 
weise liegt die physikalische Interpretation aus 24.3.3. zugrunde: (x, y, 2) ist der 
Ort im realen dreidimensionalen Raum, und # ist die Zeit. Der Verzicht auf die 
freie Wahl beliebiger krummliniger Koordinatensysteme im Minkowskiraum ist 
schmerzlich, aber in Moment mathematisch und physikalisch not wendig. Unser 
Ziel ist, die neue Raum-Zeit-Auffassung der Relativitätstheorie zu beschreiben. 
Im Rahmen der speziellen Relativitätstheorie muß man sich dabei Beschränkungen 
auferlegen, die den Gültigkeitsbereich dieser Theorie einengen. Ein skrupelloses 
Hantieren mit diesem Kalkül führt nämlich zu mathematisch wie physikalisch 
peinlichen Widersprüchen, wie das Zwillingsparadoxon in 25.2.1. zeigt. Im Rahmen 
der allgemeinen Relativitätstheorie gibt es dann diese Einschränkungen nicht mehr: 
Die neue Raunı-Zeit-Auffassung und die Möglichkeit, beliebige krummlinige Koor- 
dinatensysteme wählen zu können, sind wieder vereint. Als Preis hat man eine Aus- 
weitung des Kalküls aus 24.1.. insbesondere seiner Grundlagen, zu zahlen. 


Inertialsysteme: Die spezielle Relativitätstheorie macht nur Aussagen über Iner- 
tialsysteme. Der dreidimensionale euklidische Raum mit den kartesischen Koordi- 
naten (x, y. z) (oder ein Teilbereich hiervon) und eine ihm zugeordnete Zeitmessung 
t heißen Inertialsystem, falls sich 


jeder kräftefreie Massenpunkt geradlinig und 

gleichförmig bewegt. (2) 
In unserer Sprechweise heißt dies, daß der Minkowskiraun mit den kartesischen 
Koordinaten (x, z. z. £) und der obigen Interpretation von Ort und Zeit nur dann 


!) Das Zitat stammt aus I. Newton, Principia, herausgegeben von F. Cajori (Univ. of Cali- 
fornia Press, Berkeley, 1947) und wurde aus [2]. S. 106, übernommen. 
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zur Konkurrenz zugelassen ist, wenn (2) erfüllt ist. Mathematisch ist dies zufrieden- 
stellend, schon deshalb, weil wir im mathematischen Teil der nachfolgenden Be- 
trachtungen von dieser Festlegung nie Gebrauch machen werden (wohl aber bei den 
physikalischen Interpretationen). Physikalisch erhebt sich die Frage: Gibt es in der 
Natur Inertialsysteme, und wie findet man sie? Hat man einen Raum, in dem keine 
eingeprägten (d. h. durch physikalische Ursachen bedingten) Kräfte wirken, so 
kann man die Bahnen von drei sich (nicht in einer Ebene) frei bewegenden Massen- 
punkten nehmen, um ein kartesisches Koordinatensystem zu konstruieren. Dann 
hat man die Zeitskala so zu wählen, daß sich diese Massenpunkte mit konstanter 
Geschwindigkeit bewegen. Das Resultat ist ein Inertialsystem. Man kann es auch 
(physikalisch) einfacher machen: Die Erfahrung lehrt, daß ein kartesisches Koordi- 
natensystem mit dem Mittelpunkt der Sonne als Ursprung und starr zum Fixstern- 
himmel ausgerichtet ein Inertialsystem ist, sofern man die Zeit nach einer üblichen 
physikalischen Prozedur (etwa mittels einer Atomuhr) bestimmt. 


Bemerkung. Die Betrachtungen in 24.3.1. zeigen jetzt, daß man bei einer derartigen Konzeption 
nicht mit beliebigen krummlinigen Koordinatensystemen rechnen kann. 


Die Ätherhypothese: Es sei (x, y, 2, £) ein I nertialsystem mit den Ortskoordinaten 
(x, 9, z) und der Zeit t. Wir betrachten ein zweites System (#’, y', =’, !'), das sich im 


dreidimensionalen Raum gegenüber (x, y. 2) geradlinig und gleichförmig bewegt. 
Die Zeitmessung soll in beiden Systemen gleich sein, also "1. Bei geeigneter Nor- 
mierung erhält man dann die Calilei-Transformation 


zer +4, yyHtol, z=2+4rl, IV. (3) 


Das ist eine einfache geometrische Umrechnung. Man sieht sofort, daß (2) auch für 
(@’, y', 2’, t') gilt, man erhält also ein neues Inertialsystem. Die beiden Systeme 
sind vollkommen gleichberechtigt. und die Gesetze der klassischen Mechanik sind 
invariant gegenüber Galilei-Transformationen. Wendet man (3) auf Gleichungen 
der Elektrodynanık an, etwa (24.3.3/5)—(24.3.3/7), so sieht man, daß diese Invarianz 
verloren geht. Die Formeln ändern ihre Gestalt. Das führte am Ende des letzten 
Jahrhunderts und zu Beginn unseres Jahrhunderts zur sogenannten Ätherhypothese. 
Danach gibt es ein ausgezeichnetes Inertialsystem, in dem sowohl die Maxwellschen 
Gleichungen als auch die Grundgleichungen der Mechanik in ihrer üblichen Form 
gelten. Betrachtet man ein zum Äther geradlinig und gleichförmig bewegtes Be- 
zugssystem, so hat man die Formeln der Elektrodynamik gemäß (3) umzurechnen. 
Der Äther war ein hypothetisches Medium in dem sich elektromagnetische Wellen 
ausbreiteten. Insbesondere sollte die Lichtgeschwindigkeit in diesem Äther konstant 
und richtungsunabhängig sein. Wir normieren in diesem Kapitel den Wert der 
Lichtgeschwindigkeit auf 1. Die Konstanz der Lichtgeschwindigkeit eröffnet zugleich 
die Möglichkeit, die Existenz des Äthers experimentell nachzuweisen: Bewegt sich 
ein Koordinatensystenı relativ zum Äther, etwa gemäß (3). so muß die Licht- 
geschwindigkeit bezüglich dieses Koordinatensystems im allgemeinen von I abwei- 
chen. Der Effekt ist klein, lag aber schon damals im Bereich physikalischer Experi- 
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mentierkunst. Die geistreichen Experimente zu diesem Thema lieferten aber durch- 
weg negative Resultate: Im Rahmen der Meßgenauigkeit war ein Abweichen der 
Lichtgeschwindigkeit von 1 nicht festzustellen. 


Die Konstanz der Liehtgeschwindigkeit: 1905 postulierte Einstein: 


Die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum ist in allen Inertialsystemen 
gleich groß 


(=1in unserem Kalkül). Das steht natürlich im Widerspruch zur klassischen New- 
tonschen Auffassung von Raum und Zeit und widerspricht insbesondere (3). Ferner 
wurde verlangt, daß die Form der Maxwellschen Gleichungen ungeändert bleibt 
beim Übergang von einem Inertialsystem zu einem anderen. Alle Inertialsysteme 
sollten vollkommen gleichberechtigt sein, und es sollte unmöglich sein, durch 
mechanische oder elektrodynamische Experimente ein Inertialsystem besonders 
auszuzeichnen. Es ist klar, daß diese Forderungen nur durch ein neues Konzept von 
Raum und Zeit zu erfüllen waren. 


25.1.2. Weltlinien 


Bevor wir die Mathematik beschreiben, die der speziellen Relativitätstheorie 
zugrunde liegt, entwiekeln wir die letzten Gedanken aus 25.1.1. noch etwas weiter. 
Betrachtet wird der Minkowskiraum mit den kartesischen Koordinaten (x. y, 2, D). 
wobei #=(#, %, z)€E R., der Ort des realen dreidimensionalen Raumes und t die Zeit 
ist. Wir setzen immer voraus, daß (x, y. z. !) ein Inertialsystem ist. Die Weltlinie 
eines am Ort £ ruhenden Beobachters ist eine zur {-Achse parallele Gerade durch &: 
Der Punkt (x, t) gibt an, daß sich der Beobachter zum Zeitpunkt t am Ort & befin- 
det. Ein sich bewegender Beobachter hat die Weltlinie .e({r) = (x!({r), ?(r), °{r), x*(r)) 
(ausgezogene Linie). Die Spur (punktierte Linie) im 2, gibt den Ort und x“(r) die 
Zeit an. Als Kurvenparameter r wählen wir r=t. Für physikalisch sinnvolle Kurven 
bedeutet dies keine Einschränkung (die Zeitachse ist orientiert und Zeit wird nur 
von — nach » durchlaufen). Ist Z=(w,, %, ı,) die übliche dreidimensionale 
(Geschwindigkeit, so erhält man 

k ge 2 
(=) = (u, U, 4,1), jäl=Yui+rul+u}. (1) 


Physikalisches Prinzip: In Übereinstimmung mit der Konstanz der Lichtgeschwin- 
digkeit wird folgendes gefordert: 


Wird längs der Weltlinie x(rt) physikalische 
Information transportiert, so ist dl =1. 


x{T) 


S 
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Insbesondere gilt dies für elektromagnetische Wellen (hier ist |#/=1) und für Welt- 
linien materieller Teilchen. Ist stets |@!'<1, so heißt die Kurve zeitartig. Man ver- 
gleiche auch mit 24.2.2. Wie dort schon erwähnt, gilt für zeitartige Kurven 
de da’ 
Nkl—— " — 
Mr dr 
und die Tangente (1) an «{r) zeigt stets ins Innere des dort beschriebenen geraden 
Kreiskegels mit x(r) als singulärem Punkt. 


n } 7 7 
zu tus+tu—1l<0, 


25.1.3. Die Lorentz-Gruppe 


Betrachtet wird der Minkowskiraum mit den kartesischen Koordinaten x" und 
(25.1.1/1) als Fundamentaltensor. Die Interpretation ale Raum-Zeit und die For- 
derung, daß es sich um ein Inertialsystem handeln soll, sind im Moment ohne Inter- 
esse. Es sei a'=atye’, mit det (a) =0, wobei wie früher über doppelt auftretende 
Indizes summiert wird (von 1 bis 4). Bezüglich der neuen Koordinaten x” ist nach 
(24.1.2/11) 


oa 0x8 u 
I a Nr (1) 


e 


Fo 


+ 


Inu 
Ox'k 


der zugehörige Fundamentaltensor. 
Definition 1. "=afyx"' heißt (allgemeine) Lorentz-Transformation, falls gu, = nxı gilt. 


Bemerkung 1. Gesucht sind also affine Transformationen im Minkowskiraum, die den Funda- 
mentaltensor (757) nicht ändern. Es muß somit 

a Ne (2) 
gelten. 
Satz 1. Die Gesamtheit der Lorentz-T'ransformationen bildet eine Gruppe (die Lorentz- 
Gruppe), wobei die Gruppenmultiplikation die Hintereinanderausführung der Trans- 
Formationen ist. 


Bemerkung 2. Der Beweis ist relativ einfach. Die identische Abbildung ist das 1-Element. 
Zwei Eigenschaften sind später von Interesse. Bildet man auf beiden, Seiten von (2) die Deter- 
minante, so folgt 


—1=(det a7)? (—1), also detafl;=+1. (3) 
Ferner erhält man aus (2) 

1-14, = (al)? + (a3)? (a3)? — (air), also jaW|=1. (4) 
Definition 2. at!=atyx heißt eigentliche Lorentz- Transformation, falls g.= NM. 
det at,=1 und at, =1 gi. 

Bemerkung 3. Nach (3) und (4) sind die Zusatzforderungen (im Vergleich mit Def. 1) sinnvoll. 


Satz 2. Die Gesamtheit der eigentlichen Lorentz-Transformationen bildet eine Gruppe 
(die eigentliche Lorentz-Gruppe). 


Bemerkung 4. Die eigentliche Lorentz-Gruppe ist somit eine Untergruppe der Lorentz-Gruppe. 
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25.1.4. Spezielle Transiormationen der eigentlichen Lorentz-Gruppe 


Die Transformation Fe): Wir suchen eigentliche Lorentz-Transformationen der 
Form 


10 0 1) 
y 010.0 
Vo) = (ak) = 01. 1) 
( 00 » -wy ( 
00 -y y 


l 
=1 folgt „= ger: mit |v]=1. Setzt man 
_ „2 


zn t— v2 
Wen yay 7=- , IS. (2) 


(Daß wir im Vergleich mit Def. 25.1.3/1 die gestrichenen und die ungestrichenen 
Koordinaten vertauscht haben, ist belanglos.) Man prüft jetzt rasch nach, daß (2) 
tatsächlich eine eigentliche Lorentz-Transformation ist. Es gilt nämlich 


read }erRrr+yr@ Hr) (et) 


1 i z 
a er A-N)EHN IHN) a -Nei4 4a 
2 
und somüt 94— Jg. Die inverse Transformation zu V(») ist V(—r). 


Drehungen im R3. Es sei 


[#11 Fa %ız /d.0\3 
d-(zu Ka 5 und B=(, ) (3) 
DE 0.11 
My Ra Ay i j 
1fürk=! 


mit ar = du = 0 für Ex (Summation über » von 1 bis 3) und det d=1. Dann ist 


d eine Drehungsmatrix im 7}. Insbesondere gilt also (a? +(yW?+()?=a24+y? +22. 
Da det d=1 ist, ist dann D eine eigentliche Lorentz-Transformat ion. 


Die Transformation D-IV(v) D. Mit D ist auch D-1 eine eigentliche Lorentz- 
Transformation und damit auch D-!1V{») D. Diese Transformationen sind von 
physikalischen Interesse. Wir benötigen einige Strukturaussagen. Ist (u, ws, 13) € 
€ Rt, der Einheitsvektor, der durch d aus (3) in (0, 0, 1) überführt wird, so sieht man 
leicht, daß 


| o\ |! w,| 0 
0 iR * ol O 

D= wm Wa wg | 0 und D!= ws) 0 (4) 
000 1/ 0: 8..0 E 


gilt, wobei » andeutet, daß die betreffenden Stellen mit uninteressanten Zahlen 
besetzt sind. Aus (1) erhält man dann 


D-!V(e) D=D-! = 


-wdy -wey up 7 
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| ww my 

* — 10y 5) 

z SE: 5 
— 100) 


-WwBy  —Wwdy — Wo) Y 


25.1.5. Die Raum-Zeit (physikalische Aspekte) 


Betrachtet werden zwei kartesische Koordinatensysteme (z, y. 2) und (x, y', 2’) im 
realen dreidimensionalen Raum Z3. Die Beobachter O und O’ befinden sich in den 
Koordinatenursprüngen dieser Systeme und verlassen diese Plätze im Laufe der 


Zeit nicht. O und OÖ’ vereinbaren, daß sie Zeiten und Längen nach den gleichen 
physikalischen Prozeduren messen, etwa durch Atomuhren und normierte starre 
Körper oder Wellenlängen fixierter Schwingungen. Die Frage der Längen- und Zeit- 
messung ist nicht so problenilos, wie es im ersten Moment scheinen mag, da man zur 
konkreten Realisierung physikalische Sachverhalte benutzt, die man ja ihrerseits 
in Raum und Zeit beschreiben muß. Eine ausführliche Diskussion dieser Frage fin- 
det man in [2], siehe auch [18]. Wir setzen hier voraus, daß beide Beobachter O und 
O' in relativ zu ihnen ruhenden Laboratorien jeweils nach den gleichen Verfahren 
Längen und Zeitabstände messen. Somit verfügen O und ©’ über quantitative Raum- 
Zeiten (x, y, 2, t) und (x’, y'. 2’, 1‘). Damit hat es einen Sinn, von Geschwindigkeiten 
zu sprechen. Wir setzen voraus, daß O bezüglich O' folgende Feststellung trifft: 0’ 
bewegt sich geradlinig und gleichförmig, und die Achsen des Koordinatensystenis 
(x, y. z) können stets durch die gleiche zeitunabhängige Drehungsmatrix /? in die 
Achsen des Koordinatensystems (x, y', 2’) überführt werden. Ferner setzen wir 
voraus, daß sich O und 0’ zum Zeitpunkt 1="=0 am gleichen Ort befinden (also 
2 y=-z=x'=y' =z'=(). Dann bewegt sich 0’ mit der Geschwindigkeit » auf einer 
Geraden, die durch = y=2=0 geht und deren Richtung durch den Einheitsvektor 
= (u, Ws, 103) gegeben ist. Zum Zeitpunkt / befindet sich also O0’ am Ort vtw= 
=", 29, ©). Die Beobachter O und 0’ können jetzt ihre quantitativen physika- 
lisch ermittelten Raum-Zeiten (#, y, 2, t) und (x’, y', 2’, {') experimentell vergleichen. 
Die Galilei-Transformation (25.1.1/3) als U mrechnungsformel wird dem negativen 
Ausgang der Versuche zur Ätherhypothese (siehe 25.1.1.) nicht gerecht (hierbei 
nehmen wir an. daß A die Einheitsmatrix ist). Vielmehr entsteht das Problenı, diese 
beiden Raum-Zeiten so ineinander umzurechnen, daß sie mit den physiklischen 
Forderungen aus 25.1.1. und 25.1.2. verträglich sind und experimentellen Überprü- 
fungen standhalten. Die experimentelle Seite ist nicht unsere Angelegenheit. Eine 
Beschreibung von Experimenten, die die spezielle Relativitätstheorie stützen 
findet man in [18]. Im nächsten Abschnitt legen wir axiomatisch fest, wie (x, y, 2. !) 
in (x, y', 2’, !') umgerechnet wird. Zuvor erinnern wir aber nochmals an jene wün- 
schenswerten Eigenschaften, die eine solehe Transformation haben sollte. 
1. Die Systeme (r, y, 2, I) und (x’, y', 2’, ‘) sind gleichberechtigt. Legt man eine 
Prozedur fest, die (2, 9, 2, 8) in (a, y’, 2’, d') überführt, so muß die gleiche Proze- 
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dur (x, y', 2’. #') in (x, y, 2, &) überführen, sofern die gestrichenen und die unge- 
strichenen Koordinaten die Rollen tauschen. 

II. Ist (x, 9. z,t) ein Inertialsystem, so ist auch (x, y', 2’, !’) ein Inertialsystem (und 
umgekehrt). 

III. Die Maxwellschen Gleichungen in ihrer klassischen Form (24.3.3/5)—(24.3.3/7) 
bleiben beim Übergang von (x, y, 2, !) zu (x', y', 2’, t') (und umgekehrt) unge- 
ändert. 

IV. Ist &(r) die Weltlinie eines physikalischen Ereignisses in (x. y. 2, 1). so sei &(r) 
die Umrechnung dieser Weltlinie auf (’, y’, 2’, )-Koordinaten. Die dreidimen- 
sionalen Geschwindigkeiten im Sinne von (25.1.2/1) werden mit |2| und |@) 
bezeichnet. Aus j@|<1 soll [#|=1 und aus |äl=1 soll |#| =1 folgen (und um- 
gekehrt). 

Bemerkung 1. Die Aussagen I, TI und Ill entsprechen den Forderungen am Schluß von 25.1.1. 

Die Aussage IV ist eine Verschärfung des physikalischen Prinzips aus 25.1.2., die die Konstanz 

der Lichtgeschwindigkeit als Forderung mit einschließt. 


Bemerkung 2. Die Korrekturen, die die spezielle Relativitätstheorie an der Newtonschen 
Mechanik anbringt, werden erst meßbar, wenn die Relativgeschwindigkeit » der beiden Koordi- 
natensysteme (x, y,2) und (2°, 4’, 2’) nicht zu klein im Vergleich zur Lichtgeschwindigkeit ist. 
Somit erscheint die Forderung sinnvoll, daß für '»] —0 die Umschrift von (», y, 2, t) in (a, y’, 2’, 
!”) näherungsweise die Galilei-Transformation (25.1.1/3) liefert (wobei R die Einheitsmatrix ist). 


25.1.6. Die Raum-Zeit (mathematische Aspekte) 


Die Drehungsmatrix R, der Einheitsvektor w=(z0,, is, 2) und die Geschwindig- 
keit » sollen die gleiche Bedeutung wie in 25.1.5. haben. In Übereinstimmung mit 
den physikalischen Prinzipien aus 25.1.2. setzen wir |»]=1 voraus. (v=0 ist zuge- 
lassen, ww kann also auch durch —ıw ersetzt werden). Setzt man 


»_f R| 0\,3 
R=|— l 


so ist R eine eigentliche Lorentz-Transformation. 
Axiom. Die Raum-Zeiten (x, y. 2, t) und (x, y', 2’, U) aus 25.1.5. werden durch 

(2, y', 2’, ')=RD-! V(v) Dix, y, 2, t) (2) 
ineinander umgerechnet. Hierbei haben V(v), D und Di die Bedeutung aus (25.1.4/1) 
und (25.1.4/4). 


Bemerkung 1. Nach Satz 25.1.3/2 und den Betrachtungen aus 25.1.4. ist RD-17Kn) D eine 
eigentliche Lorentz-Transformation. 


Bemerkung 2. R ist eindeutig bestimmt, nicht aber D aus (25.1.4/4). Damit (2) sinnvoll ist, 
muß man zeigen, daß (2) unabhängig von der Wahl zulässiger Matrizen D ist. Sind D, und D, 
zwei zulässige Matrizen, so führt D,D7! den Vektor (0,0, 1, 0) insich und den Vektor (0, 0, 0,1) 
in sich über und hat somit die Form 


„oo 
00 
a Ber 
DD; -\5 9 ı o|P- 
00014 


D; und Dz' kommutieren mit P(v). Aus D,=D,D, und D;!=Dr!Dz! folgt dann 
D5'V(e) D)=D7'Dz'V(e) D3D,=Dy!V(w) D,, 
die gewünschte Unabhängigkeit. 
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Bemerkung3. Da T=RD-1V(r) D eine eigentliche Lorentz-Transformation ist, werden die 
Kegel aus 25.1.2. wieder auf Kegel des gleichen Typs abgebildet. Hierbei gehen die oberen 
Halbkegel (bezogen auf die Orientierung der /-Achse) wieder in obere Halbkegel über und 
untere Halbkegel in untere Halbkegel. Die Betrachtungen aus 25.1.2. zeigen jetzt aber sofort, 


daß die Forderung IV aus 25.1.5. erfüllt ist. Insbesondere ist (im der dortigen Formulierung) 
7) 1 genau dann, wenn #|=1 gilt: Konstanz der (auf 1 normierten) Lichtgeschwindigkeit. 
Bemerkung &. Eine Bewegung ist genau dann geradlinig und gleichförmig, wenn die zugehörige 
Weltlinie im Minkowskiraum eine Gerade ist. Da 7 linear ist, gehen Geraden in Geraden über. 
Das zeigt, daß auch Forderung 11 aus 25.1.5. erfüllt ist. 


Bemerkung 5. Hieraus folgt insbesondere, daß der Beobachter 0’ bezüglich seiner Raum-Zeit 
(2’, 4’, ’.) feststellt, daß sich O geradlinig und gleichförmig bewegt. R und D beeinflussen 
die Geschwindigkeit dieser Bewegung nicht, so daß wir annehmen dürfen, daß 7=V(») durch 
(25.1.4/2) gegeben ist. » gewinnt man dann aus O=2'"=z2— rt. Da V(—v) die inverse Transforma- 
tion zu V(v) ist, ergibt sich aus dem gleichen Argument, daß die Geschwindigkeit von O ge- 
messen in der Raum-Zeit (x, y’, 2’. ) gleich —r ist. Will man jetzt das Axiom anwenden, indem 
man die Rollen von (x, y, 2,t) und («, y’, 2’, 1’) vertauscht, so muß man folgende Ersetzungen 
vornehmen: 

2,9%) : R ‚„D 

(a, ya’, tr): —o, R-\, DR. 
Forderung I aus 25.1.5. ist also erfüllt, wenn 

(2, y. 2,8) = R-IRD-! V(-v) DR-Mar, y,2',t)=D"1iV(-v) DR-\x', y,zs,t) 
gilt. Nach (2) ist dies aber richtig. 


Bemerkung 6. Schließlich ist die Forderung III aus 25.1.5. erfüllt, wie die Gewinnung von 
(24.3.3/5) und (24.3.3/6) aus den invarianten Gleichungen (24.3.2/2) und (24.3.2/3) zeigt. 
Damit hat man das gewünschte Ziel erreicht: Im Rahmen der Meßgenauigkeit wird (2) durch 
Experimente bestätigt, und die Forderungen I—1V aus 25.1.5. sind erfüllt. Schließlich erinnern 
wir an die (notwendige) Selbstbeschränkung aus 25.1.1.: Die Raum-Zeit (x, y, z, £) (und damit 
nach II aus 35.1.5. auch (x, y’, z’, 1’) ist ein Inertialsystem. Die Grundgleichungen der Elek- 
trodynamik sind nach den obigen Betrachtungen invariant gegenüber eigentlichen Lorentz- 
Transformationen. Dagegen sind die Grundgleichungen der Mechanik nicht invariant gegenüber 
eigentlichen Lorentz-Transformationen (wohl aber gegenüber Galilei-Transformationen). Um 
Invarianz zu erreichen, muß man also die Grundgleichungen der Mechanik (und nicht die der 
Elektrodynamik, wie man ursprünglich bei Zugrundelegung der Galilei-Transformation beab- 
sichtigte) korrigieren. £ 

Bemerkung 7. Im CGS-System mit e3 10° km/s als Lichtgeschwindigkeit lauten die beiden 
letzten Formeln in (25.1.4/2) 


z—vi 
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Ist |». klein gegenüber ec, so gehen diese Formeln (bei großzügiger Interpretation) approximativ 
in 2’=2—vt und t’=t über. Man vergleiche mit Bemerkung 25.1.5/2. 
Bemerkung 8. Ist R die Einheitsmatrix, so folgt aus (2) und (25.1.4/5) die wichtige Formel 
t—(E, £) 2 Zr 
Zen 3 mit 7=(n. 2%, 2)=rlo, un, 0) und E=(# y.2). (3) 
r1-ev? 


Hierbei ist (F, &)=1,2—+r,yy-+r.z das übliche Skalarprodukt im R,. 


25.2. Effekte der speziellen Relativitätstheorie 


25.2.1. Die Zeitdilatation und das Zwillingsparadoxon 


Es ist nicht unser Ziel, eine systematische Darstellung der speziellen Relativi- 
tätstheorie zu geben. Wir beschränken uns auf die Beschreibung einiger spektaku- 
lärer Effekte, die den radikalen Wandel der Raum-Zeit-Auffassung Einsteins im 
Vergleich zur Raum-Zeit-Auffassung Newtons zeigen. 


Zeitdilatation: Wir betrachten die gleiche Situation wie in 25.1.5.: Zwei Beobachter 
O und 0’ mit den Raum-Zeiten (x, y. 2, f) und (x’, a’, 2’, t'), die Inertialsysteme dar- 


stellen. Es sei R=E die Einheitsmatrix (eine Vereinfachung, die physikalisch 
bedeutungslos ist). Der Beobachter O löst zu den Zeitpunkten !=0 und t=T=0 
je einen Lichtblitz aus und markiert auf diese Weise ein Zeitintervall der Länge 7 
in der Raum-Zeit (x, y, z. t). Die Weltlinie von © ist eine Gerade ga x IE z=0 


parallel zur t-Achse. Nach (25.1.6/3) stellt O’ in seiner Raum-Zeit (x’ .tU') fest, 
7 
daß die beiden Lichthlitze zu den Zeiten !=0 und t’= T’ = —— stattfinden. 
Y1-v 
Insbesondere ist also 7’=T. Mit anderen Worten: Die Größe des Zeitinter valls 
zwischen zwei Ereignissen hängt von der Wahl der Raum-Zeit (x’, y'. 2’. 1’) ab. Am 


kürzesten ist die Zeitspanne, wenn man ein Koordinatensystem w Ent, das relativ 
zum Ereignis ruht. 


w-Mesonen. Ein eindrucksvolles (und experimentell gut bestätigtes) Beispiel für die 
Zeitdilatation sind die «-Mesonen. Man weiß, daß sie in einer Höhe von 10-30 km 
über der Erdoberfläche entstehen und daß sie (in einem Ruhsystem) eine Lebens- 
dauer von 2,2 10s haben. Obwohl sie fast mit Lichtgexcbwindigkeit fliegen, 
könnten sie nach klassischer Argumentation höchstens einen Weg von 2,2 10-0 s 
3 105 knys<1 km zurücklegen. Andererseits erreichen sie aber die Erdoberfläche. 
Der Grund für den obigen Fehlschluß liegt darin, daß in einem Koordinatensystem 
das relativ zur Erdoberfläche (aber eben nicht relativ zum z-Meson) ruht, eine 
Zeitdilatation auftritt, die im vorliegenden Fall einen Faktor von 102 bis 103 
ausmacht. 
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Zwillingsparadoxon. Kaum ein Effekt der Relativitätstheorie ist so ausführlich und 
so heftig diskutiert worden, wie das sogenannte Zwillingsparadoxon: Es gibt nicht 
nur eine riesige Flut von physikalischen und philosophischen Arbeiten zu diesen 
Thema, sondern ganze Bücher hierüber. Folgendes Problem wird betrachtet: Gege- 
ben seien zwei Zwillinge. Der eine Zwilling bleibt auf der Erde, während der andere 
Zwilling einen ausgedehnten Ausflug ins Weltall unternimmt. Abgesehen von der 
(im Vergleich zum Gesamtflug zeitlich kurzen) Start-, Umkehr- und Landephase 
soll sich Zwilling 2 geradlinig und gleichförmig mit der Geschwindigkeit v bezüglich 
eines Koordinatensystems bewegen, in dessen Ursprung Zwilling 1 sitzt. Nach Be- 
endigung des Raumfluges treffen sich die beiden Zwillinge und jeder behauptet von 
sich. daß er jünger als sein Zwillingsbruder sei. Das kollidiert mit elementarster 
Logik, läßt sich aber wie folgt begründen: (x, y, z, t) sei eine Raum-Zeit, in der 


Zwilling 1 ruht. Seine Weltlinie ist also eine Gerade parallel zur t-Achse durch ©. 

In diesem Koordinatensystem ist die Weltlinie des Zwillings 2 gekrümmt. Unter 

Vernachlässigung von Start. Landung und Umkehr idealisieren wir diesen ge- 

krimmten Weg in einen dreieckigen Weg und betrachten nun das halbe Unterneh- 

men. Ist (x, 3’. 2’, !) eine entsprechende Raum-Zeit für Zwilling 2, so haben wir die 
m 

oben untersuchte Situation. die die Zeitdilatation Pa = liefert, also 
- ayı-n 


T,=Ts. Hierbei ist 7, die Eigenzeit des Zwillings 1, die zwischen Trennung und 
Wiedersehen verstreicht. Analoges gilt für 7’. Die Eigenzeit ist jene Zeit, die ein 
Beobachter in einem Laboratorium ermittelt, das relativ zu ihm ruht. Sie gibt den 
Takt für (relativ zu ihn ruhendes) anorganisches und organisches Geschehen an und 
bestimmt somit auch die biologische Uhr, nach der er altert. Man kann jetzt die 
Rollen der beiden Zwillinge vertauschen und erhält 7,= 7',. Damit hat man das 
paradoxe Resultat, daß beim Wiedersehen jeder der beiden Zwillinge jünger ist als 
der andere. Die obige Argumentation muß also fehlerhaft sein (sofern man darauf 
vertraut, daß das in 25.1. entwickelte mathematische Modell tatsächlich geeignet 
ist, physikalische Wirklichkeit befriedigend. insbesondere also logisch widerspruchs- 
frei, zu beschreiben). 

Die erste Kritik, die man anbringen könnte. besteht in der Frage nach der Recht- 
mäßigkeit der obigen Idealisierung (also der Vernachlässigung des Starts, der Lan- 
dung und der Umkehr). Denkt man sich die Reisen ins Weltall nach Belieben ausge- 
dehnt, wobei bei jeder Reise Start, Umkehr und Landung stets in gleicher Weise 
vollzogen werden, so ist die obige Idealisierung zumindest physikalisch glaubwürdig. 

Der Fehler steckt an einer anderen Stelle: Von den beiden Raum-Zeiten (x, y. 2; t) 
und (x, y’, 2’. l'). die Ruhsysteme für je einen Zwilling sind, kann höchstens eine ein 
Inertialsystem sein. Ist etwa (x, y, z, i) ein Inertialsystem (was man näherungsweise 
annehmen darf; nötigenfalls siedelt man den Zwilling 1 im Mittelpunkt der Sonne an 
und verwendet die Bemerkungen zu Inertialsystemen aus 25.1.1.), so sind die obigen 
Überlegungen. die zu 7’, > T, führten, im Rahmen der speziellen Relativitätstheorie 
zulässig: Die Betrachtungen spielen sich im Inertialsystem (x, y. 2, t) ab. Dagegen 
ist (x, y’, 2’, !') kein Raum-Zeit-System, auf das die spezielle Relativitätstheorie 
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angewendet werden darf. In der obigen Argumentation kann man also die Rollen 
der Zwillinge nicht vertauschen. An dieser Stelle zeigt sich, daß die Beschränkung 
auf Inertialsysteme (x, y, 2, !) in der speziellen Relativitätstheorie notwendig ist. 
Der Widerspruch ist also vom Tisch, was bleibt, ist ein leiehtes Unbehagen. 

Wie ist es nun wirklich? Das Z willingsparadoxon ist eigentlich kein Effekt der 
speziellen, sondern der allgemeinen Relativitätstheorie. Ist (wie oben angenommen) 
(x, y, 2, !) ein Inertialsystem, so ergibt sich in der allgemeinen Relativitätstheorie 
zwangsläufig (ohne jede Argumentationskünste, Vernachlässigungen usw.), daß 
stets 7’, = T', gilt (unabhängig davon, ob der Zwilling 2 eine längere oder eine kür- 


zere Reise antritt, nur reisen muß er). Der Volksmund hat es schon immer gewußt: 
„Wer rastet, vontet®, 


25.2.2. Die Lorentz-Koniraktion 


Im Inertialsystem (x, y, z, t) betrachten wir einen sich bewegenden Stab. Um die 
Länge dieses Stabes zu ermitteln, betrachten wir die Durchstoßpunkte der Welt- 
linien der beiden Stabenden dureh die Ebene t= T=const. Der dreidimensionale 


euklidische Abstand dieser beiden Durchstoßpunkte ist die Stablänge (zum Zeit- 
punkt i=T). Wir betrachten jetzt zwei Inertialsysteme (z, %, 2, t) und (x’, y', =’. t'), 
wobei sich (x’, y’. 2’) längs der z-Achse gleichförmig mit der Geschwindigkeit vo bewe- 
gen soll. Die Umrechnung der beiden Systeme erfolgt dann nach dem Axiom aus 
25.1.6. durch (25.1.4/2). Sind (0, 0, 0) und (0, 0, !) Anfang und Ende eines Stabes, 
der im (x, y, z)-System ruht, so erhält man im (#’, y', z’, #’)-System 


a U 


z My = a für den Anfang mit t=#,, (1) 
| — 92 —y2 
r I-vt ’ la — 1 e x 
2 — = a A 2. = für das Ende mit t=t. (2) 
v2 y1-e® 


Die Länge des Stabes im (x, y, 2, £)-System ist 2. Um die Länge des Stabes im (x’, y', 
=, ?')-System zu ermitteln, müssen wir 4, =t, setzen, also ,=1,— vl. Setzt man dies 
in (1), (2) ein, so folgt 

‚_d-mI_ 


U"=2,-2)= 


Es ist also !’ I. In einem bewegten Inertialsystem ist der Stab kürzer als in einem 
Ruhsystem. 
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25.2.3. Das relativistische Additionstheorem der Geschwindigkeiten 


Betrachtet werden zwei Inertialsysteme (x, y, z, t) und (x’, y', 2’, !'), wobei sich 
(2, y’, z') geradlinig und gleichförmig längs der z-Achse bewegt. Nach (25.1.4/2) ist 
«=, y =y, 

2 — vi b—v2 
de und !=-— 5 (1) 
y1-v? y1—-v2 


wobei v die Relativgeschwindigkeit ist. Ferner betrachten wir ein Teilchen. das sich 


im (&, y. 2, t)-System geradlinig und gleichförmig bewegt. Es ist 

veul, Yyzıslt, z=Uu, (2} 
wobei (%}, %s, u,) der Geschwindigkeitsvektor ist. Setzt man (2) in (1) ein, so erhält 
man für den Geschwindigkeitsvektor (w], us, us) im (x’, y', 2’, !')-System 


x 1-2 ,_# yı-v2 UV 


ul=- U=— =U) — ar (3) 


=u =) D > 
t  1-0u; V 1-Uup 


Bewegt sich das Teilchen mit der Geschwindigkeit x in z-Richtung, also u, =1, —0 
und 23=%, so erhält man das relativistische Additionstheorem der Geschwindig- 
keiten 
‚um 
u’ = 
1-vu’ 


(wW"=u‘). (4) 


Das klassische Gegenstück lautet «=u—v, der Faktor (1 — vu)! ist also die rela- 

tivistische Korrektur. Den Formeln (3) und (4) liest man nochmals die frühere Aus- 
er Eid - r 

sage ab: Ist uj + uw +u3<1, so ist auch ul +uy +u4”=1; aus u=1 folgt W=1. 


25.2.4. Das freie relativistische Teilchen 


In einem Inertialsystem (x) = (x, y, z, £) wird ein kräftefreies Teilchen betrach- 
tet, das sich somit geradlinig und gleichförmig bewegt. Gefragt ist nach einer La- 
grange-Dichte für Kurven, die diesen Sachverhalt beschreibt. Nach (24.2.2/4) 
machen wir den Ansatz 


L=-a) m: (1) 


re sofern man s mit denı geodätischen Parameter identifiziert, also 
$s= „ 

dx* da! ; 
nu z; Fre 1. Abgesehen von Konstanten ist also a =uf*s. Aus t= x" =ujs ergibt 


sich, daß die Bewegung geradlinig und gleichförmig ist, wie es auch sein muß. 
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25.2.5. Eigenzeit, Masse und Energie 


; E i dat dr! ‚ i 8 
Eigenzeit: Aus der Normierung — ngı Fre pi und t=w‘s in 25.2.4. ergibt sich 
s ds 
für das kräftefreie Teilchen 1= — u]? (u)? + (#4)? mit |w|?= (u, )?+ (45)? + (ua)? und 

def RR: B j 5 : s 
u,—= Eu Somit ist nach Wahl eines passenden Vorzeichens PER REN Aus 
r1-|al? 


(25.1.6/3) folgt jetzt, daß die Bogenlänge s die Eigenzeit des Teilchens ist, also die 
Zeit in einen relativ zum Teilchen ruhenden Inertialsystem. In der allgemeinen 
Relativitätstheorie dehnen wir dann diese Aussage auf beliebige (nicht notwendig 
geradlinige und gleichförmige) Bewegungen aus. 


Masse und Energie: Wir führen noch ein paar spekulative Rechnungen aus, ohne 
aber auf physikalische Begründungen näher einzugehen (s. z. B. [55]). Für kleine 
Geschwindigkeiten |w, folgt aus (25.2.4/1) mit Z statt s 


L=-«yl-ju?= -o 4 ut... (1) 


7! 
ä k Alenen e R m 9 
Die nicht-relativistische Lagrange-Dichte ist Lu= , uw}, 


wobei m, die Masse 


(Ruhmasse) des Teilchens ist. Additive Konstanten spielen bei Lagrange-Dichten 
keine Rolle (in den Eulerschen Gleichungen treten nur partielle Ableitungen auf). 
Somit legt ein Vergleich von (1) und Zi; nahe, «= m, zu wählen, also = 


my Ya. Der Impuls 9, ergibt sich aus 


eh MyUR ‚ Ma 
PE= nn = nn mu; mil mMm= —— (2) 

eur y1—lu? Yy1-juj? 
als träge Masse. Berechnet man die Energie aus E - I, pru,— L. so erhält man 

Bei 
ß Dim ER LH ö 
E=———- m. Man bekommt somit die relativistische Formeln ı» = —— , 
Yl-— ul? Yi- ul? 

E=m, die man experimentell überprüfen muß. Normiert man die Lichtgeschwin- 
digkeit nicht auf 1. so ergibt sich im CGS-System Z = me?, die beriihmte Einst ein- 


sche Formel. 


Hg 


25.3. Die Maxwellschen Gleichungen 


25.3.1. Problemstellung 


Im Satz 24.3.3/2 wurden die Maxwellschen Gleichungen im Vakuum bei Abwesen- 
heit elektrischer Ladungen und Ströme beschrieben. Wir verwenden die dortigen 
Bezeichnungen. insbesondere ist #= (x, y. z)E Ry. 


Problem I (Anjangswertprobleme, klassische Lösungen). Gegeben seien die im Ry drei- 
mal stetig differenzierbaren Vektorfunktionen Ey(#) und By). Gesucht sind im RZ 
zweimal stetig differenzierbare Vektorfunktionen E(&, t) und 'B£, t) mit 


ap 
RB 


OB Ar re 
rot + =0. dv®=0 imK;, (1) 


Pr(S 


6 ee ae 
rot B-—=0, div&=0 im Rz, (2) 
et “ 
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und 
Eiz, 0-2), BE, 0)=Bolz) im Rz. (3) 


Bemerkung 1, Wie in 24.3.3. haben E(ä,t) und ®(Z, t) je eine x-Komponente, y-Komponente 
und 2-Komponente. Analoges gilt für &y(&)=(Eo,.(2), Eo,y(2), Fo,(&) und entsprechend 
für B,(&). Das ist ein typisches Anfangswertproblem, analog zu den Anfangswertproblemen für 
die Wellengleichung aus 19.3. Vorgegeben sind die elektrische und die magnetische Feldstärke 
zum Zeitpunkt t=0. Aus physikalischen Gründen sollte dann das obige Problem für !>0 
genau eine Lösung haben. 


Bemerkung 2. Sind Ladungen und Ströme anwesend, so hat man (1), (2), wie in Bemerkung 
24.3.3/3 beschrieben wurde, durch 


IB 
E+ —= i = 
rot C+ En 0, dvr®=0, (4) 


rot 9, div&E=4r, (5) 


zu ersetzen. o ist die Ladungsdichte und j=(jz, jy, jz) die Stromdichte. Die Formulierung von 
Problem 1 könnte man sofort auf diesen Fall ausdehnen, Nun ist es aber physikalisch sinnvoll, 
punktförmige Ladungen, Ladungen auf Flächen, Ströme längs Linien usw. zu betrachten. 
Klassische Lösungen von (4), (5) (analog zu Problem 1) kann man dann nicht erwarten. Analog 
zu 23.2. wird man versuchen, Distributionslösungen zu finden. Wir verwenden die gleichen 
Symbole wie in 23.2.1. Im R, mit (z, 9, 2, t)=(&, f£) bedeutet somit Z,.&ö das Tensorprodukt 
von Ey, €D’(R;) bezüglich # mit öeD’(R,) bezüglich i. Zur Abkürzung setzen wir &,86= 
=(Ey,28Ö, Eyuy®ö, Ey,,®Ö), analog B,®ö. Schließlich heißt supp E< R;, daß die Träger 
aller Komponenten von & im Rr liegen. Analoges gilt für andere V. aktordiskributionen. 


Problem 2 (Anfangsprobleme, Distributionslösungen). Gegeben sind &,= (Eo, Eon 
Eo,) und Bo=(Bo,r, Ba,» Bo,) mit Komponenten aus D’(R3) sowie j= (ja, Iys Te) mit 
Komponenten aus D’(R,) und supp jC.R5 und g@eD’(R,) mit supp o= RZ. Gesucht 
sind C=(E,, E,, E,) und ®B=(B,, By, B.) mit Komponenten aus D'(R,) und 
supp EcRf, supp B<.RF, so daß gilt 


rot PIC REN div®=0, (6) 
de ; ' 
rot 8-40 -6,86, div&E=4no. (7) 


Bemerkung 3, Das ist das Analogon zu Def. 23.2.1(a), wo Distributionslösungen für Anfangs- 
wertprobleme der Wellengleichung beschrieben wurden. Wie im Satz 23.2.1 darf man erwarten, 
daß Distributionslösungen klassische Lösungen sind, sofern alle Daten hinreichend glatt sind. 
Satz. /st j=0 und 0-0 und sind die Komponenten von C, und B, im R, dreimal 
stetig differenzierbar, so stimmen Problem 1 und Problem 2 überein. 


25.3.2. Anfangswertprobleme 
Satz 1. Sind E,(&) und Bylz) im Rz, dreimal stetig differenzierbare Vektorfunktionen 
mit div E,(z) =div By(l&) =0, so besitzt Problem 1 genau eine Lösung. Sie ist 
1 - 10[1 n 
El, tt) = — DAR, $,T777 1 
Eiz, t) = j rot B,(7) dsy+ Fr ; ) En) de], 


v-z=t y-:=t 


1 ; 
Br, !) er | rot El) dsz+ Ar 46 R Bol (7) au. 


IW-3=t 7-2=-t 
18 Triebel, Math. Physik 
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Bemerkung 1. Die expliziten Lösungen E&(#, t) und B(#, t) stimmen (bei geeigneter Wahl von 
“, und #,) mit der Lösung (19.3.3/2) für die Wellengleichung in drei Dimensionen überein. Das 
deutet auch an, wie man die Maxwellschen Gleichungen behandelt. Man führt sie auf Wellen- 
gleichungen für E(#, t) und Bf, t) zurück. In gekrümmten Raum-Zeiten beschreiben wir diese 
Prozedur in 33.5. 


Satz 2. Pr n 2 ist genau dann lösbar, we 
Satz 2. Problem 2 ist y lann lösbar, wenn 


divj-+ z =div &,®5 und div B,=0 (1) 
gilt. Ist diese Bedingung erfüllt, so besitzt Problem 2 genau eine Lösung. Sie isl 

E=6% | — grad 0 — a +(rot B,)@ö+ 60%) ; (2) 

B=( x (rot j— (rot E)&®5+B@DE'). (3) 


Bemerkung 2, Wie früher vereinbart, beziehen sich div, grad und rot stets nur auf «, , z, nicht 
aber auf {. Man gewinnt diesen Satz durch Zurückführung auf Satz 23.2.2, insbesondere ist @ 
die Fundamentallösung der dreidimensionalen Wellengleichung aus Satz 23.1.4. Sind alle 
beteiligten Distributionen regulär, so kann man & und ® im Sinne von (23.2.2/2) explizit dar- 
stellen. Der obige Satz wurde von Leopold bewiesen [25]. 


26. Selbstadjungierte Operatoren im Hilbertraum 


26.1.  Unbesehränkte Operatoren 
26.1.1. Abgeschlossene Operatoren 


In 17.3. hatten wir die Geometrie des Hilbertraumes entwickelt. Insbesondere 
erinnern wir daran, daß ein Hilbertraum im Sinne unserer Terminologie stets kom- 
plex und separabel ist. Hilberträume sind somit spezielle separable Banachräume. 
Lineare Operatoren (auch Abbildungen genannt) wurden in Def. 20.2.1 beschrie- 
ben. Wir benutzen jetzt die dortigen Bezeichnungen. Die Kap. 20 und 21 enthalten 
eine Darstellung der Theorie der beschränkten (oder stetigen) Operatoren in Banach- 
räumen und Hilberträumen. Es zeigt sich aber, daß viele mathematisch und physi- 
kalisch interessanten Operatoren nicht beschränkt sind. Eine zentrale Stellung 
nehmen hierbei die sogenannten selbstadjungierten Operatoren im Hilbertraum ein, 
deren Theorie wir in diesem Kapitel entwickeln wollen. Betrachtet werden in diesem 
Kapitel lineare Operatoren A, die in einem Hilbertraum # wirken, d. h., daß das 
(lineare) Definitionsgebiet (4A) und der Wertevorrat R(A) von A im Sinne von 
20.2.1. und 20.2.3. in ZZ liegen. 


Definition. MH sei ein Hübertraum und A ein linearer Operator mit DIA)CH und 
R(A)<H. 
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(a) Für veD(A) und yeD(4) sei [e, y]= (x, y) + (Aw, Ay). 
(b) A heißt abgeschlossen, falls das Grenzelement x jeder konvergenten Folge {ay)5_ı < 
ZD(A) mit Ax„— y zu D(A) gehört und Ax=y gilt. 


Bemerkung 1. Man prüft sofort nach, daß [x, y] ein Skalarprodukt auf D(.4) ist. Durch x = 


—=Y[x, x] kann man somit auf D(4) eine Norm einführen. Die Frage ist, ob D(A) bezüglich 
dieser Norm vollständig ist. 


Bemerkung 2. Im Teil (b) der Definition hat man also alle Folgen {x;.} aus D(A) zu betrachten, 
die konvergieren und deren Bilder /Ax;} ebenfalls konvergieren. Das ist eine typische Konstruk- 
tion für nicht-beschränkte Operatoren. Ist nämlich A beschränkt (im Sinne von Def. 20.2.1), 
so folgt sofort Aa — 4x aus #0, —:r. Insbesondere ist also jeder beschränkte Operator 4 mit 
D(A)=H und R(A)<H abgeschlossen. Von Interesse sind somit insbesondere nicht-beschränkte 
abgeschlossene Operatoren, wie auch der nachfolgende Satz zeigt. 


Satz. (a) Ist A ein abgeschlossener Operator mit D(A)=H, so ist A beschränkt. 
(b) A ist genau dann abgeschlossen, wenn D(A) bezüglich der Norm |\el| a abgeschlos- 
sen ist. 


Bemerkung. Der Beweis von Teil (a) ist nicht so einfach, wie man im ersten Moment anneh- 
men würde. Es ist die Umkehrung des Sachverhalts aus Bemerkung 2. 


Bemerkung 4. Teil (b) besagt, daß D(-1) mit Norm |.x|4 ein Banachraum ist, falls 4 abgeschlos- 
sen ist. Ist dieser Banachraum separabel, so erhalten wir sogar einen Hilbertraum, da |x|4 aus 
einem Skalarprodukt gewonnen wird. 


26.1.2. Abschließbare Operatoren 


Definition. Der lineare Operator A heißt abschließber, falls es einen abgeschlossenen 
Operator B im Sinne von Def. 26.1.1 gibt, der Fortsetzung (oder Erweiterung) von A ist. 


Bemerkung 1. Alle Operatoren in diesem Kapitel sind linear und wirken in einem Hilbertraum 
H. Ein Operator B heißt Fortsetzung des Operators 4, falls D(B)OD(4) und Br=Ar für 
zcD(4) gilt. Hierfür schreiben wir auch BD. oder AB. 


Satz. Ist A abschließbar, so gibt es eine eindeutig bestimmte minimale abgeschlossene 
Fortsetzung von A. Sie wird mit A bezeichnet, und ihr Definitionsgebiet D(A) ist die 
Vervollständigung von D(A) in der Norm |-|s aus Bemerkung 26.1.1/1. 


Bemerkung?, 4 heißt Abschluß von 4. Behauptet wird also, daß B>4 gilt, falls B eine abge- 
schlossene Fortsetzung von 4 ist. Der letzte Teil des Satzes besagt, daß D(J) aus allen Ele- 
menten «CH besteht, für die es eine Fundamentalfolge {z5}7_ı m D(4) (bezüglich der Norm 
la) mit 2, —x in H für k>« gibt. {24/51 Fundamentalfolge in D(4) bez. der Norm ||-||4 ist 
gleichbedeutend damit, daß {z£}£_ı und {Ax;}f_ı Fundamentalfolgen in 7 sind. Dann muß 
neben 2; —x auch Ax.— Az gelten. 


26.1.3. Adjungierte Operatoren 


Definition. /st A ein linearer Operator, dessen Definitionsgebiet D(A) dicht im Hilbert- 
raum H ist, so setzen wir 
D(A*={y|ycH, 3y*cH mit (Ax, y)= (x, y*) für alle ze D(4A)}, 
A*ry=y* für yeD(A*). 
Bemerkung 1.y* ist eindeutig bestimmt. Aus (Ar, y)= (x, y*)=(&, y**) für alle ze D(A) folgt 
(2, y* —y**)=0 für alle x aus der dichten Menge D(A). Dann ist aber y*=y**. Somit ist 
18% 


RR 
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A*y=y* sinnvoll. Man sieht sofort, daß D(A*) eine lineare Menge in H und 4* ein linearer 
Operator in Z ist. A* heißt adjungierter Operator zu A. Man sieht sofort, daß es sich um eine 


Verallgemeinerung von Def. 21.1.4 handelt. 

Satz. A sei ein linearer Operator, dessen Definitionsgebiet D(A) dicht in H liegt. 
(a) Der adjungierte Operator A* ist abgeschlossen. 
(b) Ist BDA, so ist A* D.B*. 
(e) Ist A abschließbar, so gilt (A)* = 4*. 

Bemerkung 2. Die Aussage (b) ist sinnvoll, da mit D(4) auch D(B) dicht in H ist. 


26.1.4. Symmetrische und selbstadjungierte Operatoren 


Definition 1. A sei ein linearer Operator, dessen Definitionsgebiet D(A) dicht im 


Hlbertraum I ist. 
(a) A heißt symmetrisch, falls für alle ze. D(A) und yeD(4A) gilt (Az, y)=(x, Ay). 


(b) A heißt selbstadjungiert, falls A= 4A* gilt. 
Bemerkung 1. Ist 4 selbstadjungiert, so gilt (Ax, y)=(z, A*y)=(x, Ay) für alle zeD(A) und 
yeD(4). Selbstadjungierte Operatoren sind somit symmetrisch. " 
Satz. (a) /st A symmetrisch, so ist A abschließbar, und A ist ebenfalls symmetrisch. 
(b) /st B eine symmetrische Fortsetzung von A, so ist BC_A*. 
(e) Ein Tinearer Operator A mit dichtem Definitionsgebiet D(A) ist genau dann sym- 
metrisch, wenn (Ax, x) für alle ze D(A) reell vst. 
Bemerkung 2. Teil (b) besagt, daß jede symmetrische Fortsetzung R des (notwendigerweise 


ebenfalls symmetrischen) Operators A eine Einschränkung von 4* ist. Insbesondere besitzt 
ein selbstadjungierter Operator keine echten symmetrischen Fortsetzungen. 


Bemerkung 3. Beim Beweis von (c) benutzt man wesentlich, daß FH ein komplexer Raum ist. 


Definition 2. Ein symmetrischer Operalor A heißt wesentlich selbstadjungiert, falls sein 
Abschluß A selbstadjungiert st. 

Bemerkung 4. Nach Teil (a) des Satzes ist die Definition sinnvoll, In. den späteren Anwendungen 
in der Quantenmechanik sind wir an selbstadjangierten Operatoren interessiert. Andererseits 
liegt nach Bemerkung 26.1.2/2 der Operator Ä fest, wenn man A kennt. Somit ist es für physi- 
kalische Anwendungen ausreichend, wenn wir wissen, daß 4 wesentlich selbstadjungiert ist. 


26.1.5. Kriterien für die Selbstadjungiertheit von Operatoren 


Die selbstadjungierten und die wesentlich selbstadjungierten Operatoren nehmen 
in der Theorie dieses Kapitels und in den folgenden Anwendungen eine zentrale 
Stellung ein. Die Kriterien, die wir jetzt beschreiben, zeigen bereits, über welche 
bemerkenswerten Eigenschaften selbstadjungierte Operatoren verfügen. 


Satz 1. A sei ein symmetrischer Operator. 
(a) Ist D(A)=H, so ist A selbstadjungiert und beschränkt. 
(b) A st selbstadjungiert, falls es eine komplexe Zahl % mit R(A-AE)= 


R(A-ÄE)=H gibt. 
(e) A ist genau dann selbstadjungiert, falls RIA—AE)=H für jede komplexe Zahl } 


mit Im A+0 gilt. 
Bemerkung 1. Teil (a) ist eine einfache Folge von A=A* und Satz 26.1.1(a). 
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Bemerkung 2. Teil (c) zeigt, daß für selbstadjungierte Operatoren A das Verhalten von A-AE 
von besonderem Interesse sein wird, wenn / reell ist. Wie immer ist E der Einheitsoperator. 
Teil (c) folgt aus der Ungleichung 


|de-2x]|=| Im Alle) für alle zeD(A). 


Bemerkung 3. Wie früher, so werden wir auch hier statt des einzelnen Operators 4 die Opera- 
torenschar A—/KE betrachten. In diesem Zusammenhang ist folgende Aussage von Interesse: 
Ist A eine komplexe Zahl und 4 ein symmetrischer Operator, so gilt (A-4E)*=4*-AE, 
wobei D (A—AE)= D(4) ist. Ferner gilt wie in Satz 21.2.2 


H=R(A-7)E)®X (A*-JE), 
wobei die Symbole die gleiche Bedeutung wie in 21.2.1. und 21.2.2. haben. 


Satz 2. A sei ein selbstadjungierter und B ein symmetrischer Operator mit D(B) >D(A). 
Gibt es zwei reelle Zahlen e und 6 mit ce=0, O=6<1 sowie 


IBall=öllAali+elel VxeD(A), 
so ist A+ B mit D(A + B)=.D(A) selbstadjungiert. 


Bemerkung 4. Dieser Satz ist insbesondere in physikalischen Anwendungen von Interesse. Er 
besagt, daß die Selbstadjungiertheit eines Operators A stabil gegenüber kleinen symmetrischen 
Störungen B ist. 


26.2. Das Spektrum selbstadjungierter Operatoren 
26.2.1. Die Spektren D, und Ca 


Die Resolventenmenge und das Spektrum eines beschränkten Operators hatten 
wir in 20.2.3. betrachtet. Wir wollen diese Untersuchungen auf unbeschränkte 
Operatoren im Hilbertraum ausdehnen (,‚unbeschränkt‘‘ heißt ‚nicht notwendig 
beschränkt“, insbesondere ist also ein beschränkter Operator ein spezieller unbe- 
schränkter Operator: mathematisches Kauderwelsch). Wie immer in diesem Kapitel 
sind alle Operatoren A linear, Definitionsgebiet D(A) und Wertevorrat R(A) liegen 
im gleichen Hilbertraum 4. Mit E wird der Einheitsoperator bezeichnet. L(H) hat 
die gleiche Bedeutung wie in 20.2.3. Schließlich ist C', die endliche komplexe Ebene. 


Definition 1. Ist A ein linearer Operator, dessen Definitionsgebiet D(A) dicht im 
Hilbertraum H liegt, so heißt 


My={A | AEC,, 3 (A—AE)-i und (A—AE)T1EL(H)} 
die Resolventenmenge (von A) und S4=C;\M4 das Spektrum (von A). Ferner sei 


Dı={A | 3xe.D(A) mit ||a]|=1 und Ar=Ax}, 
Öa=t{}| 3 (A-AE)-1, gehört aber nicht zu L(H)}. 


Bemerkung 1. Der erste Teil wiederholt im wesentlichen Def. 20.2.3. Wie früher bezeichnet 
(A-AE)”! den Umkehroperator von A—/E, der genau dann existiert, wenn A-/E eine ein- 
eindeutige Abbildung von D(A)=D(A-AE) auf R(A—AE) leistet. Man sieht; leicht, daß 
Ma, Da und Ü, die Gesamtheit aller Möglichkeiten ausschöpfen. Insbesondere ist S4= 
=D4UC4. Wie früher ist D4 die Gesamtheit der Eigenwerte des Operators A. Ist AcDa 
Eigenwert, so heißt z€ D(A) mitz=+0 und 4& =} (zugehöriges) Eigenelement. Esist D4NCa=®. 


Bemerkung 2. Das Spektrum S, wird somit in das Eigenwertspektrum D, und in das Rest- 
spektrum C 4 unterteilt. Das ist naheliegend, aber für die nachfolgenden Betrachtungen nicht 
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zweckmäßig. Wie in Def. 21.2.1 heißt die Dimension von N(4-7E) die Vielfachheit des 
Eigenwertes AD. Unser Ziel ist, die Spektren D4 und Ü 4 etwas zu modifizieren. Grob ge- 
sprochen wollen wir die Eigenwerte unendlicher Vielfachheit aus D4 herausnehmen und sie 4 
zuordnen. Zur präzisen Formulierung benötigen wir den Begriff der Weylschen Folge. 


Definition 2. /st A ein linearer Operator, dessen Definitionsgebiet D{A) dicht im 
Hiübertraum H liegt, so heißt {x,15_ıC D(A) Weylsche Folge für den Punkt %, falls 
{ru )rı beschränkt und nicht-präkompakt ist, sowie Ax, — x, —0 für k> = gilt. 
Bemerkung 3. Präkompakte Mengen wurden in Def. 20.1.2/1(c) beschrieben. Der Prototyp 
einer beschränkten nicht-präkompakten Menge im Hilbertraum ist eine orthonormierte Folge 
(w}R-1- Der Operator A —AE verwandelt „schlechte (Weylsche) Folgen“ (vom Standpunkt der 
Konvergenz) in „gute Folgen“. Man kann zumindest alınen, daß Punkte 7, für welche eine 
Weylsche Folge existiert, von besonderem Interesse sind. 


Satz. A sei ein selbstadjungierter Operator. 
(a) Sa ist eine Untermenge der reellen Zahlen, und es gilt 


1 
(4 -AE) = —— für Imi-+0. 
Im 


(b) A gehört genau dann zu Da, wenn RIA—AE) ein echter Teilraum von IT ist. 
(©) A gehört genau dann zu Ca. wenn RIÖA—AE)-H und RIA—AE)=H gilt. 
(d) Zu jedem Punkt aeÜ 4 gibt es eine Weylsche Folge. 

(e) Zu jedem Eigenwerl unendlicher Vielfuchheit gibt es eine Weytsche Folge. 


Bemerkung 4. Teil (a) folgt aus Satz 26.1.5/1 und Bemerkung 26.1.5/2. Aussage (e) ist ebenfalls 
leicht zu sehen: Jede orthonormierte Folge {2.7 _ı CN(4-—AE) ist Weylsche Folge für den 
Punkt 2. 


26.2.2. Die Spektren Du und Cı 


Mit Hilfe Weylscher Folgen kann man jetzt das Spektrum selbstadjungierter 
Operatoren neu aufteilen. 
Definition. /st A ein selbstadjungierter Operator, so heißt 
Da=iA|Aist ein Eigenwert endlicher Vielfachheit} 
das diskrete Spektrum und 
C4=34| 3 Welysche Folge für 4} 
das stetige oder kontinuierliche Spektrum von A. 


Bemerkung 1. Nach Satz 26.2.1 ist Cala und DacDy,, ferner gehören die Eigenwerte 
unendlicher Vielfachheit zu (4. Damit ist klar, daß C4UDa=SaclallDa gilt. Das ent- 
stehende Problem, ob €, auch Punkte der Resolventenmenge enthalten kann, wird durch den 
folgenden Satz negativ beantwortet. 


Satz. A sei ein selbstadjungierter Operator. 
(a) Es gilt Sa =C4aUD.. 
(b) Ist 3}, € Da. »ED4, Arı = Am, Ary=Ayry und), + As, so gilt (2. &)=0. 


Bemerkung 2. Das ist die gewünschte (für unsere Zwecke) bessere Aufteilung des Spektrums 
S4. Teil (b) folgt aus 


Jyla, ©) = (Ar. ©) = (t,, Ars) =/ole; ©). 


Eigenelemente verschiedener Eigenwerte sind also stets orthogonal. 
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26.2.3. Kompakte selbstadjungierte Operatoren 


Daß kompakte Operatoren eine besondere Rolle spielen, zeigt die Theorie von 
Riesz und Schauder aus 21.2. Daß selbstadjungierte Operatoren eine besondere 
Rolle spielen, zeigen die obigen Untersuchungen. 

Damit ist klar, daß selbstadjungierte kompakte Operatoren eine ganz besondere 
Rolle spielen. Z(F/) hat die gleiche Bedeutung wie in 20.2.3. 


Satz 1. /st AEL(H) selbstadjungiert, so gilt S,<[—||All; A]: wobei mindestens einer 
der beiden Punkte | A| oder —|A|| zu S 4 gehört. 


Bemerkung 1. S4ı<[—- 4 .\)A ] folgt sofort aus Satz 26.2.1(a) und Satz 20.2.3. Das Neue am 
Satz ist also die Feststellung. daß entweder A| oder —||A}| zum Spektrum gehören. 


Satz 2. AEL(H) sei selbstadjungrert und kompakt. 

(a) Esist 8, Cc[I-NAl|, [A|] und Ca= 10}. 

(b) Dı besteht «us höchstens abzählber wielen verschiedenen Eigenwerten, die sich 
nur im Punkt O häufen können. Jeder von 0 verschiedene Eigenwert hat endliche 
Vielfachheit. 

(e) Es gibt ein orthonormiertes System Ya, CH mit Ary = Ay, und 

Ax= Nıyla. a); für jedes we. (L) 


Bemerkung 2, Im Satz wurde vorausgesetzt, daß H unendlich-dimensional ist (anderenfalls 
ist (4=®). Die Eigenwerte kann man unter Berücksichtigung der Vielfachheiten nach Be- 
trägen ordnen, |}, = 4) z|},| >. - . wobei 7. —0 gilt (sofern es unendlich viele von null verschie- 
dene Eigenwerte gibt). Zu einem festen Eigenwert / kann man den Eigenwertraum N(4 —/E) 
durch ein orthonormiertes System aufspannen. Die Gesamtheit dieser Systeme bilden dann das 
System {z7.} aus Teil (e). (Nach Satz 26.2.2(b) sind Eigenelemente von verschiedenen Eigen- 
werten stets orthogonal). In (1) braucht man nur über die A mit j£=0 zu summieren. 


Satz 3. Ein selbstadjungierter Operator ACL(H) ist genau dann kompakt, wenn 
C4=10} ist. 


Bemerkung 3. Es ist wieder vorausgesetzt. daß # unendlich-dimensional ist. 


All 0 IA 


26.3.  Spektralscharen 
26.3.1. Definitionen 
Definition. Eine Schar {E er, von Projektoren im FHilbertraum H heißt Spektralschar, 
falls sie folgende Eigenschaften hat: 

(a) Für allexceH gilt lim E;r=0 und lim E;0 =. 

ho—_ a ed 
(b) Für alle xcH und alle ne R, gilt lim E;c= Eyx. 
(e) Für alle AER, und ueR, gilt E,;Ep = E ninta,p) - 
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Bemerkung1i. Projektoren (oder Projektionsoperatoren) wurden in 21.1.5. beschrieben. Die 
Konvergenzen in (a) und (b) sind natürlich im Sinne der Norm in H zu verstehen. Wir früher 
bedeutet At u, daß 2 —u und} <u gilt. Analog schreiben wir A>u mit} >u als 7 } a. Aus (c) folgt, 
daß E,E„=E,„E; ist. Ferner gilt 23=E,, was nach Satz 21.1.5 eine notwendige Eigenschaft 
für Projektoren ist. Der gleiche Satz zeigt, daß Projektoren selbstadjungiert sind. 


Lemma. Für alle xeH und u€ R, existiert lim Ex = E,u-+0%. Hierbei ist E „+0 ein Pro- 
jektor. 


Bemerkung 2. Nach Bemerkung 21.1.5/2 ist H*’={x | ve H, B,;«=x} der zu E; gehörige Projek- 
tionsraum. Analog H?+0={x | zeH, Ey 402 =e)}. 


Bemerkung 3. Die Eigenschaften (a) und (c) der obigen Definition sind wesentlich, während 
(b) und das Lemma Normierungen sind. 


26.3.2. Eigenschaften 


Alle Bezeichnungen haben die gleiche Bedeutung wie oben. 
Satz. (a) Für -»<A=zu<< gilt HHCHrcHr+0 und VR’=H. Ferner ist E„— Er 


der Projektor mit H"©Il* als Projektionsraum, und E„.0—E£; ist der Projektor mit 
H+#+0 59H? als Projektionsraum. 

(bh) Für - << u< gilt II**0c H%, und E„— E,+oistder Projektor mit H" © H**° 
als Projektionsraum. 


Bemerkung 1. H# © H? ist jener Raum, der 4? orthogonal zum Raum #* ergänzt. Im Sinne von 
17.3.5. ist also H#= H?&(HroH?). Analoges gilt für Tr+0o9BHA. 


Bemerkung 2, 7? ist somit eine monoton wachsende Folge von Hilberträumen, die füri— 
den gesamten Hilbertraum F ausschöpfen: U? ist dicht in H. 
2 


26.4.  Spektraloperatoren 
26.4.1. Biemann-Stieltjes Integrale für Funktionen 


Bevor wir in den nächsten Abschnitten Riemann-Stieltjes Integrale für Spektral- 
scharen betrachten, ist es zweckmäßig, entsprechende Integrale für Funktionen zu 
untersuchen. Ist k(f) in .R, eine reelle monoton wachsende (=nicht fallende) links- 
erg stetige Funktion, so erzeugt k(t) im Sinne von 13.2.4. ein Borelsches Maß 

dAh(t). Ist p(t) eine reelle stetige Funktion in R, und —=<a=b<=, so können wir 
nach Kap. 14 das Integral S, p(t) dk(t) bilden. Hierbei ist {a,b} entweder (a,b) oder 


[e, b) oder (a, b] oder |e, b] euch {a, b}= {a} ist zugelassen). Ist g(£) komplexwertig, 
so setzen wir natürlich 

Sri) dhlt)=f Re p(t) Ahlt) +if Im pl) dhlt). 
Diesen Spezialfall der allgemeinen Integrationstheorie kann man aber auch im 
Sinne des Riemannschen Integrals aus 3.2. behandeln. Es sei a=1,<14,<...<a,= 


=4n+1=b die Zerlegung aus (3.2.1/1) und d(Z) = „ma, „lar+ı- az). Ist it. €[az, ax +1]; 
so gilt 


as plı) Ah) = lim, rt) (hlaz +1) —hlay)) . a) 
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Ist {a, b}=(a, b), so muß man h(a,) in (1) durch k(ay+0) ersetzen. Ist {a, b}= (a, b], 
so muß man h(a,) in (1) durch k(ay+0) und h(a„+1) durch h(a„+1+0) ersetzen. Ist 
{a, b}=[a, b], so muß man k(a,..1) in (1) durch h(a„.ı-+0) ersetzen. (1) und die 
angedeuteten Modifikationen sind das Analogon zu Lemma 3.2.1/2. Die Formulie- 
rung macht auch klar, daß (1) von der Wahl der i, unabhängig ist. Existiert 
Spt) dh(t) (im Sinne der Integrationstheorie aus Kap. 14), so ist klar, daß 


Se) dhlt)= im f pl) dAlt) (2) 
Rı u 
gilt. 

Komplexe Verteilungsfunktionen: Ist h{t)=hy(!) halt) +ihz(t) -ih,(t), wobei Az(t) 
reelle monoton wachsende linksseitig stetige Funktionen sind, so setzt man 


Soli) Art) = Fpit) Ahle) — Felt) Ahzlı) +i Splt) Ahzlt) -i Soll) Aut). (8) 
Rı Ri Rı Rı Ru 


Hierbei ist p(£) eine komplexe stetige Funktion im KR}, für die alle Integrale auf der 
rechten Seite von (3) existieren. Es ist klar, daß £ p(t) dh(t) die üblichen Eigen- 
schaften von Integralen hat. 


Beispiele. {Erier, sei eine Spektralschar. Dann ist A(t) =||E,e|? mit z€H eine reelle 
monoton wachsende linksseitig stetige Funktion. Ist z€H und yEH, so ist h()= 
= (Ew, y) eine komplexe V ee im obigen PRIHR, Das 2 aus 


(Eiw, y)= | Eı - 


Somit kann man RE Integrale der Ze 
J et) AlIEıw|? und R\ lt) AB, Y) 


z+iy 


ill 7, —Y 


ut 


+22 


betrachten. 


26.4.2. Riemann-Stieltjes Integrale für Spektralscharen auf endlichen Intervallen 


Das Ziel ist, die Funktion %h(t) aus dem letzten Abschnitt durch die Hilbertraum- 
wertige Funktion E,x zu ersetzen, wobei {E;)ker, eine Spektralschar und zE€# ist. 
Die verwendeten Symbole haben die gleiche Bedeutung wie im letzten Abschnitt, 
also -—<a=sb<«, sowie die Unterteilung a =@9<a,<...<q@2+,=b, die Punkte 
tx und d(Z). 


Satz. {Eyhen, sei eine Spektralschar im Hülbertraum H.Ist p(t) eine komplexwertige 
stetige Funktion im Ry, so existiert für jedes ze H 

Pi: 2, Pix) (Eu; . 8 — Baz) = a plt) dw (1) 
als Limes in H. Das Grenzelement gebdrt zum Projektionsraum von E,y—E,, und. es 
gilt 

I S et) dEwl2= S ey? dlErl?. (2) 

[a,b) [a,b 


„ 


Ist x, € H und x,€I, und sind o, und og, komplexe Zahlen, so gilt 
S ptt) AR: (2 +e9%)=eı S Pl) dB +e2 S pie) dB. (3) 
[a,b) [a,b) [a,b) 


Bemerkung 1. Es ist klar, wie (1) zu verstehen ist: Die linke Seite von (1) existiert als Limes 
in H, wobei dieser Limes unabhängig von den gewählten Zerlegungen und den Punkten t; ist. 


ID 
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Die rechte Seite von (1) ist dann die Definition eines Hilbertraum-wertigen Riemann-Stieltjes 
Integrals in Analogie zu (26.4.1/1). Daß dieses Integral zum Projektionsraum von E,—E, 
gehört, prüft man relativ leicht nach. Die rechte Seite von (2) ist ein gewöhnliches Riemann- 
Stieltjes Integral für Funktionen im Sinne von 26.4.1. 


Bemerkung 2. In Analogie zu 26.4.1. kann man entsprechende Integrale f gl) dE;x für die 


{a,b} 
anderen Intervalltypen einführen. Ersetzt man E, x in (1) durch #4 z0 8. so erhält man 
n y ” > " u 
S rit) dAE,x. Ferner ist 


(a,b) 
S wit) dErx= S gplt) dEw+ lb) (Eu, +0 —Eı)e. 
(a,b] (a,b) 
S it) dEw= S plt) dEiw+plb) (Eu-0—Er)e. 
[a,b] Ta,b) 


(2) und (3) bleiben richtig, wenn man [a, b) durch je, b} ersetzt. Ferner gehören die Integrale 
zu den entsprechenden Projektionsräumen, z. B. 


Seit) AEwEHPOH«+O, 


(a,b) 
Seit) Era =gla) (Euro —EuecHat0coHe. 
{a} 


26.4.3. Riemann-Stieltjes Integrale für Spektralscharen auf R, 


In Analogie zu (26.4.1/2) wollen wir die Betrachtungen des letzten Abschnitts auf 
KR, ausdehnen. H ist wie immer ein Hilbertraum. 


Satz. {Erhien, sei eine Spektralschar, g(t) sei eine komplexwertige stetige Funktion auf R, 
und 
M={y|veH. SW ?dlEgl’<e}. (1) 
Rı 


(a) M ist eine bineare und dichte Menge in H. 
(b) im fo ei dEw= [plt) Ak, (2) 


N» (_N,N) R, 
existiert genau dann, wenn ze M gilt. 


(e) Für zeM ist 


I Set dEal?= Sledl? Alk? . (3) 
Rı Rı 
Bemerkung. In (2) kann man lim Sf durch Jim f ersetzen. Es ist klar, daß die 
N-»(—-N,N ee (B,a) 
f ——_-. 


rechte Seite von (2) die Definition des entsprechenden Integrals ist, sofern die linke Seite von 
(2) existiert. 


26.4.4. Spektraloperatoren 


Definition. Ist {FE hen, eine'Spektralschar und g(t) eine komplexwertige stetige Funktion 
auf R,, so ist A, 
Az fell) dkie 
Ri 
mit dem Definitionsgebiet 
D(A)=1& | S Io)? dlEal?==) 


ein Spektraloperator. 
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Bemerkung 1. Aus Satz 26.4.3 und (26.4.2/3) folgt leicht, daß A ein linearer Operator mit 
dichtem Definitionsgebiet D(A) im Hilbertraum ist. Es entstehen zwei Fragen: 1. Welche 
Eigenschaften haben Spektraloperatoren? 2. Wie allgemein ist diese Begriffsbildung, welche 
Operatoren können als Spektraloperatoren dargestellt werden? 


Satz 1. A sei ein Spektraloperator bezüglich der Spektralscher {Erker, und der kom- 
plewen stetigen Funktion g(t). 

(a) A ist ein abgeschlossener Operator mit dichtem Definitionsgebiet D(A). 

(b) Der adjungierte Operator A* ist ebenfalls ein Spektraloperator, und es gilt 


A*x= [olt)dEw und D(A*)-D(A). (1) 
R, 
(e) Für z&D(A) und yeH gilt 
(Ar. = Sell) Ak, y). (2) 
Rı 


(d) A ist genau dann selbstadjungiert, wenn gilt) reell ist. 


Bemerkung 2. Da D(A) dicht im Hilbertraum 77 ist, kann man nach 26.1.3. den adjungierten 
Operator 4* bilden. (d) folgt dann aus (1). Formel (2) ist nach 26.4.1. sinnvoll, wobei die For- 
mulierung im Teil (e) die Konvergenz des Integrals in (2) einschließen soll. 


Satz 2. Ist {Eylıcn, eine Spektralschar und sind gt) und y{t) zwei stetige Funktionen im 
R, so sel 


Ar= [tdE,x mit zcD(A), (3) 
R, 
(A) = Sell) db mit aeD(e(A)), (4) 
Rh 


und analog y(A). Dann gilt 


y(A) PlA)=ylA)plA)=lgp) (A). (3) 
Ferner ist g( A) = A", falls (NM net n=1,2.3.... dt. 


Bemerkung 3. Nach Satz 1 ist +1 selbstadjungiert. (4) besagt dann, daß wir Funktionen selbst- 
adjungierter Spektraloperatoren bilden können. (5) zeigt, daß man mit ÖOperatorfunktionen 
genau so rechnen kann, wie mit gewöhnlichen Funktionen. Hierbei ist das Definitionsgebiet 


Die(A4) N) fe | zcDipld)). yla)esDip(A))} 


die Gesamtheit der Elemente #2 7/, auf denen man (A) (y( A) x) ausführen kann. Dann ist 


pl A) y(4) ein abschließbarer Operator, und g(A)y(A) ist der Abschluß. Die letzte Aussage 
des Satzes zeigt. daß diese Konstruktion mit der Produktbildung A?= AA, A"=AAR-1, ver- 
träglich ist. 


26.4.5. Der Hauptsatz der Spektraltheorie 


Satz. Jeder selbstadjungierte Operator A im Hilbertraum U mit dem Definitionsgebiet 
D(A) besitzt eine eindeutig bestimmte Spektralschar {Erpen,. so daß A und D(A) dar- 
stellbar sind als 


Ax= ftdEw, D(A)={x|xcH, StdlEal?<e}. 
tı Ri 
Bemerkung 1. Dies ist einer der fundamentalsten und schönsten Sätze der Operatorentheorie, 
Er zeigt, daß (26.4.4/3) nicht eine enge Untermenge der selbstadjungierten Operatoren be- 
schreibt (wie man im ersten Moment vermuten könnte), sondern den allgemeinsten selbst- 
adjungierten Operator darstellt. Insbesondere können wir also Operatorfunktionen (4) 
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beliebiger selbstadjungierter Operatoren 4 bilden. sin A, |4| oder Y[A] sind sinnvoll, da sin £, 
!t} und Vit| zulässige Funktionen sind. 


Bemerkung2. Die Beweise zu den Sätzen aus 26.4.4. sind nicht trivial, aber doch vergleichs- 
weise einfach, Dagegen ist ein vollständiger Beweis des obigen Satzes kompliziert. 


26.4.6. Das Spektrum selbstadjungierter Operatoren 


In 26.2.2. hatten wir die Spektren D,, Ca und $, eines selbstadjungierten Ope- 
rators A betrachtet. Wir denken uns jetzt A in der Form von Satz 26.4.5 darge- 
stellt. Die Räume #* und Z**+V haben die gleiche Bedeutung wie in 26.3.1. bezüglich 
der Spektralschar {E,}er,, die nach Satz 26.4.5 durch A eindeutig bestimmt ist. 


Satz. (a) Für jede reelle Zahl A gilt NNA-AE)= HH SH}, 
(b) Die reelle Zahl ) gehört genau dann zu O4, wenn H’':©9H?-® für jede Zahl e=-U 
unendlich-dimensional ist. 


Bemerkung. Ist A ein Eigenwert, so ist also 74+0oI7? der zugehörige Eigenwertraum, d.h. 
die Gesamtheit der Eigenelemente zum Eigenwert A und das Nullelement. AED gilt genau 
dann, wenn H#+00H% endlich-dimensional ist, aber nicht nur aus dem Nullelement besteht. 
Der Satz erlaubt somit eine bemerkenswerte Kennzeichnung der Spektren D4 und C4 durch 
Eigenschaften der zugehörigen Spektralschar im Sinne von Satz 26.4.5. Das zeigt die enge 
Verbindung von Spektrum und Spektralschar. 


26.4.7. Operatoren mit reinem Punktspektrum 


Die Spektren D, und (, für einen selbstadjungierten Operator A haben die 
gleiche Bedeutung wie in 26.2.2. 


Definition. Ein selbstadjungierter Operator A heißt Operator mit reinem Punktspek- 
trum, falls O4 —=® ist. 


Bemerkung 1. Nach Satz 26.2.2 besteht somit das Spektrum S4=D, nur aus Eigenwerten 
endlicher Vielfachheit. Derartige Operatoren spielen in physikalischen Anwendungen eine 
wichtige Rolle. 


Satz 1. Ein Operator mit reinem Punktspektrum ist nicht beschränkt. 


Bemerkung 2. Ein beschränkter selbstadjungierter Operator hat somit ein nicht-leeres stetiges 
Spektrum Ca. Wie früher, haben wir hier wieder stillschweigend vorausgesetzt, daß H 
ımendlich-dimensional ist. 


Satz 2. A sei ein Operator mit reinem Punktspektrum. Dann besüzt A abzählbar unend- 
lich viele verschiedene Eigenwerte endlicher Vielfachheit, die sich im Endlichen nicht 
häufen können. Ferner gibt es ein vollständiges orthonormiertes System {vr}, Zı CD A) 
mit Axz 2 Ark, 


D(A)={x | zcH, Zi (©, )2< >}, (1) 
As= > y(%, 0;)&; für zeD(A). (2) 
k=1 


Bemerkung3. Das ist das Analogon von Satz 26.2.3/2. Wie dort haben wir vorausgesetzt, daß 
H unendlich-dimensional ist. Ordnet man die Eigenwerte {;} unter Berücksichtigung der 
Vielfachheit, so folgt 0=]4,])=}A,| =... mit |. | >» für k>+=. In jedem Eigenwertraum wählt 
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man nach Belieben ein orthonormiertes System. Die Gesamtheit dieser Systeme bildet dann das 
System {x;} aus dem Satz. (Nach Satz 26.2:2(b) sind die Eigenelemente verschiedener Eigen- 
werte stets orthogonal). 


Bemerkung 4. Die Darstellung (1), (2) ist die Konkretisierung von Satz 26.4.5 und stellt die 
unendlich-dimensionale Variante der bekannten Hauptachsentransformation von Flächen 
zweiter Ordnung der analytischen Geometrie dar. Satz 26.4.5 ist dann das kontinuierliche 
Analogon. 


27. Differentialoperatoren und orthogonale Funktionen 


27.1. Klassische orthogonale Funktionen 


27.1.1. Vorbemerkung 


Die Spektraltheorie aus Kap. 26, insbesondere Satz 26.4.7/2 und Bemerkung 
26.4.7/3, kann man wirkungsvoll zum Studium gewöhnlicher und partieller Diffe- 
rentialoperatoren einsetzen. Das Schema läßt sich wie folgt beschreiben. Betrachtet 
wird ein Differentialausdruck, etwa Ay= —y'’ im Intervall (a, b) mit —“<=a-<b< 
<>, Man sucht jetzt nach geeigneten Definitionsgebieten D(A), so daß A im Hil- 
bertraum Ly(a, b) wesentlich selbstadjungiert wird (vgl. Def. 26.1.4/2). Dann ist der 
Abschluß Ä selbstadjungiert, und die Theorie aus Kap. 26 ist auf A anwendbar. 
Angestrebt wird, daß A ein Operator mit reinem Punktspektrum im Sinne von 
Def. 26.4.7 ist. Dann kann man auf Satz 26.4.7/2 und Bemerkung 26.4.7/3 zurück- 
greifen. Gefragt ist nach einer expliziten Bestimmung der Eigenwerte und Eigen- 
elemente von Ä. Aus 26.4.7. folgt dann, daß das entsprechende orthonormierte 
System der Eigenelemente vollständig in dem betreffenden Hilbertraum ist. Be- 
liebige Elemente des betrachteten Hilbertraumes können anschließend nach der- 
artigen Systemen entwickelt werden. Damit hat man eine Situation, wie sie für 
n-dimensionale trigonometrische Reihen und Legendresche Polynome in Kap. 18 
beschrieben wurde. Die Nützlichkeit solcher Orthogonalentwicklungen ergibt sich 
etwa aus 19.5., wo Separationsansätze für partielle Differentialgleichungen auf 
dieser Basis behandelt wurden. Für uns dienen die Betrachtungen dieses Kapitels 
aber auch als Vorlauf für das nachfolgende Kapitel über Quantenmechanik. 


27.1.2. Trigonometrische Funktionen 


Ist -—»<a<b<», so liegt diesem Abschnitt der (komplexe) Hilbertraum 
H=L;(2) mit 2= (a, b) im Sinne von 17.3.2. zugrunde. Statt L,((a, b)) schreiben wir 
einfacher La(a, b). Mit C'* ([e, b]) bezeichnen wir die Gesamtheit der in (a, b) kom- 
plexwertigen beliebig oft differenzierbaren Funktionen, deren sämtliche Ableitungen 
stetig auf [a, b] fortgesetzt werden können. 
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Satz. (a) Der Operator (Apf)(x) = —f”(x) mit dem Definitionsgebiet 
D(An)=f | j€C”([a, b]), Ka)=f(b)=0} 
ist in Lola, b) wesentlich selbstadjungiert. Ap ist ein Operator mit reinem Punktspek- 


PN, } A, 


trum. Die Eigenwerte sind =, mit k=1,2,... Diese Eigenwerte sind ein- 
—/t - 
2 2 ., 0 —4@ . N i 7 
fach, und F.(2)= | sin 7 rk sind zugehörige orthonormierte Eigenfunk- 
ha A 


tionen. 
(b) Der Operator (Ayxf)(x) = — f(x) mit dem Definitionsgebiet 
D(49)=1f | jEC*([a, b)). F()=F'b)=0} 
ist in Lola, b) wesentlich selbstadjungiert. Ay ist ein Operator mit reinem Punktspek- 


2372 
en 5 nk? . z ’ RE 
trum. Die Eigenwerte sind, a per) mit k=0,1,.2,... Diese Eigenwerte sind ein- 
-a)? , 
er / 2 2—a 
fach, und jyl) = —— sowie Fl) = |/ co8 rl mit 1=1,2,... sind zu- 
Yb-a ba bu 2 


gehörige orthonormierte Eigenfunktionen. 


Bemerkung. Wie in 27.1.1. bereits erwähnt wurde, folgt aus diesem Satz sowie den Betrach- 
tungen aus 26.4.7., daß sowohl 


[ / 2 ua N% h 1 [2 z-a j e 
/ sin —— rk als auc f — ck 
li 3. FR als auc Tee \ Per art AR 


in La(a, b) vollständige orthonormierte Systeme sind. Auf der Grundlage der Spektraltheorie 
selbstadjungierter Operatoren haben wir damit für den eindimensionalen Fall das gleiche Resul- 
tat wie im Satz 18.1.4 und in Bemerkung 18.1.4/1 erhalten. Man kann diese Betrachtungen 
auch auf den n-dimensionalen Fall ausdehnen. 


27.1.3. Hermitesehe Funktionen 


Es sei CZ(R,)=D(R,) die Gesamtheit der komplexen, in R, beliebig oft differen- 
zierbaren finiten Funktionen, man vgl. mit Def. 14.6.4/2 und 22.1.2. 


Satz. Der Hermitesche Differentialoperator (Af\(&) = —f(x) + x? f(x) mit dem Defi- 
nitionsgebiet D(A)=OS(R,) ist in Ly(R,) wesentlich selbstadjungiert. A ist ein Opera- 
tor mit reinem Punktspektrum. Die Eigenwerte sind 7, =2k+1 mit k=0,1,2,... 
Diese Eigenwerte sind einfach und 
= de 

Hy(z) =cxe? — (e”*” 

»(®) = 6 9) 

sind bei passender Wahl der positiven Konstanten c; zugehörige orthonormierte Eigen- 
Funktionen. 


Bemerkung 1, Den ersten Teil des Satzes kann man wesentlich verallgemeinern: Ist p(x) eine 
reelle stetige Funktion in Z, mit p(&)—» für |e| >, so ist 
(Afa)= -”@)+ple) fie), Did)=C5(Rı); 


in Zy(R,) wesentlich selbstadjungiert. Ferner ist auch in diesem Fall 4 ein Operator mit reinem 
Punktspektrum. 
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Bemerkung 2. Die Betrachtungen in 26.4.7. zeigen. daß {H.(z)}-o ein vollständiges orthonor- 
miertes System in L,(R,) ist. Man kann somit jede Funktion f(x) €Ls(R,) als 


fx) = 2; (f. Hz) Hrle) 


darstellen. Ist / kein Eigenwert, so hat die (verallgemeinerte) Hermitesche Differentialgleiehung 
49-/g=/f genau eine Lösung, nämlich 
5 (Hr)ıary Hila 


9= 2 
k=0 2k+1—-i +2) - 


Bemerkung 3. Man sieht sofort, daß 
= d* 
hy(x) = % e2 Hy(xz)=e** dr (e”#°) 


mit k=0, 1,2,... ein Polynom A-ten Grades ist. Das sind die bekannten Hermiteschen 
Polynome. 


27.1.4. Legendresche Funktionen 


In 18.2.2. hatten wir bereits Legendresche Polynome untersucht. Auf der Basis 
der Spektraltheorie selbstadjungierter Operatoren erweitern wir jetzt die dortigen 
Betrachtungen wesentlich. 


Satz 1. Der Legendresche Differentialoperator (Af)(&) = —((1- x?) F(x))’ mit dem 
Definitionsgebiet D(A)—C* ([-1, 1]) ist in La (—1, 1) wesentlich selbstadjungiert. A 
ist ein va mit reinem Punktspektrum. Die Eigenwerte sind 3, —k(k+1) mit 


kV, 1,3 :,: Diese Eigenwerte sind einfach, und die Legendreschen Polynome 
[26 +1 1 d# 
_ N Ik 
= Vz a lH () 


sind zugehörige orthonormierte Eigenfunktionen. 


Bemerkung 1. Die Bezeichnungen C=([—1,1]) und L,(—1,1) haben die gleiche Bedeutung 
wie in 27.1.2. Abgesehen von Normierungsfaktoren stimmt (1) mit (18.2.2/1) überein. Aus 
26.4.7. folgt wieder, daß {Z.(@)}7-o in Zu(—1,1) vollständig ist. Eine beliebige Funktion 
fz)eLs(—1, 1) kann man somit nach Legendreschen Polynomen entwickeln, wie es in Bemer- 
kung 18.2.2/2 angegeben wurde. 


Satz 2. Ist m=0, 1,2, ..., so ist der Differentialoperalor 


m? 


(Anfia)= (1-23) Pa) + ze) mi 
m 
DA) Ha) (1-22)? Pla), Pla) Polynom) 
als Definitionsgebiet in La(—1, 1) wesentlich selbstadjungiert. Ay ist ein Operator mit 
reinem Punktspektrum. Die Eigenwerte sind 7, = k(k+1) mük=m, m+1,m-+2,.. 
Diese Eigenwerte sind einfach, und 
. km)! „ d’ 
Zee) = (k+ m)! dam Late) 
sind zugehörige orthonormierte Eigenfunktionen. 


Bemerkung 2. Für n=0 erhält man im wesentlichen Satz 1. Wie üblich (auch in (1)) ist 0!=1. 
Man nennt L}*(z) zugeordnete Legendresche Funktionen. Die Vollständigkeit des Systems 
{LE (&)}E=m in Za(—1, 1) ergibt sich wieder aus 26.4.7. 
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27.1.5. Laguerresche Funktionen 


Mit C*([0, >)) bezeichnen wir die Gesamtheit der komplexwertigen in (0, ) 
beliebig oft differenzierbaren Funktionen /(x), die für große Werte von x verschwin- 
den und deren sämtliche Ableitungen stetig in den Punkt 0 fortgesetzt werden 
können. 


Satz. Ist a> —1, so ist der Laguerresche Differentialoperator 
7 


(Ad) = Hefte)’ ++) Ha) mi 


D(A,)={|x ? Ka)cC=([0, >))} 
als Definitionsgebiet im Hübertraum Ls(0, >) wesentlich selbstadjungiert. A, ist ein 
Operator mit reinem Punktspektrum. Die Eigenwerte sind ),=2 (2k-+1+x) mit 
k=0,1,2,... Diese Eigenwerte sind einfach, und 
% E k 


Lena) =antz ? le art) 


sind bei passender Wahl der positiven Konstanten cr. zugehörige orthonormierte Eigen- 
Junktionen. 


Bemerkung 1. Z,,.(&) sind die Laguerreschen Funktionen. Aus 26.4.7. ergibt sich wieder, daß 
{La,2(&)};-o ein vollständiges orthonormiertes System in Zy(0, =) ist. Insbesondere kann man 
jede Funktion f(x)€Ly(0, =) nach Laguerreschen Funktionen entwickeln, also 


St= 2,0, Lern) Berl) 


Bemerkung 2, Man sieht solort, daß 
i. „er dk 
re x 2 e?lL,xla) =etr”* Ark (een te) 
Polynome sind, die als Laguerresche Polynome bezeichnet werden. 


Bemerkung 3. Der Satz stammt von U. Grünewald (Dissertation, Jena 1975). 


27.2.  Kugelilächenfunktioneu 
27.2.1. Der Beltramische Differentialoperator 


v0 - ne, j 
Den Laplace-Operator J= % Zu im A, und in Gebieten 2< R,„ haben wir 
K=ı 6 


früher ausführlich untersucht: Kap. 19 und Kap. 23. Wir werden später in Kap. 33 
den Laplace-Operator und den Wellenoperator in allgemeinen gekrümmten Räumen 
betrachten. Im Moment interessiert uns das Analogon von 4 auf der Oberfläche der 
Einheitskugel im R,„, also auf „= {x | |x|=1}. Da wir die späteren (relativ kompli- 
zierten) Techniken hier nicht verwenden wollen, begnügen wir uns mit einer spezi- 
fischen Konstruktion. # sei der allgemeine Punkt auf o„, und C*(»,) sei die Ge- 
samtheit der komplexwertigen, auf &, beliebig oft differenzierbaren Funktionen. 
Ist ds das Oberflächenelement auf », im Sinne von 9.2.5., so ist 


(Wr) = SH) 9@) ds, FEC"(wn), gEC"(on) , (1) 
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ein Skalarprodukt. L>(o,) sei der Hilbertraum, der durch Vervollständigung von 
C*(@,) in der zu (1) gehörenden Norm entsteht. Diesen Raum kann man auch wie 
folgt beschreiben: r=|x, sei der Abstand von ve R, zum Punkt 0. Dann sei 


ale = «<a. Man kann jetzt ze 2 in eindeutiger Weise durch # und deo,„ 
kennzeichnen, «=(r, 9). Wir setzen jetzt fEÜ*(o,) durch falz)=f(#) auf 2 fort 
(längs der Strahlen vom Nullpunkt ist also /o(®) konstant). Man kann jetzt Ly(o,) 
als Vervollständigung von {fo(z) mit f(d)<C(o„)} in La(2), also als Unterraum von 
Ls(2), ansehen. Ein soleher (logisch vielleicht nicht ganz zufriedenstellender) 


Standpunkt ist für unsere Zwecke ausreichend. 


Definition. (Bi\(9) = —r?Afolx) mi FEC*(o,) heißt (zweiter) Beltramischer Differen- 
ialoperator, n=2. 


Bemerkung 1. Ist fEC*(w,), so hat fa(x) mit «£Q die obige Bedeutung. Dann ist 
-r2Afole)= (it... ta) D - 


in 2 eine beliebig oft differenzierbare Funktion. Setzt man wieder z=(r, d), so zeigt sich, daß 
diese Funktion von r unabhängig ist, also längs der Strahlen vom Nullpunkt konstant ist. 
Entsprechend der obigen Identifizierung ist dann —r?Afo(x) CC'>(o,„). In diesem Sinne ist die 
obige Definition zu verstehen. Man kann nach einer „inneren“ Beschreibung von B fragen, die 
keinen Gebrauch von der Ausdehnung von ®„ auf 2 macht. Systematische Betrachtungen 
dieser Art findet man in Kap. 33. Andererseits ist es möglich, mit Hilfe »-dimensionaler 
Polarkoordinaten 5 explizit zu beschreiben, vgl. [43]. S. 418. Tn der folgenden Bemerkung 
beschränken wir uns auf die Fälle n=2 und n=3. 


Bemerkung 2. Im Falln=2 kennzeichnen wir die Punkte #£os in üblicher Weise durch den 
Winkel 9. Hierbei ist D)=9-=2r. Bezüglich der Polarkoordinaten (r, #) erhält man 
19 ("&) tu 


Bez wer 


2 


d . 
Also ist (Bf) (#) = Er für n=2 und fel’*(w5). Im Falln=3 verwenden wir die Polarko- 


90 
ordinaten aus 12.4.1. und erhalten 
Az 19 „ou 1 el. ii 1 ou 
et) na 


Also ist 
, 1 9/. of 1.07 
= — — ha > 
Be (sin ) sinEd dp @) 
für n=3 und fEC'=(os). Der Nachteil von (2) ist, daß das Polarkoordinatensystem (r, #, g) für 
d=0 und #=r singulär wird. 


19 Triebel, Math. Physik 
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27.2.2. Kugelflächenfunktionen als Eigenfunktionen 


In Bemerkung 23.1.2/2 hatten wir harmonische Polynome P(x) im R, beschrieben. 
Ein Polynom heißt homogen, falls P(&) = m b,x* gilt, wobei wie früher #=zj1l. 


la =m 
” ist. Ein solches homogenes Polynom kann als P(x) =r"$(#) geschrieben werden, 
web Ss(d)EC“(o„) ist. Wir behalten alle Bezeichnungen aus 27.2.1 bei. 


Definition. Ist k=0,1,2,..., so heißt S(d)EC*(w,) Kugelflächenfunktion vom 
Grad k, falls »"S(#) = P(x) ein in homogenes harmonisches Polynom im Ry ist. 


Bemerkung 1. $S(#)=1 ist eine Kugelflächenfunktion nullten Grades, ${d) .- ersten und 


ai 
S(d) = u zweiten Grades usw. 
r 


Satz. Der ‚Beltramische Difjerentialoperator B aus Def. 27.2.1 ist im Hilbertraum 
Ls(w„) wesentlich selbstadjungiert. B ist ein Operator mit reinem Punktspekirum. Die 
verschiedenen Eigenwerte sind A, =k(k+n—2) mit k=0,1,2,... Die Vielfachheit 
des Eigenwertes ); ist Vu(k)= Dr ) — we . Der zugehörige Eigenwert- 
raum besteht aus den Kugelflächenfunktionen vom Grad k. 


Bemerkung 2, Hierbei ist ” =0 falls m<% ist. Aus dem Satz folgt, daß es V„(k) linear 
k gt (k) 


unabhängige homogene harmonische Polynome vom Grad k im R„ gibt. Ferner kann man den 
Eigenwertraum zum Eigenwert Az durch V„(k) orthonormierte Kugelflächenfunktionen S)(#) 
aufspannen. Da Eigenfunktionen zu verschiedenen Eigenwerten stets orthogonal sind, folgt 
dann aus 26.4.7, daß {SMr=o,1,2,.. ein vollständiges orthonormiertes System im Raum 
ral..fy 

L»(o,) ist. Eine beliebige Funktion f(d) € L,(o,) kann somit in L,(w,) nach Kugelflächenfunk- 
tionen entwickelt werden, 

o Pk) 

= 2,2, I) zom 6). 
yay' pn 


Bemerkung 3. Von besonderem Interesse sind die Fälle n=2 und r=3. Es ist V,(0)=1 und 
Va(k)=2 für k=1,2,9,... Ferner ist Y5(k)=2%+-1. Den Fall n=3 behandeln wir im nächsten 
Abschnitt noch genauer. Für n=2 folgt aus Bemerkung ee: daß (Bf) (#) = —f’(8) ist. 
Die Eigenwerte sind in diesem Fall };=k?mitk=0,1,2,... Die zugehörigen orthonormierten. 


1 
Eigenfunktionen sind Fr e*+ikd (für k=1, 2,3,... sind das zwei Funktionen und für k=0 

T 
ist das eine Funktion). Somit ist 


En ; 2. eikd, en e-ie|” 
Y2r Var Y2r k1 


ein vollständiges orthonormiertes System im Hilbertraum L,(o,)=Ly(0, 2, r). Das stimmt mit 
Bemerkung 18.1.1/4 und Satz 18.1.3 überein. Im Falln=2 sind also r zteiX® = (x, +ix,)® harmo- 
nische Polynome, sofern man die Polarkoordinatendarstellung x,=r cos d, ıy=rsin® ver- 
wendet. 


27.2.3. Dreidimensionale Kugelflächenfunktionen 


Wir behandeln den Fall n=3. Wie in Bemerkung 27.2.1/2 sollen (r, #, @) die 
Polarkoordinaten aus 12.4.1 sein, O<r<», 0)<#<r, O0=#<2r. Der Beltramische 
Operator B hat jetzt die Bedeutung aus (27.2.1/1). Schließlich erinnern wir an die 
zugeordneten Legendreschen Funktionen L?(x) aus 27.1.4. 
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Satz. (SW, P)}e=0,1.2,.. mi 
m kr t1l.Ok1,k 
1 j . 
SW, g) = VEz L/"!(cos 9) eime (1) 


ist ein vollständiges orthonormiertes System von dreidimensionalen Kugelflächen- 
funktionen. 


Bemerkung 1. Hierbei ist {S®8, @)}m=-x,...,o,..: ein orthonormiertes System von 2k+1 
dreidimensionalen Kugelflächenfunktionen vom Grad k. Jede andere Kugelflächenfunktion 
vom Grad k läßt sich linear aus diesen 2%-++1 Kugelflächenfunktionen vom Grad k kombi- 
nieren. Aus Satz 27.2.2 folgt dann, daß diese Kugelflächenfunktionen die Eigenfunktionen des 
dreidimensionalen Beltramischen Operators aus (27.2.1/1) sind. 


Bemerkung 2. Wie wir schon mehrfach betonten, kann man jede Funktion f(d, ) € Ly(w3) nach 
dem System {8} entwickeln. Ferner erhält man aus den obigen Betrachtungen, daß 
r®S&)(d, p) homogene harmonische Polynome im R; vom Grad % sind. 


... diese, wie die zahlreichen weiteren Anwendun- 
gen sind es, denen die Mathematik ihr Ansehen 
verdankt, soweit sie solches im weiteren Publikum 
genießt. 


(Hilbert, Naturerkennen und Logik, 1930) 


28. Prinzipien der Quantenmechanik 


28.1. Axiomatik der Quantenmechanik 
28.1.1. Das Hilbertraum-Modell 
In 12.1. hatten wir über mathematische Modelle physikalischer Theorien ge- 


sprochen. Im Fall der Quantenmechanik läßt sich die schematische Darstellung aus 
12.1.2. wie folgt konkretisieren, wobei die Zahlen die Abschnitte angeben, in denen 


Kilberfroum- Quantisierung Quanten- 
Modell, 28.1. mechanik 


28.3. 


Interpretation| 28.2. 


die betreffenden Punkte behandelt werden. In diesem Abschnitt betrachten wir die 
zugehörige mathematische Theorie, wobei wir an die Spektraltheorie selbstadjun- 
gierter Operatoren aus Kap. 26 anknüpfen. Wie dort, so soll auch hier Z stets ein 
(komplexer separabler) unendlich-dimensionaler Hilbertraum sein. 

19* 
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Definition. Ein quantenmechanisches System & = {N, P} besteht aus einem selbstadjun- 
gierten Operator X in H und einem eindimensionalen Unterraum W in H. Hierbei 
heißt X Hamiltonoperator von & und Y Zustand von ©. 


Bemerkung 1. Im Moment handelt es sich um die Definition von mathematischen Begriffen, 
die vorerst keinen physikalischen Inhalt haben. Die Wahl der Worte deutet aber bereits spätere 
physikalische Interpretationen an. 


Bemerkung 2. Ein eindimensionaler Unterraum % von H besteht aus allen Elementen j, 
wobei y€H mit |y)|=1 ein festes Element und A eine beliebige komplexe Zahl ist. Hierbei ist 
y bis auf einen komplexen Faktor vom Betrag 1 eindeutig bestimmt. In diesem Sinne werden 
wir in Zukunft auch S={äl, yp} mit |p]|=1 als quantenmechanisches System bezeichnen und y 
den zugehörigen Zustand nennen. y kann man also auch durch ei, o reell, ersetzen. Alle Be- 
griffsbildungen müssen somit invariant gegenüber der Ersetzung y—ei® sein. 


28.1.2. Die Dynamik quantenmechanischer Systeme 


Wir betrachten ein quantenmechanisches System, das von der Zeit abhängt 
(genauer: von einenıreellen Parameter, den wir Zeit nennen), S(z\ = {X, y(t)}. Hierbei 
soll der Hamiltonoperator X(f) =%X zeitunabhängig sein, veränderlich ist also nur der 
Zustand y(?). Im Sinne von Bemerkung 28.1.1/2 ist ||yp(i)|| =1. Wir legen jetzt axio- 


i 5 ° e RN: h 
matisch fest, was y(f) für £>0 ist. wenn y(O) und X bekannt sind. Hierbei ist = 


I 
mit dem Planckschen Wirkungsquantum h=6,62 - 1077 erg - s. 


Axiom. Das quantenmechanische System = {Ay} zum Zeitpunkt t=0 geht in das 
.d 
. an = ap > IH . 
quantenmechanische System S()={X, plt)} mit yi)=e " y zum Zeitpunkt t=0 
über. 


t 

i—H e 3 : e 

Bemerkung 1. Hierbei hat e N die Bedeutung aus Satz 26.4.5 und Satz 26.4.4/2 mit A=X 
N: 


R 
ii —i—l 
und e(t)=e N. Insbesondere iste N" nach 26.4.4. und Satz 26.4.3 ein unitärer Operatorim 
Hilbertraum 7. Somit gilt |y(t)|= \y||=1. Nach Bemerkung 28.1.1/2 ist das Axiom sinnvoll. Es 
beschreibt die Dynamik des Systems ©: die Änderung des Zustands ıp(?) bei konstantem Hamil- 
tonoperator X. 
Bemerkung 2 (Schrödinger-Gleichung). Analog zum R, und (', kann man in H einen Ablei- 


tungsbegriff einführen. pl!) =0o FH heißt differenzierbar, falls für =0 


lim wit +d) wit) 
3-0 IN in H 


existiert. (Für =Ü0 hat man den rechtsseitigen Limes ö, 0 zu nehmen.) Hat (ft) die Bedeutung 


aus dem Axiom und ist p& D(), so kann. man zeigen, daß (f) differenzierbar ist und der ab- 
strakten Schrödinger-Gleichung 


yi= -+ Kplt). ylO)=peDüt), (1) 


genügt. Insbesondere ist stets y{t)eD(X). Man kann auch folgende Umkehrung beweisen: 
ist ye.D(ü), so besitzt die Differentialgleichung (1) genau eine Lösung y(t) mit y(0)=y. Für 
vEeD() sind das Axiom und (1) gleichwertig. Das Axiom ist allgemeiner, da es für beliebige 
weh gilt, (1) ist dagegen eleganter. Da die physikalisch interessanten Zustände, die wir später 
betrachten, zu D(}l) gehören, ist kein wesentlicher Unterschied zwischen der abstrakten 
Schrödinger-Gleichung (1) und dem Axiom. 


| 
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28.1.3. Stationäre Zustände 


Definition. Ein quantenmechanisches System S-{M, w} heißt stationär (oder stabil) 
falls S(t)= 5 für t=0 im Sinne von Axiom 28.1.2 gt. 


Bemerkung 1. Nach Axiom 28.1.2 und Bemerkung 28.1.1/2 ist S stationär, falls es eine reelle 
Funktion o(f) mit y(t) =ei@®y gibt. Das System verharrt also zeitlich stets in dem gleichen 
Zustand. Derartige stationäre Zustände sind von besonderem Interesse. Mit ihrer Hilfe erhält 
man z. B. eine quantenmechanische Begründung für die Existenz von Atomen und Molekülen. 


Satz. Ein Zustand y eines quantenmechunischen Systems S={X, y} ist genau dann 
stationär, wenn y ein Eigenelement des Hamiltonoperators Ü ist. 


Bemerkung 2 (Energieniveau). y ist also genau dann stationär, wenn es eine reelle Zahl # mit 
Up Ey gibt. E ist der zugehörige Eigenwert und heißt Energie. 


Bemerkung 3. Eine Richtung des Beweises des Satzes ist einfach. Aus Uy=Ey folgt 
(Er+0-En)y=y und somit 
t d 
-i—% -i—E 
pi)=e "pre io y 


nach Satz 26.4.4/2. Die Umkehrung ist etwas komplizierter. 


28.2. Interpretationen 
28.2.1. Das Bohrsche Postulat 


Die Interpretationen im Sinne des Schemas aus 28.1.1. des Hilbertraum-Modells 
fassen wir im wesentlichen in zwei Interpretationsregeln zusammen: das Bohrsche 
Postulat und die statistische Interpretation, die wir in 28.2.2. beschreiben werden. 
Betrachtet wird jetzt folgende Situation: Vorgegeben ist ein quantenmechanisches 
Systenı mit dem Hamiltonoperator X, das sich in einem stationären Zustand y, 
befindet, also Ay, = E,y,- In diesem Zustand kann das System beliebig lange ver- 
harren. Später werden wir die bisherigen (mathematischen) quantenmechanischen 
Systeme mit konkreten (physikalischen) quantenmechanischen Systemen identi- 
fizieren. Derartige Systeme können spontan, etwa durch äußere Einflüsse wie elek- 
tromagnetische Strahlen. von dem stationären Zustand y, in einen anderen sta- 
tionären Zustand », springen, wobei sich der Hamiltonoperator U nicht ändert. 
Also ist Is, = Kaps. Physikalisch interpretiert man das auch so, daß das System, 
gekennzeichnet durch den Hamiltonoperator X. vom stationären Energieniveau A, 
in das stationäre Energieniveau E, springt. Bei diesem Vorgang wird elektroma- 
gnetische Strahlung absorbiert oder emittiert. Vor und nach diesem Vorgang befin- 
det sich das System jeweils in einem zeitlich unveränderliehen stationären Zustand. 


Bohrsches Postulat (1. Interpretationsregel). Ist X der Hamiltonoperator eines quan- 
tenmechunischen Systems, das spontan von dem stablonären Zustand y, mit Ny, = Ey, 
in den stationären Zustand ys mit KW, = Kay, springt, so wird eleklromagnelische 


l ; Bi 
Strahlung der Frequenz ı=T \E,— Es, absorbiert oder emittiert. 
, 2 


Bemerkung 1. Hierbei ist h wieder das Plancksche Wirkungsquantum aus 28.1.2. Da der 
Hilbertraum H separabel ist, hat JC höchstens abzählbar unendlich viele Eigenwerte. Somit 
gibt es auch nur höchstens abzählbar unendlich viele scharfe Frequenzen im Sinne des Postu- 
lats, Das ist die Basis zur Erklärung der Absorptions- und Emissionsspektren von Atomen und 
Molekülen. 
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Normalzustand: Ein stationäres quantenmechanisches System {X, y} ist bestrebt, einen 
Zustand minimaler Energie anzunehmen. 


Bemerkung 2. Gefragt ist also nach einem kleinsten Eigenwert E des Hamiltonoperators X und 
zugehörigen Eigenelementen y. Ist das stationäre System ungestört, so hält es sich in einem 
solchen Zustand y auf. Elektromagnetische ‚Strahlung scharfer Frequenzen v im Sinne des 
Postulats regt das System an, es springt in einen Zustand höherer Energie und absorbiert 
dabei elektromagnetische Strahlung entsprechender Frequenzen. Später springt dann das 
System spontan auf kleinere Energieniveaus zurück und emittiert dabei elektromagnetische 
Wellen entsprechender Frequenzen. 


Bemerkung 3. Die obigen Betrachtungen setzen voraus, daß iÜ Eigenwerte hat bzw. daß ein 
kleinster Eigenwert existiert. Viele konkrete quantenmechanische Operatoren haben diese 
Eigenschaft, wie wir später sehen werden. 


Gott würfelt nicht 
(Einstein, der die statistische Interpretation der 
Quantenmechanik ablehnte) 


God casts the die, not the dice 
(Literarisch überhöhte Variante) 


28.2.2. Die statistische Interpretation der Quantenmechanik 


Die Problemstellung wird jetzt erweitert, indem wir „Fragen“ an ein gegebenes 
quantenmechanisches System S={$, y} zulassen. Eine solche Frage soll mit einer 
Meßvorschrift verknüpft sein, die als Meßwert eine reelle Zahl liefert. Ist z. B. das 
(konkrete physikalische) quantenmechanische System des Wasserstoffatoms in 
einem gewissen Zustand gegeben, so kann man etwa nach Ort oder Impuls des Elek- 
trons oder nach dem Abstand Atomkern — Elektron fragen (natürlich investiert 
man in derartige Fragen bereits eine gewisse Modellvorstellung vom Wasserstoff- 
atom). Das Problem ist, derartige Fragen in die obige Theorie einzupassen. Hierzu 
ordnet man jeder (sinnvollen) Frage einen selbstadjungierten Operator A zu, der in 
diesem Zusammenhang auch Observable genannt wird. Das Verfahren dieser Zu- 
ordnung beschreiben wir später. {Kj}zen, sei die Spektralschar von A im Sinne von 
Satz 26.4.5. In Analogie zu 26.4.2. setzen wir 


Ey=#,—-E, für B=[a,b) mit -»=a<b==, 
E;=E,—-E, für B=(a,b) mit —-==4<b==, 
Ea=Ey40-Ea für B=[a,b] mit -o»<a=b<«, 


Epr=Ey,ı0o-Ea:0 für B=(a, b] mit -osu<b<o. 
Hierbei ist E_-40=0 und E_=E. 


Statistische Interpretation (2. Interpretationsregel). Die Wahrscheinlichkeit dafür, 
daß die Messung, die zur Observablen. A gehört, einen Wert liefert, der im Intervall B 
liegt, ist gleich |Ezy|?=wi(w, A, B). 


Bemerkung 1. Ist B=(-—»,}), so ist Pz=E;. Aus 26.4.1. folgt, daß A) =||E,yp]]? mit |yl|=1 
eine Verteilungsfunktion ist. Es gilt A(»)=1 und 


IE» Ba) yi?=| Ep? Eayl?=htb) —hla) 


für b=a. Aus 13.3.4. und 13.3.5. folgt nun, daß man w(y, A, B) in eindeutiger Weise zu einem 
Wahrscheinlichkeitsmaß auf den Borelmengen im R, fortsetzen kann. Das rechtfertigt die 
Bezeichnungsweise. 


Bemerkung 2, Die Frage der klassischen Physik „Welchen Wert liefert die Messung?“ hat man 
also in der Quantenmechanik durch die Frage „Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß der 
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Wert in eine gewisse Menge fällt?“ zu ersetzen. Einstein hat sich mit dieser Deutung nie an- 
freunden können, obwohl er anerkannte, daß sie logisch einwandfrei und sehr erfolgreich ist. 
Er glaubte vielmehr an tiefere deterministische Zusammenhänge, deren Vergröberung statisti- 
sche Aussagen der obigen Form liefert. 

Bemerkung 3. Ist » ein Eigenelement von A zum Eigenwert a, so folgt aus Satz 26.4.6, daß 
Yy=(Ea+0-Ea)w gilt. Mit B={a} ist dann w(y, A, {a})=\yp|?=1. Mit Wahrscheinlichkeit 1 
erhält man also bei der Messung den Wert a. 


28.2.3. Die Heisenbergsche Unschärferelation 


Definition. Es seien S={H, 9} ein quantenmechanisches System und A eine Obser- 
vable. Ist geD(A), so heißen (Ag, p) Mütelwert und ö(y, A)=|AP- (AP; p) pl 
Varianz der zu A gehörenden Messung. 

Bemerkung 1. Aus 28.2.2. folgt, daß h(A)=||E;pl?=w(p, A, (—», 4)) die Verteilungsfunktion 
ist, die das Wahrscheinlichkeitsmaß w auf R, erzeugt. Hierbei ist {Eilae R, die zu A gehörende 
Spektralschar im Sinne von Satz 26.4.5. Aus den Betrachtungen in 26.4.4. ergibt sich relativ 
leicht, daß 


(dp. p) =/ Adh(?.), tn, A) / [#-(49, p)|? dA(A) (di) 
1 1 
ist. Das sind aber die bekannten Definitionen aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Die Größe 
von ö(p, 4) gibt an, mit welcher Genauigkeit der Mittelwert (A, @) angenommen wird. 


Bemerkung 2. 4 sei ein Operator mit reinem Punktspektrum im Sinne von 26.4.7. Die Eigen- 
werte werden mit {},}%-ı bezeichnet. Dann konzentriert sich die gesamte Masse des Wahr- 
scheinlichkeitsmaßes w{p, A, B) (B ist jetzt eine Borelmenge im R,) in den Punkten };, also 
w(g, 4, {F2)£-1)=1. Bei einer Messung wird also einer der Punkte A, mit Wahrscheinlichkeit 1 


angenommen. Ist = Dc;pg, wobei {pr}F-ı ein vollständiges orthonormiertes System von 
1 


Eigenelementen des Operators 4A ist, Ap; =/,Yr, So reduziert sich (1) auf 


(dp, P) nn 2 I w(p, 4, {44}) ai 63 Arlcg]? D 
k=1 k=1 


59, 4= 2 Va-(An, pl? up, A = Zjir-(4p, Q)? Ion? 


Hierbei ist 3 |c;]?=1. 
k=1 


Bemerkung3, Eine Messung heißt scharf, falls ö(p, 4)=0 gilt. Aus der Definition der Varianz 
und (1) liest man leicht folgende Eigenschaften ab: 1. Eine Messung ist genau dann scharf, 
wenn 9 Eigenelement von A ist. Ist u der zugehörige Eigenwert, also Ap=u9, so gilt (Ag, ) = u. 
2. Eine Messung ist genau dann scharf, wenn der Mittelwert (Ag, p) mit Wahrscheinlichkeit 1 
angenommen wird. Ist 4=%f der Hamiltonoperator des Systems, so kann also die Energie des 
Systems dann und nur dann scharf gemessen werden, wenn g ein stationärer Zustand ist. (Man 
vergleiche mit 28.2.1.). 

Satz. S={Ü,p} sei ein quantenmechanisches System. A und B seien Observable. Ist 
g£D(A)ND(B), AgceD(B) und Bpe.D(A), so gilt 


1 
Ay, A) dp, B)=Z |BAP—-ABp, pP). (2) 
Bemerkung 4. Als Spezialfall erhält man hieraus die Heisenbergsche Unschärferelation: Ist 


h 
(BA-AB) 9=- 9, so gilt 


h 
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h 9 h 
Ersetzt man T durch o, so gilt (3) mit 5 statt >. Formel (3) besagt, daß eine relativ scharfe 
Messung bezüglich 4 (also ein kleiner Wert von ö(g, 4)) eine relativ unscharfe Messung bezüg- 


lich B (also emen großen Wert von öfg, B)) zur Folge hat. Ferner zeigt Bemerkung 3, daß es 
keine Eigenelemente von A oder B mit den im Satz genannten zusätzlichen Eigenschaften gibt. 


Vorstellungen ohne Erfahrungen sind leer; 
örfahrungen ohne Vorstellungen sind blind 
(A. Einstein) 


25.3.  Quantisierung 
28.3.1. Die Quantisierungsregel 


Um das Schema in 28.1.1. zu vervollständigen, müssen wir noch die Frage klären, 
wie ıman ein konkretes physikalisches Problenı der Quantenmechanik in unseren 
Kalkül umsetzt. Entscheidend hierbei ist die Gewinnung des zugehörigen Hamilton- 
operators X. Seine Spektraleigenschaften bestimmen dann die stationären Zustände 
zugehöriger quantenmechanischer Systeme sowie die Absorptions- und Emissions- 
spektren elektromagnetischer Strahlung. 


Quantisierungsregel. Betrachtet wird ein n-Teilchen-System der Mechanik und Elek- 
irodynamik mit der klassischen Hamiltonfunktion Ha; - - - > Xinz Pir = > Pan); wober 
Ks r es au hartesische Ortskoordinaten und ps -.- , Pin Impulskoordinaten sind. 
Der Hamiltonoperator X des zugehörigen quantenmechanischen Systems wird dann aus 


£ 


2. i r ho 
dem Differentialauusdruck Mg -/(2 — — | 9 gewonnen. 
i xy 


Bemerkung 1. Die Prozednr läuft wie folgt ab: Zuerst: bildet: man die Klassische Hamiltonfunk- 
tion flep, pr) (mit k=1,..., 3n) nach den Spielregeln der Punktmechanik und Elektrodynamik. 
Hierbei ist (&3£ — 2, 3 — 1, ug) mitk=1,.... nder Ort des k-ten Teilchens, und (p.£ —2, P3x— 1: P3r:) 
ist sein Impuls. Anschließend ersetzt man «; durch den Multiplikationsoperator x; und pr 


10 
durch den Differentialoperator — ‚ wobei A die Bedeutung aus 28.1.2. hat. Das liefert 
ICE 


ho 
einen Dilferentialausdruck Kg =f (2. = 5.) y. Man muß jetzt noch einen passenden Hilbert- 
1 dx, 
raum H wählen, in vielen Fällen wird dies # = La(Ryy) sein, und ein Definitionsgebiet DL) 
festlegen. Um Anschluß an die Theorie zu erhalten, muß ül selbstadjungiert sein. Es würde 
aber auch reichen, wenn Ül wesentlich selbstadjungiert ist. In diesem Fall könnten wir 3 als 
Hamiltonoperator wählen. 
Bemerkung 2. Die Quantisierungsregel ist nicht zweifelsfrei. Einerseits sind verschiedene 
ergänzende Zutaten notwendig wie die Wahl des Hilbertraumes 77 und des Definitionsgebietes 


r Ense eg of ; 1 0 aa 
Diät). Andererseits ist aber selbst die Bildung des Differentialausdrucks f (z. T =) nicht in 
6 


allen Fällen eindeutig. Betrachtet man etwa die Bildung x, p,, so ist natürlich &,p, = px. Die 
ho 
Quantisierung dieser beiden Ausdrücke liefert x, — 3? und 
j i da, 
ho h gg A 
=” Du =ı,r - 
ix i da, iu 


die nicht gleich sind. Der Grund besteht darin, daß man von dem kommutativen Bereich der 
reellen Zahlen ausgeht und von dort in den nicht-kommutativen Bereich der Operatoren über- 


1 
setzt. Die Physiker sind in solchen Situationen sehr weise und quantisieren z (@Pı +Pıı)- 
2 


D 


oO 
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Bemerkung 3. Wir haben die Quantisierungsregel für Teilchen im Ry formuliert. Für ein- oder 
zweidimensionale Probleme gilt natürlich eine ganz entsprechende Regel. Entscheidend ist 
ho 


stets die Ersetzung 2; > 7 und + —— » 
i 1 de; 


28.3.2. Beispiele zur Quantisierung 


Das freie eindimensionale Teilehen: Betrachtet wird ein Teilchen der Masse m, das 
sich unbeeinflußt von äußeren Kräften frei auf dem Z, bewegen kann. Die klas- 
a e ‚ RL: 32 : au . 
sische Hamiltonfunktion ist f(x. p) = —, Die Quantisierung liefert 

Zm 


- 


hd 1 /b.d\: h? dp 

ee. » 
REN ai ae) FF 2m dw? 

Als Hilbertraum bietet sich H = La( It,) und als Definitionsgebiet D{A) = C( R,) an. 

Hierbei ist wie früher O4(R,)=D{F,) die Gesanitheit der komplexen im A, beliebig 

oft differenzierbaren finiten Funktionen. Man sieht also, daß in (1) ganz formal mit 

den Ableitungen gerechnet wird. 


Der harmonische Oszillator: Den klassischen harmonischen Oszillator hatten wir 
7 
' ; e : Ir u= eo . 3 
schon in 12.3.4. behandelt. Die Hamiltonfunktion ist f(x, p) = hs x, Quanti- 
2m 2 


sierung liefert 


Als Hilbertraum nehmen wir wieder H=Ls(I%,) und als Definitionsgebiet DA) — 
-CHR)). 


Atome: Wir betrachten ein Atom, dessen Atonıkern fest im Nullpunkt des Koordi- 
natensystems sitzt und das n Elektronen besitzt. Die Ortskoordinaten und Impuls- 
koordinaten des &-ten Elektrons sind (a. -2. Xp 1; &) bzw. (Ps _2. Pre Par): 
Die Hamiltonfunktion ist 


4 1 = 0} = ie 1 © 
fan Pm)=5 Z pr-LEe I te L — (3) 
m 51 R=1T% I=k "Ik 


; .2 3; 2, te h . ey BEN, 
= Vater Va a Ru)? + (ar)? + RR rn)?» 


Hierbei sind m und e Masse und Ladung des Elektrons, während Z die Kernla- 
dungszahl ist. Z=n sind neutrale Atome und Z=n geladene Tonen. Quantisierung 
liefert 


ler h? ya 1 | 
Aatomf zu Fre Ap+ — Ze? u Te Zu TE (4) 
Im k=1Tk I>kTI,k 
oE ano 
Hierbei ist le = Fe Wir wählen Y=Ls(R;,) als Hilbertraum und DA gtom) = 
r=1Cd4r 


=(ö(Ra.) als Definitionsgehiet. Wir erinnern daran, daß Cä(Rs,) =D(R;.) die 
Gesamtheit der komplexen, in A; beliebig oft differenzierbaren finiten Funktionen 
ist. Wandelt man (4) in naheliegender Weise ab, so erhält man einen entsprechenden 
Differentialausdruck für Moleküle. 


298 28. Quantenmechanik 28.3.2. 


Wasserstoflatom im elektromagnetischen Feld: Betrachtet wird das neutrale Wasser- 
stoffatom in einem zeitlich unveränderlichen äußeren elektromagnetischen Feld 
mit der elektrischen Feldstärke &(x) und der magnetischen Feldstärke B(x). Hierbei 
ist 2=(®, 29, %)ER,. Entsprechend (24.3.3/3) sei B(x)=rot Ulx) und E(x)= 
grad D(x), wobei X(x)= (A, (x), Aslz), Az(z)) das Vektorpotential und D(x) das ska- 
lare Potential ist. Man kann ohne Beschränkung der Allgemeinheit div (x) =0 vor- 
aussetzen. In (3) muß man jetzt Z=n=1 setzen und zusätzlich das elektromagne- 
tische Feld berücksichtigen. Es ergibt sich nach den Regeln der Elektrodynamik 


12 2 0 
Ma 3 au Dis Da) = 2, (m Aue) -Z-e0ie) ©) 


als klassische Hamiltonfunktion. Hierbei wird wieder angenommen, daß der Atom- 
kern im Nullpunkt sitzt. (x), &, %3) ist der Ort und (?,, ?9; P3) der Impuls des Elek- 
trons, r=Yx]+23+.x3. Ferner ist m die Masse und & die Ladung des Elektrons, e ist 
die en Wendet man die Quantisierungsregel an und berücksich- 
tigt man div U(x)=0, so 


® 3 2 r € )r. 
Hyrp = en en 
IKxrg Ay AM Im AI? ed(x) (6) 
wobei ee aa re de = — +. Als Bil- 


Di 083 ei 
bertraum wählt man Z=L,(R;) und als Definitionsgebiet D(Xy,r)=CH(R3). 


Wasserstoffatom im schwachen konstanten Magnetfeld: Von besonderem Interesse 
ist 
A 
D(x)=0, Ayla) = = > Ad=Zz m. Asa)=0, 
wobei A eine Konstante ist. Es ergibt sich E(x) =0, div X(z) =0 und B(x)= (0, 0, A). 
Es handelt sich also um ein räumlich und zeitlich konstantes Magnetfeld, das in 
x;-Richtung zeigt. Ist |A| klein, so hat man ein schwaches Magnetfeld. In diesem 
&2 

Int X)? vernach- 
lässigen zu können. Für das Wasserstoffatom im konstanten schwachen Magnetfeld 
B(x)=(0, 0, A) macht man somit den Ansatz 


Fall glaubt man sich dazu berechtigt, den störenden Term —— 


h2 he ( öp *) se 
Fa 1 —— 7 
Hzeey = Im AR 2mei Er 0% m ol r 9) m 


wobei wieder H=L,(R,) der zugehörige Hilbertraum und D(Xzee) = C5(R,) das 
Definitionsgebiet ist. 


Bemerkung. Für eine Reihe wichtiger physikalischer Beispiele haben wir Differentialausdrücke 
Xg im Sinne der Quantisierungsregel aus 28.3.1. beschrieben. Die angegebenen Definitionsge- 
biete D(&) und Hilberträume H garantieren in allen Fällen, daß X wesentlich selbstadjungiert 
ist (wobei man in (5) physikalisch sinnvolle Zusatzbedingungen an A;(x) und (x) stellen muß). 
X ist somit als Hamiltonoperator der entsprechenden Probleme verwendbar. Zugleich zeigen 
die Betrachtungen, daß die Quantisierungsregel wohl entscheidende Hinweise bezüglich der 
Struktur der zu verwendenden Differentialoperatoren liefert, daß wir aber von Fall zu Fall 
passende Modifikationen vornehmen. Ein Beispiel hierfür ist zes. Später werden wir neue 
Hamiltonoperatoren konstruieren, wobei wir uns noch weiter von der Quantisierungsregel 
entfernen werden. 


1) Mit diesem Operator wird der sog. Zeeman-Effekt erklärt (siehe 28.5.2.). 
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38.4.  Ein-Teilehen-Probleme 
28.4.1. Das freie eindimensionale Teilchen 


Satz 1. Der Operator Xg = — - — ; mit DI) = CH R,) ist im Hilbertraum H = Ls(R,) 


wesentlich selbstadjungiert. Es gilt Cx=[0, >) und Da =®. 


Definition. X aus Satz 1 ist der Hamiltonoperator des quantenmechanischen Systems 
eines freien Teilchens der Masse m, das sich auf Ry bewegt. 
Bemerkung 1. Die Definition wird durch Satz 1 und (28.3.2/1) nahegelegt. 0; und Dz; haben 


die Bedeutung aus 26.2.1. und 26.2.2. Satz 28.1.3 zeigt dann, daß das freie eindimensionale 
Teilchen keinen stationären Zustand besitzt, also nicht stabil ist. Nach Bemerkung 28.2.3/3 hat 
dies zur Folge, daß man die Energie dieses Systems in keinem Zustand scharf messen kann, 


Bemerkung 2. Es sei jetzt S={$l, y} das quantenmechanische System des freien eindimensio- 
nalen Teilchens, das sich im Zustand yEL,(R,) befindet. Im Sinne von 28.2.2. stellen wir die 
Frage: „Wo befindet sich das Teilchen?“ Dieser Frage müssen wir eine Observable A zuordnen. 
Es ist naheliegend, wieder die Quantisierungsregel aus 28.3.1. zu bemühen und der Frage „In 
welchem Punkt z€ R, befindet sich das Teilchen?“ die Observable A, 


Ap=zp(e), DiA)={P | Plz)ELxRı), zplz)€La(Rı)} (1) 
zuzuordnen. 
Satz 2. Essei -=za<b==, und y sei der Zustand des freien eindimensionalen Teil- 
chens. Dann ist Finteyl? dx die Wahrscheinlichkeit dafür, daß sich das Teilchen im 
Intervall (a, b) aufhält. 


Bemerkung 3. Der Satz ergibt sich aus der statistischen Interpretation aus 28.2.2. Man prüft 
relativ leicht nach, daß A aus (1) ein selbstadjungierte Operator in Zu(R}) ist. Die zu A gehö- 
rende Spektralschar {E}}2cr, im Sinne von 26.4.5. ist 


(Eip) (&)=x(- =, 7a) Pla) für pElzlRı), 


wobei 2(—=, })(&) die charakteristische Funktion für (— =, ) ist, also y(-—»,7)(2)=1 für 
&<), und y(—»,})(@)=0 für >}. Hieraus gewinnt man leicht die Aussage aus Satz 2. 


28.4.2. Der harmonische Oszillator 


h2? d2? 
2m da? 
Ls(R,) wesentlich selbstadjungiert. X ist ein Operator mit reinem Punktspektrum. Die 


k 
Satz. Der Operator Hp = - — —;+ j xp mit DU) =CS(R,) ist im Hilbertraum 


Eigenwerte sind E=h/ (145) mit 1=0, 1, 2,... Diese Eigenwerte sind ein- 
m 


fach, und bei passender Wahl der positiven Konstanten c; in Satz 27.1.3 sind 
f 1 


5) 


H((km)* h ? x) zugehörige orthonormierte Eigenfunktionen. 


Bemerkung 1. Abgesehen von den physikalischen Konstanten ist dies eine Wiederholung von 
Satz 27.1.3. Insbesondere sind Hı(z) die Hermiteschen Funktionen aus 27.1.3. 


Definition. X aus dem Satz ist der Hamiltonoperator des quantenmechanischen Systems 
des harmonischen Oszillators. 
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Bemerkung 2. Die Definition wird durch (28.3.2/2) und den obigen Satz nahegelegt. m und % 
haben für den klassischen harmonischen Oszillator die Bedeutung aus 12.3.4. Der quanten- 
mechanische harmonische Oszillator besitzt somit abzählbar unendlich viele stationäre Zu- 
1 

Ge 1 2 
stände Hıllkm)! h 2 x). Der’ Normalzustand ist Hallkm)*+ hı 
Die zugehörigen Energieniveaus sind Er. 


> 
Pe — (km) nie? 
2 a)=oge ? : 


28.4.3. Das relativistische freie Teilchen im Rz 


Analog zu 28.4.1. kann man ein freies Teilchen im Ay behandeln. X bat dann die 


7 


Form Ügp= —-5— Jg, wobei 4 der dreidimensionale Laplace-Operator ist. Die 
2m 


Dymanıik des A quantenmechanischen Systems wird dann durch die 
ih 
> » . er FE F ER E)) DE Be »— [% . = 
Schrödinger- -Gleichung < 5, Ag aus (28.1.2/1) mit g= gl, D), = (X, %a, 0), be- 


schrieben. Diese Gleichung zeigt deutlich, daß unser bisheriges Vorgehen nicht- 
relativistisch ist (auch die Hamiltonfunktion in der Quantisierungsregel aus 28.3.1. 
basiert auf der nicht-relativistischen Mechanik und Elektrodynamik). Die Lorentz- 
Transformationen der speziellen Relativitätstheorie aus Kap. 25 vermischen Raum 
und Zeit. Damit ist klar, daß eine Schrödinger-Gleichung, die ein relativistisches 
quantenmechanisches Teilchen beschreiben will, Ableitungen nach Raum und Zeit 
in gleicher Ordnung enthalten muß. Hält man an der bewährten Form (28.1.2/1) 
der abstrakten Schrödinger-Gleichung fest, so muß ıman für einen Differentialaus- 
druck erster Ordnung bezüglich der räumlichen Variablen suchen. Andererseits 
hat sich —.d (mit passenden Konstanten multipliziert) als Hamiltonoperator für 
das freie nichtrelativistische Teilchen bewährt. Die Kombination beider Gedanken 
legt nahe, Operatoren der Form Y— zu benutzen. Im Rahmen der Spektraltheorie 
aus Kap. 26 kann man Y— .l einen präzisen Sinn geben. Das Resultat ist leider kein 
Differentialausdruck erster Ordnung. Den Ausweg aus diesem Dilemma hat Dirac 
durch folgende Konstruktion gewiesen: Statt des Hilbertraumes Zu(R,) als Basis- 
raum wird der Hilbertraun 


LiRa)=if f= if Far far Fahı Fr&Lala)} (1) 
+ 
mit dem Skalarprodukt (f. 9),: ur)” Zr I)LiR) J=9e: 9% 9 93); betrachtet. 


(Die obere 2in Lä( Rs) ist der Barckan von 2?—4, später untersuchen wir Räume 
L3( R;) mit 2* Komponenten.) Gefragt wird nach einem Differentialausdruck X erster 
Ördnung in den räumlichen Variablen, dessen Quadrat I, abgesehen von multiplika- 
tiven Konstanten, mit (— 4, — 4, — 4, — 1) übereinstimmt. Ein solches Resultat 
würde den obigen heuristischen Bemerkungen voll Rechnung tragen. Die nach- 
folgenden Betrachtungen zeigen, daß diese Wünsche realisierbar sind. 


Matrizen: Ist o=(0,.,)} ,_, eine quad ratische N-reihige Matrix mit komplexen Koeffi- 
zienten, so heißt o*= (of )i._, mit of,= O4 die adjungierte Matrix. o heißt selbst- 
adjungiert, falls « — o* ist. Betrachtet man Matrizen als Abbildungen im komplexen 
Raum Ü'y, so stimmen diese Bezeichnungen mit den üblichen Begriffen der Opera- 
torentheorie überein. Quadratische N-reihige Matrizen o,,..., oyr bilden ein anti- 
kommntierendes normiertes System, falls 0,0; = — 0107, für /#% gilt und o7 die 
Einheitsmatrix ist, 7=-1,...,M und k=1,..., M. Wir betrachten hier zwei- 
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reihige und vierreihige Matrizen. Die vierreihigen Matrizen stellen wir auch als 


be =) dar, wohei x;; zweireihigen Matrizen sind. 
21 %2 


Lemma. (a) Die selbstadjungierten zweireihigen quadratischen Matrizen 
joi _f0 -i ee 
an): Rai de Fon 


bilden ein antikommutierendes normiertes System. 
(b) Die selbstadjungierten wierreihigen quadratischen Matrizen 


0 -ie; 10 01 
x. = y =, k=1,2,3, = z ’); »=(? 1) (3) 
io; 0 0-1 10 


bilden ein antikommutierendes normiertes System. Ilerbei sind o,, 0. a, die Matrizen 


aus (2), sowie 1- (o n ) = (0 0) 


Bemerkung 1. o,. o, und o, sind die Paulischen Spinmatrizen, &... .. &; sind die Diracschen 
Matrizen. 


Der Operator XPhae: Sind x; die Diraeschen Matrizen, so setzen wir 


sat ch £& 2 e 
KDiracg = — 7 & = +meiarE . (4) 
I CL; 


Hierbei hat ii die Bedeutung aus 28.1.2., c ist die Liehtgeschwindigkeit, und n ist 
die Masse des betrachteten Teilchens. Ferner ist = {y1(®); P9(&); Fal&); Pal®)} mit 
- ö ‚6 ör, dm © 

prla)e CH n) und z& Ra. Schließlich haben x; und x; "mit rn [Pi ; pa ; ins 
öp X 0X, Lex; or. 6% 
Bi die übliche Bedeutung der Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor, 
CCk 

wobei g und 


an ’ 


als Spaltenvektoren anzusehen sind. NPlras ist, wie gewünscht, ein 


Differentialausdruck erster Ordnung. Unter Verwendung des Lemmas kann man 
zeigen, dab 

(KPirae)2g = {Bpi, Boa, Bes. Bei} 
mit By = m2ciy — eN? Ay gilt. Damit haben wir den Anschluß an die obigen heuristi- 
schen Betrachtungen erhalten, und man kann versuchen, AXP"# zur quantenmecha- 
nischen Beschreibung des relativistischen freien, Teilchens im R, zu benutzen. 


Satz. Der Operator KXPirae aus (4) mit dem Definitionsgebiet 

DPI) — {p | P= {pur Par 95: Pahı FreCälRz)} 
ist im Hilbertraum L3(R3) wesentlich selbstadjungiert. Es ist 

Dipim=0 und CHDire=(-— >; —me2]U [me?, >). (5) 
Definition. APirac ist der Ham illonoperator des quantenmechanischen Systems eines 
relativistischen freien Terlchens im Ra. 


Bemerkung 2. Der Satz und die Vorbetrachtungen legen diese Definition nahe. Man kann zei- 
gen, daß die zugehörige abstrakte Schrödinger-Gleichung (28.1.2/1) tatsächlich den Erforder- 
nissen der speziellen Relativitätstheorie aus Kap. 25 gut angepaßt ist. Aus 28.1.3. folgt wieder, 
daß auch das relativistische freie Teilchen keinen stationären Zustand hat. 


Bemerkung 3. Bis zur Aufstellung von XPirae im Jahre 1928 war man gewohnt, daß alle quan- 
tenmechanischen Operatoren il nach unten haibbeschränkt waren, also Sy <[w, =), wobei wu 
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eine passende reelle Zahl ist. Dem entsprach die Halbbeschränktheit der möglichen Energie- 
werte, was man für physikalisch vernünftig hielt. Der unerwartete und unbeabsichtigte Effekt 
(5) widersprach dieser Auffassung entscheidend. Dirac wurde durch ihn aber zur Vorhersage 
des Positrons veranlaßt, eines Teilchens, das die gleiche Masse wie das Elektron und die Ladung 
—+Je] hat. Das Positron wurde später experimentell nachgewiesen. Hieraus kann man eine in 
Mathematiker- und Physikerkreisen, wohl bekannte Folgerung ziehen: 


„Formeln sind klüger als Menschen“. 


28.5. Das Wasserstoffatom 


28.5.1. Das Wasserstoffatom ohne Spin 


Mit SP (8, g) bezeichnen wir wieder die dreidimensionalen Kugelflächenfunk- 
tionen aus Satz 27.2.3, während L,,(r) die Laguerreschen Funktionen aus Satz 
27.1.5 sind. 


Satz. Der Operator Xp; 


2 &2 
Kae = = dp -—— rR; mit D(Ky) = CH(Rs) (1) 
m 
ist im lülbertraum Ls(.R.) eh selbstadjungiert. Es gilt 
mei)” 
C5y=[0, ©) und Da, "Par aan. r (2) 
[ 

Der Eigenwertraum zum Eigenwert — Say NZ hat die Dimension N? (Vielfachheit des 
Eigenwertes) und wird von den orthogonalen Eigenfunktionen 

Uns.n(&)}z=0,.,n- (3) 


AED 


er Yme? 
mit |x,,u®) =r 3 Leı “u-r-1[ EN ) SG (#, 9), aufgespannt. 


Bemerkung 1. %z ist der Operator Xatom aus (28.3.2/4) mit Z=n=1 oder der Operator Ky,v 
aus (28.3.2/6) bei Abwesenheit elektromagnetischer Felder. Alle Größen haben die dortige 
Bedeutung. ützr entspricht also dem neutralen Wasserstoffatom. Der Satz legt somit folgende 
Festlegung nahe. 


Definition. Hy ist der Hamilitonoperator des quantenmechanischen Systems des 
Wasserstoffatoms mit festem Atomkern im Nullpunkt. 


Bemerkung 2. Wir werden später noch andere Hamiltonoperatoren für das Wasserstoffatom 
beschreiben. Hierbei handelt es sich stets um das neutrale Wasserstoffatom mit festem Atom- 
kern im Nullpunkt. 9% entspricht dem nicht-relativistischen Wasserstoffatom ohne Spin, 
Später untersuchen wir das nicht-relativistische Wasserstoffatom mit Spin (28.5.3). und das 
relativistische Wasserstoffatom (28.5.4.). Aus der Vielzahl der physikalisch sinnvollen Hamil- 
tonoperatoren für das Wasserstoffatom erkennt man wiederum, daß die Quantisierungsregel 
aus 28.3.1. nur ein (wenn auch sehr nützliches) Hilfsmittel ist, das durch teilweise umfangreiche 
Zusatzüberlegungen ergänzt werden muß. 


Normalzustand: Aus 28.1.3. folgt, daß das Wasserstoffatom ımendlich viele statio- 
me 


äre Zustände hat, wobei Exy= — —— 
nare Zustande N hm 


die zugehörigen Energiewerte sind. Der 
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Normalzustand ist nach 28.2.1. der Zustand minimaler Energie, also 
me? 


_ me? eh 
) SB, p)=oe W mit Bj=-— 


1 
Zr 2me? 
ya)=cr ? I | R 


Hierbei sind c, und ca so zu wählen, daß |[y||z.r,y=1 gilt. 


(4) 


Wasserstoffspektrum: Aus dem Bohrschen Postulat aus 28.2.1. kann man jetzt das 
Absorptions- und Emissionsspektrum des Wasserstoffatoms berechnen. Es besteht 
aus scharfen Frequenzen. Ist 


S 4 
=——,— (Rydberg-Konstante), 
so erhält man als mögliche Frequenzen 


R (m) mit N>N,=1. (5) 
Es ist üblich (und historisch bedingt), diese möglichen Frequenzen in Serien zusam- 
menzufassen: N, =1 mit N,=2, 3, ... ist die Lyman-Serie, N =2mit N,=3, 4, .... 
die Balmer-Serie usw. Das Bild zeigt diese Serien qualitativ. Die Frequenzen der 
Balmer-Serie fallen in den Bereich des sichtbaren Lichtes und sind optisch gut 
beobachtbar. Die experimentellen Werte stimmen hervorragend mit diesen theore- 
tischen Werten überein. Erst Präzisionsmessungen ergeben Abweichungen, die wir 
später im Rahmen der relativistischen Theorie behandeln werden. 


Ritz- 
Paschen 


Brockett 


a r 


Bohrscher Atomradius: Bohr hat den Radius des Wasserstoffatoms mit 


h? 
=— »0,53 - 10”"° em 
me 

angegeben. Es fragt sich, ob man diese Zahl im obigen Kalkül wiederfindet. Hierzır 
stellen wir im Sinne von 28.2.2. die ‚„‚Frage‘‘: Wie groß ist der Abstand Elektron — 
Atomkern? Da der Atomkern im Nullpunkt sitzt, ist dies die Frage nach dem Ab- 
stand r des Elektrons vom Nullpunkt. Entsprechend der Quantisierungsregel 28.3.1 
(und in Analogie zu (28.4.1/1)) ordnen wir dieser Frage den selbstadjungierten 
Operator 4, 


(Ap)k&)= x| Hr), D(A)=tp | Pl@)ELs(R;), |e] plx)ELo(R3)}, 
im Raum Zs(Rs) zu. Befindet sich das Wasserstoffatom im Normalzustand y(x) aus 


(4), so erhält man folgendes Resultat: Die Wahrscheinlichkeit dafür, daß der Ab- 
stand des Elektrons vom Nullpunkt zwischen x und A mit O=x=7 == liegt, ist 


1 „= 
IKEA E,) yllluny=eSrre "dr. 
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Hierbei ist {Eyjrer, die Spektralschar von A. Der ‚‚wahrscheinlichste‘“ Wert ist somit 
2 
* . . “ ri F) er . . 
das Maximum der Wahrscheinlichkeitsdichte o(r)=er?e * . Dasist aberr =a (siehe 
Zeiehnung). Auf diese Weise findet man also den Bohrschen Atomradius in der hier 
beschriebenen Theorie wieder. 


Quantenzahlen: N =1,2,... in (3) heißt Hauptquantenzahl,. L=0,..., N—1 
Nebenquantenzahl und M=-L..... L magnetische Quantenzahl. Wir kommen 


später noch auf die Bedeutung dieser Zahlen zurück. 


28.5.2. Der Zeeman-Eiflfekt 


Die Symbole haben die gleiche Bedeutung wie im letzten Abschnitt, insbesondere 
die Funktionen fy.,u(®) und die Rydberg-Konstante R. Ferner sei \ 


Neil 


B = 
A ne 
das Bohrsche Magneton. 

Wie immer sind m und e Masse und Ladung des Elektrons. h ist das Plancksche 
h 
> 


C 
„T 


Wirkungsquantum. B=-—. und ce ist die Lichtgeschwindigkeit. 

Satz. Für jede reelle Zahl A ist der Operutor Kg. aus (28.3.2/7) mit Dil zes) = CH Rs) 
im Hülbertraum Ls(Rs) wesentlich selbstadiungiert. Es gilt 

Rh ) 


u ul zAM 


Er = D5 =. i - 
Diigee “Ze | Ix=13, 5 (1) 


; e Rh ' ; : 
Der Eigenwertraum zum Eigenwert u u. pAM hat die Dimension N —|M\ 


(Vieljachheit. des Eigenwertes) und wird von den orthogonalen Eigenfunktionen 
Unnul&)r=iun,...s-ı @ufgespannt. 


Bemerkung 1. Der Satz und die Betrachtungen in 28.3.2. legen folgende Festlegung nahe. 


Definition. TR ist der Hamiltonoperator des quantenmechanischen Systems eines 
Wasserstoffatoms mit festem Atomkern im Nullpunkt im konstanten schwachen Ma- 
qnetfeld B(x)=(0, 0, A). 

z Rh 
Bemerkung 2. Aus (1) folgt, daß sich die Eigenwerte 5 
magnetisches Feld bei Einschalten eines schwachen konstanten Magnetfeldes in 2N —1 äqui- 
distante Eigenwerte aufspalten. Hierbei ist die Summe der Vielfachheiten der aufgespalteten 


des Wasserstoffatoms ohne 


Eigenwerte für Xzee bei festem N gleich N?, also der Vielfachheit des Eigenwertes 77, von Ku 
Ah: 
-Rh 42 #, 
1 
i ! 
\ Un 
Te! 
rn 
ji, 
f I ty E73 
— HH u Kar 
a 
Hg} 
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Rh — 
(der Eigenwertraum von m für Alp wird zerlegt). Bei passender Wahl von 4 kann es 
durchaus passieren, daß 
_Rh Rh 
"m —up AM, = F7 #pAMs 


mit N, #XN5a it, Diese Eigenwerte fallen dann „zufällig“ zusammen, und man hat den Satz in 
naheliegender Weise zu modifizieren. 


Spektrum und Auswahlregeln, Analog zu (28.5.1/5) sind jetzt 


1 1 
R (n-m)- - AM, — M,)=0 (2) 
mögliche Frequenzen absorbierter oder emittierter elektromagnetischer Wellen. 
Hierbei ist N, —=1,2,... und N=1,2,...,sowie M=—-N,+1....,N,—-1lund 
M3=—N5+1,...,N,—-1. Es zeigt sich aber, daß von diesen möglichen Fre- 
quenzen nur einige tatsächlich realisiert werden. Das hängt mit den Auswahlregeln 
zusammen. Man kann die Frage stellen, mit welcher Wahrscheinlichkeit das System 
vom (normierten) Zustand /y,,z,,m(%) in den (normierten) Zustand /x.,r.n(*) 
springt. Wir gehen hier auf diese Theorie nicht ein. Das Resultat sind die Auswahl- 
regeln (für Dipolstrahlung): Der Übergang von fy,z,n{z) in /n.r,.(&) hat 
nur dann positive Wahrscheinlichkeit, wenn |L,—Ls|=1 und |M,— Ms =1 ist. Mit 
diesen Einschränkungen sind die Frequenzen (2) gut experimentell bestätigt. 


Quantenzahlen. Die Bezeichnung magnetische Quantenzahl für M ist jetzt klar: Sie 
ist für das Aufspalten des Spektrums bei Einschalten eines konstanten Magnetfeldes 
verantwortlich. 


28.5.3. Das Wasserstoffatom mit Spin 


Anomaler Zeeman-Effekt. Die Frequenzen (28.5.2/2) sind (unter Berücksichtigung 
der Auswahlregeln) experimentell bestätigt (normaler Zeeman-Effekt). Es treten 
jedoch zusätzliche Aufspaltungen auf, die ähnlich wie (28.5.2/2) sind, durch diese 
Formel aber nicht erfaßt werden: Anomaler Zeeman-Effekt. Man wird wieder ver- 
suchen, diese Frequenzen im Sinne des Bohrschen Postulats zu deuten. Gefragt ist 
nach einem passenden Hamiltonopcrator, der geeignete Eigenwerte hat und mög- 
lichst wenig (und in physikalisch glaubhafter Form) von den bewährten Operatoren 
Kr und Xyee abweicht. Die experimentellen Daten des anomalen Zeeman-Effekts 


legen eine Verdopplung des Spektrums von Xp nahe (genauer: die Dimension des 
ü Rh SE 2 
Eigenwertraumes zum Eigenwert — vr sollte 2N2 statt N? sein), das sich dann 


bei Anlegen eines schwachen konstanten Magnetfeldes B(z)=(0, 0, A) aufspaltet. 
Quantitativ sollte sich dabei (der nun zweifache, zuvor einfache) Eigenwert —Rh 
aufspalten in -Rh+uy4 und -Rh-uzA4. Entsprechendes gilt für die anderen 
Eigenwerte. Mathematisch läßt sich eine derartige Reparatur einfach ausführen. 
Analog zu (28.4.3/1) betrachten wir den Hilbertraum 


LR)=1\}= Ur fh Frelu(Ry)} 4) 
mit dem Skalarprodukt 


F Nun, hr zur) + lo gluıry: 9-91 ga}- 
20 Triebel, Math. Physik 
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Das Spektrum des Operators s 304 verdoppelt man, inden man den selbstadjun- 


gierten Operator Hugı: Iga} in L}(R,) betrachtet. Entsprechendes gilt für 2 ER 
Die gewünschte (und notwendige) Korrektur, die dem anomalen Zeeman-Effekt 
entspricht, kann man jetzt wie folgt erreichen. Alle Symbole haben die frühere Be- 


“ cp. ur $ RE 
deutung. Ableitungen Ag ımd = mit g={g,. 9} sind wie in 23.4.3. zu verstehen. 
x 


Satz. Der Operator WE", 


s h2 e MB ep & 
Kg = -5— Ap-— + = 4A (x. Fr =) +ur4 ip, 9a} (2) 


mit DOSE) ip |P=ig, Pal; preCä(Ra)} ist im Hilbertraum La(R,) wesentlich 


Zee 


selbstadjungtert. Es gilt 


RI 
Dasnin = -Daspn=! 1 


Im zJIM Eu nA 


(3) 


M=- N+l..N-1 

Bemerkung 1. Die Modifikation gegenüber dem verdoppelten Operator ülz.. aus 28.5.2. ist der 
„Spin-Term“ Sp=up4A fg, —Fa}. Dieser Operator ist sehr einfach. Er verschiebt das Spektrum 
von älzge um z g4 in einer Komponente nach rechts und in der anderen nach links. Das ist gerade 
der gewünschte Effekt. Gleichzeitig sieht man, daß sich die Eigenwerträume zu den entspre- 
chenden Rigenwerten aus den orthogonalen Elementen 

Is..n@lt=ifn,care). 0. Arne) 0 Sn (4) 
aufbauen. N, L, M haben die frühere Bedeutung. (Wir verzichten auf die elementare, aber 
etwas Jangwierige Klärung, welcher Eigenwert zu welchem Eigenelement gehört.) Die bis- 
herigen Betrachtungen und die oben geschilderten Erfordernisse legen jetzt folgende Festlegung 
nahe. 


Definition. pin ist der Hamiltonoperator des quantenmechanischen Systems eines 
Wausserstoffatoms mit festem Atomkern im Nullpunkt im konstanten schwachen 
Mugnetfeld B(x)— (0, 0, A) unter Berücksichtigung des Spins. 


Bemerkung 2. In der Physik führt man zur Erklärung des anomalen Zeemann-Effekts einen 
zusätzlichen Freiheitsgrad des Elektrons ein, der Spin genannt wird. Der Spin hat hierbei nur 
zwei Möglichkeiten (Einstellungen), die man üblicherweise mit * und | kennzeichnet. Sie ent- 
sprechen in ımserem Kalkül den Elementen (4). Man deutet den Spin als magnetisches Eigen- 
moment des Elektrons, das die Werte #5 und — zz annehmen kann und entsprechend auf ein 
äußeres Magnetfeld reagiert. 


Spektrum. Analog zu (28.5.1/5) und (28.5.2/2) sind jetzt 


1 
R (-7)+48 en AM, — M,)>0 und 


N xy 
1 1 
R (a- 5) + +8 AM, —-M,+2)>0 
Ni N5 
mögliche Frequenzen ERENR oder emittierter elektromagnetischer Wellen. 
Hierbei ist wieder N, =1,2,...undXa=1,2,... ‚sowie M = —N, +1,..., N, —1 
und M=-—-Ns+1...., Ns—1. Diese Möglichkeiten werden wieder durch die Aus- 


wahlregeln eingeschränkt, beschreiben ansonsten aber in guter Weise den normalen 
und anomalen Zeeman-Effekt. 


Störungen: Die Eigenwerte von Ip. Ny.. und Pin sind i. allg. entartet (d. h. nicht 
einfach). Nach unserem bisherigen Kalkül ist jedes normierte Eigenelement eines 
Eigenwertes ein stationärer Zustand. Physikalisch real sind aber nur solche statio- 
nären Zustände, die sich bei kleinen Störungen des zugehörigen Hamiltonoperators 
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nur wenig ändern. Wird bei einer solchen (physikalisch vernünftigen Störung) ein 
entarteter Eigenwert in eine Vielzahl einfacher Eigenwerte aufgelöst, so haben nur 
jene Eigenelemente des ungestörten Hamiltonoperators physikalische Existenz- 
berechtigung, die sich bei gegen Null gehender Störung aus den Eigenelementen des 
gestörten Operators ergeben. Von einem ursprünglich K-dimensionalen Eigenwert- 
raum bleiben dann nur noch K orthonormierte Eigenelemente mit physikalischer 
Relevanz übrig. Modifiziert man AZ durch 
Ge +hir)g +öAipı: — 9a}; 


so kann man /k{r) als (physikalisch vernünftige) Störung von < und ö als Störung 
= 


von up ansehen. Bei passender Wahl von h{r) und ö lösen sich jetzt die X-fach ent- 
arteten Eigenwerte von (3) m Ä einfache Eigenwerte auf. Es zeigt sich ferner, daß 
die orthonormierten Eigenelemente mit physikalischer Relevanz mit dem System 
(4) übereinstinmen. 


Quantenzahlen. Als Resultat ergibt sich: Das System (4) beschreibt die physikalisch 
sinnvollen stationären Zustände des Wasserstoffatoms (mit dem Kern im Nullpunkt) 
im konstanten schwachen Magnetfeld B(xr) (0, 0, 4) und unter Berücksichtigung 
des Spins. Hierbei ist 


Hauptquantenzahl N=1,2...., 
Nebenquantenzahl L=0,.1,....N-—1, 
magnetische Quantenzahl M= —L,...,0,...,b. 
Spinquanltenzahl S=t, }. 


28.5.4. Das relativistische Wasserstoffatom 

e 1 
be 137 
die Sommerfeldsche Feinstrukturkonstante. Sie ist physikalisch dimensionslos 


Der Operator XPiras hat die gleiche Bedeutung wie in 28.4.3. Ferner seiz= 


Be 1... 5 N 
(Man hatte ursprünglich angenommen, daß x genau 137 ist. Das ist der Grund 


- 
‘ 


1 
weshalb man auch heute noch x >37 schreibt.) 


Satz. Der Operator Kira, 


I 11 SPDiran e2 I} a0 @PDi 
nl 2 — Diva P— . 7, D( eenirao) — D(KDirae) a (1) 
ist im Hülberiraum L( Rs) wesentlich selbstadjungiert. Es ist 
CDirae = (—-», — mc?) U[me?, ») (2) 
ur 
und 
D_birae = D_Dirac a {Eu,’n =0,1,2,... 
"H XH Sl 
mil 
_. 
a? a 
Eak = me? (: + aan) . (3) 
ö (n+Yk?2- =)? 
20* 
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a Aue 1 
Bemerkung 1. Der Beweis weist eine Merkwürdigkeit auf: Man benutzt, daß &%<z ist. Man 


benötigt also die Kenntnis der numerischen Werte physikalischer Konstanten. Das Punkt- 
spektrum Depirae häuft sich von links am Punkt me?. 
“u 


Bemerkung 2. Der Operator XBirae baut sich aus dem Operator XDirac des relativistischen 

freien Teilchens im R, in gleicher Weise auf wie der Operator {y aus 28.5.1. aus dem Operator 
h? 

= A des nicht-relativistischen freien Teilchens im R3. Der obige Satz legt dann folgende 


Festlegung nahe. 


Definition. ABirae ist der Hamiltonoperator des quantenmechanischen Systems des rela- 
tivistischen Wasserstoffatoms mit festem Atomkern im Nullpunkt. 


Bemerkung 3. Betrachtet man das relativistische Wasserstoffatom im konstanten schwachen 
Magnetfeld, so zeigt es sich, daß die obige Fassung den Spim im Sinne von 28.5.3. automatisch 
mit erfaßt. 


Spektrum: Man kann jetzt wieder nach dem Bohrschen Postulat aus 28.2.1. die 
Frequenzen absorbierter und emittierter elektromagnetischer Wellen angeben. Von 
Interesse ist ein Vergleich mit den Frequenzen (28.5.1/5) des nicht-relativistischen 
Wasserstoffatoms. Entwickelt man (3) nach x, so erhält man 


L Sr mei a? 3 0 af 

ae "2h?(n +kj2 k Funk) 4 (n+ Bir u | ' (4) 
wobei... Terme mit «*, @°, .. . sind. Da nur die Differenzen von F,,. von Interesse 
sind, spielt der Term »ne? keine Rolle. Setzt man N=n-+% und vergleicht dies mit 
(28.5.1/2),so sieht man, daß die relativistische Korrektur weniger als «2102, also 
weniger als 107? 0, ist. Eine Winzigkeit, die aber bei Präzisionsmessungen experi- 
mentell nachweisbar ist. Gleichzeitig sieht man, daß der nichtrelativistische Eigen- 


meh h 3 2 ERST: . 
wert ——— —— in verschiedene, sehr dicht benachbarte, relativistische Eigen- 


2h?(n-+k)? 
werte aufspaltet. Eine entsprechende Aufspaltung tritt dann bei den Frequenzen im 
Sinne des Bohrschen Postulats ein: Feinstruktur des Wasserstoffatoms. Diese 


winzig kleinen Aufspaltungen sind experimentell gut bestätigt. 


nk 
—n el —— a a nn nn m am auf 
-m.? m. ? Fa 


28.6. Atome und das Periodensystem der chemischen Elemente 


28.6.1. Atome ohne Spin 


Satz. Der Operator IWxtom aus (28.3.2/4) mit D(lytom) = Os(R) ist im Hilbertraum 
Ls(R3,) wesentlich selbstadjungiert. 

Bemerkung 1. Aus den Betrachtungen in 28.3.2. folgt, daß Aatom geeignet sein könnte, das 
ionisierte Atom mit dem Kern im Nullpunkt zu beschreiben. Der Satz legt nun folgende Fest- 
legung nahe. 
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Definition. atom ist der Hamiltonoperator des quantenmechanischen Systems eines 
Atoms (ohne Spin und ohne Pauli-Prinzip) mit der Kernladungszahl Z, dessen Alom- 
kern im Nullpunkt silzt und das n Elektronen hat. 


Spektrum: Im Gegensatz zum Wasserstoffatom kann man das Spektrum von Hatom 
im allgemeinen nicht explizit bestimmen. Es gibt aber zahlreiche qualitative Aus- 
sagen. Für neutrale Atome, also Z=n, ist folgendes bekannt: Es gibt eine Zahl u 
mit OR Li; >) links von u gibt es unendlich viele Eigenwerte endlicher Viel- 
fachheit, die sich bei « häufen. Ferner gibt es in [a, &) ebenfalls unendlich viele 
Eigenwerte, die sich an unendlich vielen Stellen häufen. Der physikalisch inter- 
essante Teil des Spektrunis, der in (—«, u] liegt, ist also wasserstoff-ähnlieh. 


Bemerkung 2. Die Untersuchungen über das Wasserstoffatom zeigen, daß Xıtom noch nicht 
das letzte Wort sein kann. Der Spin, den wir als wesentlichen neuen Gesichtspunkt beim Wasser- 
stoffatom erkannt hatten, wird nicht berücksichtigt. Ferner müssen wir versuchen, das soge- 
nannte Pauli-Prinzip, das zu einem tieferen Verständnis des Periodensystems der chemischen 
Elemente führt, in unsere Axiomatik einzubauen. 


28.6.2. Der Raun Zi 4(Rz.) 


Wir eutwiekeln die notwendigen mathematischen Hilfsmittel für die weiteren 
Betrachtungen. 


Raum L3(Ry.). Es sei &: = (2, _, 2er, &)€ Rz mit k=1,...,n. In Analogie zu 


(28.4.3/1) sei Z3(Ra„) der Hilbertraum 


Flt=tole- En) Fl 5 Ends Fans rer End); Freu Ran) 

mit dem Skalarprodukt 
ar | 

{f; N irkgy) = PaNlT IR) Lot Ray) > 
wobei g= {Yy: -- > ; In _ Zelt Ran) ist. 
Gruppe ©,. Wie üblich ist &, die Gruppe der n! verschiedenen Permutationen der 
natürlichen Zahlen von 1 bis n, also 

Ur... W)=ldr ...,Qn) und Pi» --- > Da) (gap > +++ > Inn) * 


Die Hintereinanderausführung ist die Gruppenmultiplikation, 9°! mit 9” (915 ---,@n) 
=(l,.. ‚»)}ist die inverse Transformation zu g, die identische Transformation 
ist das Einselement. Schließlich sei das Vorzeichen (—1)? durch 


1,...,# 


I way) =(-1)]] (Ya Ya) 
kl k=1 


bestimmt. Ist (—1)?=1,so heißt g gerade Permutation, und ist (-1)"= -1, so 
heißt qg ungerade Permutation. 


Operation gj. Jede ganze Zahl j mit O=j=2”—-1 läßt sich eindeutig als n-stellige 
Dualzahl darstellen, j=x,%. . . x, wobei x, gleich 0 oder gleich 1 ist. Ist g€ ©. so 
setzen wir 


ail=%, ur gs 
falls j=a,... x, in Dualdarstellung ist. Ist [EL3(Kan), so erzeugt 


dell te 
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einen unitären Operator in L3(.Ry,). In (1) werden nicht nur die Koordinaten &;,....&, 


permutiert. sondern auch die Plätze der Elemente f;. Es ist g[0] =O und g[2"—1]= 
=Mm_1. 


Definition. 

I Ra) if | FELS(Rn) mit gf-(-I)f für alle ge Sn}. 
Bemerkung 1. In L}, ‚(R;„) werden also alle Elemente aus Li(Ryn) aufgenommen, die sich 
bei f>qf antisymmetrisch verhalten. Entsprechend kann man einen Raum L} s(Ry,) bilden, 
der aus allen Elementen aus Z}(.R,,) mit g/=f für alle g€,, besteht. Auch dieser Raum ist 
(wie der Raum Z3, 4(R3,)) von physikalischem Interesse. 

Satz. (a) L34(Ry,) ist ein unendlich-dimensionuler abgeschlossener Teilraum von 
L5( Ran) (und somit ein Hilbertraum). Der zugehörige Projektiensoperater P ist 
am: : Ü 1 


1 
Pf= Zt-tMgf für SCHMRyu). 


"ge 
(b) Ist MW A) me = lyı: Yo, Ya) ein orthonormiertes System in La(Rs) 
und f={0, ...,0, hä)... hr, En), 0. 2. ., 03, so gilt Pf=0 genau dann, wenn es 
Stelle ; 


mindestens zwei Indizes r und s mil l&er=s=zn, hı (y) = (T} und x, — x, gibt. Hierbei 
ist =... %n die Dualdarstellung von j. 


Bemerkung 2. Teil (b) sieht relativ harmlos aus. Der Beweis ist aber nicht ganz einfach. Hinter 
dieser Formulierung verbirgt sich das Pauli-Prinzip. Von Interesse sind später Elemente / der 
obigen Form mit Pf=0. Bei vorgegebenem Ä ist es dann eine kombinatorische Aufgabe, 
passende Produkte der Funktionen h,(7) an passende Stellen zu setzen. 


28.6.3. Atome mit Spin 


Satz. Der Operator Wal, 


„p h2 & 1 1 
im P= ->— Ar+(- 223 —+E&D —)g a) 
Em KZUTk Takt 
mil > 
Dun) {p | P=190 ---; Fan_JEL3.aRan), PrCCHRan)) (2) 


ist im Hilbertraum 13, (Rn) wesentlich selbstadjungrert. 


Spin und Pauli-Prinzip (erste Fassung). Den Übergang von Katom aus (28.3.2/4) und 
Satz 28.6.1 zu AA kann man in zwei Schritten beschreiben. Zuerst ersetzen wir 
LP) durch L3(Ry,). Physikalisch entspricht dem die Berücksichtigung des 
Spins. Nach 28.5.3. deutet man den Spin als eine Eigenschaft des Elektrons, wobei 
die Spinquantenzahl S die Möglichkeiten + und | hat. » Klektronen erlauben in 
dieser Interpretation 2* Spinkonfigurationen. Mit t=0 und }=1 kann man eine 
Spinkonfiguration t y4+...t=7j als Dualdarstellung von j deuten und dieser 
Konfiguration in {fo: + + > ?3a _,} den Platz j zuweisen. Jede der 2" Komponenten 


Ls(F,) von L3(R an) repräsentiert also eine bestimmte Spinkonfiguration der n 
Rlektronen. Dem Übergang von Ly(Ry.) zu Li(Ry,) entspricht also der Ü bergang 
von Atomen ohne Spin zu Atomen mit Spin. Es zeigt sich aber, daß ZU(R„) als 
Grundraum zu groß ist: Viele Eigenelemente erlauben keine phy sikalischen Inter- 
pretationen und widersprechen dem Pauli-Prinzip. Grob gesprochen besagt dieses 
Prinzip, daß nur jene Eigenelemente von Atom Mit Li(Kz,) statt Zy(Rz,) als 
Grundraum physikalische Relevanz besitzen, die zu L}4(R,) gehören. Der Satz 
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ist diesem Sachverhalt angepaßt. Daß (1) in Z3, 4(Rs,) wirkt, folgt aus der Ver- 
tauschbarkeit von XÄauli mit P aus Satz 28.6.2, formal Maul P= PXÄUl. Benutzt 
man die obige Deutung der Stelle7=}4t.... } als Charakterisierung einer bestimm- 
ten Spinkonfiguration, so kann man jetzt eine physikalische Interpretation der Ope- 
ration g/ aus (28.6.2/1) geben. Durch g€&, werden die Plätze #&,...,#, der n 
Elektronen permutiert, &,, #4: ...,%9,*%. Haben die n Elektronen eine Spin- 
konfiguration t%...t=j, so werden bei dieser Permutation die Plätze der Spin- 
konfiguration ungeändert mitgenommen. die Funktion auf dem Platz j=x,... & 
wandert dann (unter Vertauschung #,,—x*;) auf den Platz g[j]=%,, - . - %,. Die 
obige erste grobe Fassung des Pauli-Prinzips kann man jetzt auch wie folgt formu- 
lieren: Es werden nur solche stationären Zustände g von AX4l zugelassen, die bei 
einer Permutation der x» Elektronen unter Beibehaltung der Spinkonfiguration 
antisymmetrisch sind, also qgp =(—1)? g. Im nächsten Abschnitt beschreiben wir 
die notwendigen Präzisierungen. Der Satz und die obigen Ausführungen legen jetzi 
folgende Festlegung nahe. 


Definition. hl ist der Hamiltonoperator des quantenmechanischen Systems eines 
Altoms (mit Spin und mil Pauli- Prinzip) mit der Kernladungszahl Z, dessen Atomkern 


im Nullpunkt sitzt und das n Elektronen hat. 
Spektrum. Für neutrale Atome, also Z=n, ist der interessante Teil des Spektrums 
von XFauli wieder wasserstoff-ähnlich: Es gibt eine reelle Zahl vr mit Ozpauı —[p, =), 


Atom 


v 
und links von » gibt es unendlich viele Eigenwerte endlicher Vielfachheit, die sich 
bei v häufen. Im Gegensatz zum Wasserstoffatom gibt es (fürn =2) aber auch Eigen- 
werte in [r, >). Insbesondere gibt es unendlich viele stationäre Zustände (welch ein 
Glück. sonst wüßten die Atome nicht, weshalb sie unsterblich sind). Ks gibt einen 
kleinsten Eigenwert und somit Normalzustände. 


28.6.4. Das Pauli-Prinzip 


Von Interesse ist der kleinste Eigenwert von EI all und der zugehörige Eigen- 


wertraum. Leider hat man keine Ü hance, beides explizit analytisch bestimmen zu 
können. Nach bester physikalischer Gepflogenheit versucht man, X Kauf durch einen 
einfacheren Operator zu ersetzen, wobei man hofft, daß dieser einfachere Operator 


näherungsweise (qualitativ und quantitativ) das gleiche Verhalten wie Schaut 
zeigt. Störend in (28.6.3/1) sind die Wechselwirkungsterme 2 D — g der Elektro- 
ji = "Lk 


nen untereinander. Man versucht, diesen Ausdruck durch $ For) g zu ersetzen. 


Passende Wahl von T führt auch zum Erfolg im obigen Sinne. Der so modifizierte 
Operator ist wesentlich einfacher. die n Elektronen sind entkoppelt, und der Ope- 
rator zerfällt im wesentlichen in rn Operatoren vom Wasserstofftyp. Verzichtet man 
auf eine näherungsweise auch quantitativ richtige Beschreibung. so kann man 
V(r)=0 setzen. Das führt dann zum Operator Aka , 
m. 1 
frau 4% . 
tom = 5, dp -Ze I —g- (ı) 


Sf Pauli ar li 
DR Atom) = Di Atom) ? 
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der wieder im Hilbertraum 23, 4(K37) betrachtet wird. Man hofft (nicht vergebens, 
wie der Erfolg zeigt), daß Xi das Spektrum von Xfaul zumindest aber den 
kleinsten Eigenwert und die Struktur des zugehörigen Eigenwertraumes, qualitativ 
richtig beschreibt. Abgesehen von Z zerfällt X in jeder der 2” Komponenten von 
P=199 - +5 F5n_,31mn Hamiltonoperatoren für das Wasserstoffatom aus (28.5.1/1). 


Ersetzt man e? in (28.5.1/1) durch Ze?, so hat der entsprechende Operator die Figen- 
2 


‚hz . 
werte m mit N=1, 2,..., wobei R wieder die Rydberg-Konstante ist. 


Entsprechend hat man e? in (28.5.1/3) durch Ze? zu ersetzen. Wir behalten aber für 
die so modifizierte Funktion die Bezeichnung /x,r,»r(x) bei. Man kann jetzt Eigen- 


y93 


werte und Eigenfunktionen von Kirn aus -— —— und /y.1,11(x) aufbauen, wo- 


NZ 


ker man aber zu berücksichtigen hat, daß der Grundraum 25, 4(R3„) (und nicht 
Li(Ran)) ist. 


Satz. Der Operator KA aus (1) mit DiiHauli) — Ditkanli) gus (28.6.3/2) als Defi- 
nitionsgebiet ist im Hülbertraum L3 (Rn) wesentlich selbstadjungiert. Ist N(n) die 
nicht-negative ganze Zahl mit 


N) Na)+i N) 
2% N=n<2 Pr N, r(n)=n-2 3% N, (2) 
N=0 = 
. n) 
so st E= —2Rh Z2N (n)— Rh Z? ray: der kleinste Eigenwert des Abschlusses von 
JBaull , Der zugehörige Eigenwertraum wird von 
P{0,. 0; I In2uar,(&); 0 ...; 0} (3) 


t-1 Stelle 5 
aufgespannt. Hierbei sind die Quadrupel (N, L,, My, x) miti=1,...,n paarweise 
verschieden, wobei j=& .. . &n die Dualdarstellung von j=0, ..., 2%? —1 ist. Ferner 
ist N=N(n)+1, wobei genau r(n) der Zahlen N, gleich N(n)+1 sind, Lı=0,..., 
N,—1 und M = —L. ...; 0, “un, Li. 


Bemerkung 1, Würde man (1) in L}(R3„) betrachten, so wäre— Rh Z’n üne kleinste Eigenwert, 
der zugehörige Eigenwertraum würde dann von Elementen Io... 0; 2 Jı,0,0(&), 0, . 0} 


aufgespannt. Durch die Einschränkung auf L} ‚(R3u) vergrößert sich äk Klatnsts Eigenwert 2 
wesentlich. Entscheidend ist (3) mit den angegebenen Einschränkungen. Hierbei handelt es 
sich um eine relativ einfache Umschrift von Satz 28.6.2(b). Insbesondere sieht man, daß die 
Elemente aus (3) nicht gleich 0 sind, 


Definition. Qualitativ wird der Grundzustand eines Atoms mit der Kernladungszahl Z 
und dem Atomkern im Nullpunkt durch das normierte Element (3) beschrieben, wobei 
die Quadrupel (N,, Li, Mi, a) den obigen Bedingungen genügen und a... &n=j die 
Spinkonfiguration der n Elektronen kennzeichnet. 

Bemerkung 2. In 28.5.3. hatten wir durch Störungsbetrachtungen festgestellt, daß bei festem 
N nur die Funktionen Fx.r,u(2) (und nicht deren Linearkombinationen) physikalische 
Bedeutung haben. Hieran halten wir auch jetzt: fest, wie (3) und die Definition zeigen. Die ma- 
gnetische Quantenzahl würde aber erst bei Anlegen von Magnetfeldern eine Rolle spielen. 


Pauli-Prinzip: (3) ist nach Satz 28.6.2(b) genau dann ungleich null (und beschreibt 
somit nach Normierung einen stationären Zustand), wenn die n Quadrupel (N,, L,, 
M,, x,) paarweise verschieden sind. Das ist die übliche Fassung des Pauli-Prinzips. 
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Sind die Zusatzbedingungen am Schluß des obigen Satzes erfüllt, so wird ein Zu- 
stand minimaler Energie realisiert: Das System befindet sich im Grundzustand. 
Höhere Energiewerte stellen angeregte Zustände dar. Das Springen zwischen diesen 
Zuständen liefert nach dem Bohrschen Postulat mögliche Frequenzen absorbierter 
und emittierter elektromagnetischer Wellen. Für n=1 (Wasserstoffaton) wirkt das 
Pauli-Prinzip nicht, man hat dann das System (28.5.3/4). 


Aufbau-Prinzip: In der Physik ist folgende Interpretation von (3) üblich. Jedes der 
n Elektronen wird durch ein Quadrupel (N,, L,. M,, x.) von 4 Quantenzahlen ge- 
kennzeichnet, wobei N, Z, M und «= die gleiche Bedeutung wie am Schluß von 
28.5.3. haben. Der Zustand des Atoms wird dann im Sinne von (3) aus den „‚Zu- 
ständen‘ der Elektronen aufgebaut. Wie weit ein derartiges Aufbau-Prinzip, das ja 
die Wechselwirkung der Elektronen untereinander vernachlässigt, eine befriedi- 
gende Beschreibung liefert, muß der Vergleich mit dem Experiment zeigen. 


28.6.5. Das Periodensystem der chemischen Elemente 


Definition. Zwei (neutrale) Atome mit den Atomnummern n, und n, (Anzahl der Klek- 
tronen) sind chemisch verwandt, falls r(n,)=r(ns) in (28.6.4/2) gilt. 


Periodensystem. Entsprechend dieser Definition weist das System der chemischen 
Elemente Perioden der Länge 2N? mit N=1,2,3,... auf. Die ersten Perioden be- 
sitzen dann 2, 8 und 18 Elemente. Die erste Periode umfaßt die Elemente H (Was- 
serstoff) und He (Helium). Nach Def. 28.6.4 genügen zur Konstruktion des Grund- 
zustandes Funktionen fy,r,ar(&) mit N=1. Ist n=3, Lithium Li, so benötigt man 
auch eine Funktion /y,r,1r(#) mit N=2. Diese Periode reicht bis n—=10, Neon Ne. 
Die nächste Periode beginnt mit n=11, also Natrium Na. Chemisch verwandt sind 
H, Li, Na mit r(r)=1, sowie He, Ne mit r(n)=0. 


Schalenmodell. Das Aufbau-Prinzip aus 28.6.4. führt jetzt zum Schalenmodell. Die 
einzelnen Schalen werden von der Hauptquantenzahl N bestimmt, und auf der 
Schale N haben maximal 2N? Elektronen Platz. Das Atom ordnet seine » Elektro- 
nen energetisch so günstig wie möglich an. Dem entspricht ein Auffüllen der Schalen 
von innen nach außen. Auf der äußersten (N(r)+1)-ten Schale sitzen dann r({n) 
Elektronen, die für das chemische Verhalten des Atoms verantwortlich sind. 


Störungen. Die qualitative Näherung aus Def. 28.6.4. wird um so fragwürdiger, je 
größer n ist. Außerdem wird man im Sinne der Störungsbetrachtungen aus 28.5.3. 
erwarten, daß neben N auch die Nebenquantenzahl Z Einfluß auf die Größe des 
Eigenwertes nimmt. Die magnetische Quantenzahl M spielt dagegen keine Rolle. 
Vergleicht man die obigen Betrachtungen mit experimentellen Daten, so stellt man 
erstmals für n=19 eine Abweichung fest. Für größere Werte von n werden diese 
Abweichungen immer stärker. Wichtiger als diese Abweichungen ist aber die be- 
merkenswerte Feststellung, daß man eine quantenmechanische Begründung für das 
Periodensystem der chemischen Elemente geben kann. 


29. Geometrie auf Mannigfaltigkeiten I (Tensoren) 


29.1.  Mannigfaltigkeiten 
29.1.1. Der parakompakte Hausdorffraum 


Topologie. Ein System Ö von Untermengen einer gegebenen Menge M heißt Topolo- 
gie in M, falls ® folgende drei Eigenschaften hat: 


1. VEB und WEB (wie üblich wird die leere Menge als Untermenge jederMenge an- 
gesehen). 

2. Endliche Durchschnitte von Mengen aus B gehören wieder zu ®. 

3. Beliebige Vereinigungen von Mengen aus ‘B gehören wieder zu B. 


Man nennt ® mit den obigen Eigenschaften auch ein System offener Mengen. BE® 
heißt Umgebung eines Punktes x aus M. falls z<B gilt. 


Hausdorffraum, Eine Menge M mit einer Topologie B heißt Hausdorffraum, falls es 
zu je zwei verschiedenen Punkten ze M und yeM Mengen B,ceB und B,eB mit 
B,f\ B,=0 gibt. B ist also so reichhaltig. daß man mit seiner Hilfe die Punkte aus 
M trennen kann. 


Kompakt. Eine Menge € aus einem Hausdorffraum M mit der Topologie ® heißt 
kompakt, falls man in jeder beliebigen (nicht notwendig abzählbaren) Überdeekung 


von (' mit offenen Mengen endlich viele Mengen findet, die ihrerseits bereits C über- 
N 


decken. Aus U B;2C mit B;EB folgt also. daß es Mengen Bi, ‚mit, L  B,>C gibt. 
del k=i1 

Abschluß. A heißt abgeschlossene Menge des Hausdorffraumes M mit der Topologie 

B, falls es eine Menge BE B mit 4 = M\B gibt. Y sei das System der abgeschlossenen 


Mengen in M. Ist € eine beliebige Menge aus M. so ist C=f\D, wobei der Durch- 


schnitt über alle DEW mit D>C gebildet wird. C heißt Abschluß von € und ist eine 
abgeschlossene Menge. 


Definition. M ser ein Hausdorffraum mit der Topologie DB. 
(a) Eine Überdeekung {U her ® von M. also UU;=M, heißt Verfeinerung einer 
iell 
Überdeekung {N er CB ron M. falls es zu jedem VEI ein k=kli)EK mit U; TV; 
gibt. 

(b) Eine Überdeckung {U ;er CB von M heißt lokal-endlich, falls es zu jedem ze M 
eine Umgebung Vz gibt. sodaß U; NV ,.nur für endlich viele Parameterwerte VE] nicht 
leer ist. j 

(e) M heißt parakompakt, falls es zu jeder Überdeckung $Vyi..g VB ron M eine 
lokal-endliche Überdeekung AU; 1er CB gibt, die Verfeinerung von N plkcx ist. 
Bemerkung 1. Der R, ist ein parakompakter Hausdorffraum, sofern man die üblichen offenen 


Mengen als Topologie wählt. Das gilt auch für beliebige (im üblichen Sinne) offene Mengen 
im Ru- 
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Bemerkung 2. „Überdeckung“ heißt in Zukunft stets „Überdeckung mit offenen Mengen“. 
Ferner arbeiten wir in Zukunft nur noch mit endlichen oder abzählbar unendlichen Über- 
deckungen. Man kann zeigen, daß dies keine Einschränkung ist, sofern der Hausdorffraum 
zusammenhängend ist. Hierbei heißt Be®B (insbesondere also M) zusammenhängend, falls 
man B nicht als Vereinigung B= B,\ B, zweier nichtleerer offener disjunkter Mengen dar- 
stellen kann. 


29.1.2. C*-Mannigfaltiekeiten 


Wir setzen ab jetzt stets voraus. daß. (M. DB) ein parakompakter zusanımenhän- 
gender Hausdorffraum mit der Topologie ® ist. 


Induzierte Topologie. /st BEB zusammenhängend. so ist (B, B,) mit B,= 
10 | CeB, C<=B} wieder ein parakompakter zusammenhängender Hausdorffraunı. 
37 nennt man die (durch B) induzierte Topologie. 


Homöomorphe Abbildung. (M7,. B,) und (M,. B,) seien zwei Hausdorffräume. Ein 
Homöomorphismus ist eine eineindeutige Abbildung F von M, auf ganz M.„ mit 
F(B)=%s. (Das System der offenen Mengen B, wird also eineindeutig auf das 
System der offenen Mengen B, abgebildet). 


Dimension. Ein Hausdorffraun (7, ®) hat die Dimension n, falls zu jedem x&M 
eine (zusammenhängende) Umgebung |’, existiert. die (ausgerüstet mit der indu- 
zierten Topologie) homöomorph auf eine (zusammenhängende) offene Menge im A, 
abgebildet werden kann. (Offene Mengen im #,, haben stets die übliche Bedeutung.) 


Atlas. IT N; sei eine lokal-endliche Überdeekung des »-dimensionalen Haus- 
=1 


dorffraumes (M, 3). Ist F. eine homöomorphe Abbildung von 1}; auf eine offene 
Menge im #2, so heißt 1: Frlz-ı Atlas. M wird dann durch lokale Koordinaten 
(oder lokale Karten) beschrieben. 


Äquivalenzklassen von Atlanten. Ist {1;; #;} ein Atlas von (M. B). so sei Fu.(V)= 
=U,< R,. Ist Ve, V7+0, so vermittelt #,F7z' eine eineindeutige Abbildung von 
Fl, Vn auf All .M V7). Wir verlangen in Zukunft stets, daß alle diese Abbildun- 
gen beliebig oft differenzierbar sind. Das Wort „Atlas“ soll ab jetzt diese Eigen- 
schaft mit einschließen. Zwei Atlanten {1;: #7} und {W7: Gr} heißen verträglich, 


falls {17. Wi; Fa. Gr) ein Atlas ist (das ist eine Forderung an die obigen Differen- 
zierbarkeitseigenschaften). ..Verträglich“ ist eine Äquivalenzrelation, und man kann 
somit in der Klasse aller Atlanten eines gegebenen »-dimensionalen Hausdorff- 
raumes Äquivalenzklassen verträglicher Atlanten bilden. 
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Orientierung. Ein Atlas {V;.; Fr} heißt orientierbar, falls die Funktionaldetermi- 
nanten aller obigen Abbildungen F,Fz' von F(VıNV,) auf Fy(V;NV}) positiv 
sind. (Da diese Abbildungen x’"=x’*(x!} von einem Gebiet im R, auf ein anderes 
eineindeutig sind, sind die Funktionaldeterminanten in jedem Fall ungleich null, 
vgl. 8.2.1. und 8.2.2.). 


Definition. Eine n-dimensionale orientierbare C*-Mannigfaltigkeit besteht aus einem 
n-dimensionulen parakompakten zusummenhängenden Hausdorffraum und einer 
Aqwinalenzklasse von Atlanten, die mindestens einen orientierbaren Atlas enthält. 


Bemerkung 1. Die Forderung, daß der Raum zusammenhängend sein soll, ist nicht notwendig, 
aber bequem. 


Bemerkung 2. Beispiele für orientierbare C=-Mannigfaltigkeiten sind zusammenhängende 
offene Gebiete im R„, aber auch glatte Flächen, wie sie etwa in 8.1.5. behandelt wurden, Eine 
nicht orientierbare (/*-Mannigfaltigkeit ist z. B. das bekannte Möbiussche Band. In Zukunft 
betrachten wir nur orientierbare Mannigfaltigkeiten und orientierbare Atlanten, so daß wir 
dies nicht immer extra erwähnen werden. 


Bemerkung 3, Wir beschränken uns hier auf C’*-Mannigfaltigkeiten. In gleicher Weise könnte 
man (%*-Mannigfaltigkeiten und analytische Mannigfaltigkeiten untersuchen. 


Diffeomorphe Abbildung. (M7,, B,) und (Ms, ®5) seien zwei n-dimensionale orientier- 
bare C'*-Mannigfaltigkeiten. {V,1; Frı} und {Vys; Fre} seien zwei zugehörige 
Atlanten. Ein Homöomorphismus ® von M, auf Ms heißt Diffeomorphismus, 
falls F,a®F; | für alle k und Z eine C-Abbildung von 


Fin PAV,.) auf FralPVzıN Via) 


leistet (s. Zeichn. auf S. 315). Hierbei setzen wir natürlich V,ıN ®"!T7,2+0 voraus. 
Die Definition ist sinnvoll, da sie unabhängig von der Auswahl der Atlanten ist. 


29.1.3. Funktionen auf C*-Mannigfaltigkeiten 


Ist / eine reelle Funktion auf einer »-dimensionalen O'*-Mannigfaltigkeit M (also 
eine Vorschrift, die jedem Punkt aus M eine reelle Zahl zuordnet), so kann man / in 
R, verpflanzen: Ist {V.; Fy}F_ı ein Atlas, so sei f(x) = /{Fz 'x) mit x& U. Mit C*(M) 
wird die Gesamtheit der Funktionen / bezeichnet, für die die Funktionen fz(x) in U; 
beliebig oft differenzierbar sind, k=1,2,... Diese Definition ist unabhängig von 
der Auswahl des Atlasses. C5(M) sei die Gesamtheit der Funktionen ge C'*(A7) mit 
kompaktem Träger supp @, wobei supp g der Abschluß von {p | peM, g(p)+P0} ist 
(vgl. mit Def. 14.6.4/2). 


Lemma (Zerlegung der Einheit). Ist M eine n-dimensionele O*-Mannigfaltigkeit und 
TE AN 5 Frie=ı ein zugehöriger Atlas, so gibt es Funktionen ge CAM) mt O=zgr.=1, 


Z grlp)=1 für alle peM sowie supp p.<Vı für k=1,2,... bei passender Wahl 
Koi 
I=I(k). 


Bemerkung, Dieses Lemma kann man auf Lemma 22.1.4 zurückführen. 
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29.2.  Geometrische Objekte 
29.2.1. Faserbündel 


Über jedem Punkt x der n-dimensionalen C-Mannigfaltigkeit M errichten wir 
die Faser N= R;, wobei R; wieder der k-dimensionale euklidische Raum ist. (Diese 
Spezialisierung von N ist vorerst unwesentlich, ebenso wie die Annahme, daß über 
jedem Punkt #<M die gleiche Faser errichtet wird.) Betrachtet wird also das Faser- 
bündel MXN = {(x, ») | ae M,veN}, wobei wir (im Gegensatz zur Literatur) darauf 
verzichten, auf 7X N eine Topologie einzuführen. Wir schreiben auch N „, um anzu- 
deuten, daß die Faser N über „ve M gemeint ist. 


Definition. Ein geometrisches Objekt ist ein Schnitt im Faserbündel MXN, d.h. eine 
eindeutige Zuordnung ne M—v(u)EN .. 


Transitivität. {V;: F}£-ı sei ein Atlas der n-dim. C*-Mannigfaltigkeit M und U; = 
-F,(V,) das Bild von V; in R„. Dann setzen wir die Abbildung Fj von V, auf 
V;xXN fort: 

Fıln = (Fıp, Fir)eU;XN, (a) 
wobei F%r eine eineindeutige Abbildung der Faser N über «€ M auf die ganze Faser 
N über Fu sein soll. Insbesondere existiert F7' als Abbildung von U;X N auf ganz 
V;XN. Dann ist F,F;'=F,, eine eineindeutige Abbildung von F.(V;.NV)xN 
auf FiV.NVı)XN mit 

FF, Fir)= (Fin, Fir). 

Ist V.N FIN V;=6 und G= Fi(V «N VıNV;}), so folgt hieraus sofort die Transitivi- 
tätsrelation 

Frafri, v)= Fir, v) für (2, v) £EGXN. (2) 
Lokales geometrisches Objekt. Ist M eine n-dim. C'*-Mannigfaltigkeit mit dem Atlas 


{Vz; F%};. so werden die Mengen U,;,X N betrachtet. Wir setzen die C*-Abbildungen 

„Fz' von Fı(V.N TV) auf FiV.NV}) analog zu (1) auf FulVıNV)XN fort: 
Die Faser N über F74 wird eineindeutig auf die Faser N über Fyu abgebildet, 
ve V;MV, Nennt man die so fortgesetzte Abbildung wieder F/,. und ist (2) erfüllt, 
so heißt {U,X N }£_, lokales Faserbündel. Ein Schnitt in diesem lokalen Faserbündel 
heißt lokales geometrisches Objekt. 


Natz. Ein geometrisches Objekt geht durch (1) in ein lokales geometrisches Objekt über. 
Jedes lokale geometrische Objekt kann auf diese Weise aus einem geometrischen Objekt 
gewonnen werden. 


fer N 
Yin 
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Bemerkung 1. Das geometrische Objekt, das gemäß (1) ein gegebenes lokales geometrisches 
Objekt erzeugt, ist natürlich nicht eindeutig bestimmt, da die eineindeutigen Abbildungen der 
Fasern N aufeinander weitgehend willkürlich sind. Entscheidend ist auch, daß wir MXN und 
U;%xN nicht topologisiert haben. Der Satz unter Einschluß von Topologien ist nämlich i. allg. 
nicht richtig, wobei wir jetzt nicht präzisieren wollen, was dies heißt. Wichtig für uns ist, daß 
uns der Satz ermöglicht, geometrische und lokale geometrische Objekte zu identifizieren. In 
Zukunft können wir uns somit auf lokale geometrische Objekte beschränken, die durch 
explizite Transformationsvorschriften F},x gegeben sind, die (2) erfüllen. 


Bemerkung 2, In den Kapiteln 29 und 32 geben wir eine Beschreibung der Geometrie aut 
Mannigfaltigkeiten, die für unsere Zwecke ausreichend ist. Ausführlichere Darstellungen, die 
sich insbesondere an Leser wenden, die an physikalischen Anwendungen interessiert sind, 
findet man in [58. 54]. 


29.2.2. Tensordichten 

Wie immer ist M eine »-dim. C*-Mannigfaltigkeit. Ist {V;; #7} ein zugehöriger 
Atlas. so sei wieder 7; = F;(V,) ein Gebiet im R,. Wir betrachten jetzt beliebige U. 
und 77 mit /=## und bezeichnen die kartesischen Koordinaten in U’; mit x“ und in 
&2’") a 

>0) die 

ea) se 
zugehörige Funktionaldeterminante. Ferner benutzen wir wieder die Sunımenkon- 
vention aus 24.1.2. (s. Zeichn. auf S. 317). 


T, mit x“. Dann schreiben wir F,Fz! als x’). Wie in 24.1.2. ist 


Satz. Ist w eine reelle Zahl und ist Rx mit K=0.1,2,... die obige Faser N, so ist 
Te-b, 4 (wobei die K Parameter a,.... b.c,...,d jeweils von 1 bis n laufen) ein 


geometrisches Objekt, jalls für je zwei lokale Karten U, und U, der obigen Form be- 
liebiger zulässiger Atlanten 


F s Elar) \w Ox’e Oxd Ort öx“ 
Trab, az (2 RR 1) (A) 
ar x 02° 08° dr 


güt (Tensordichtefeider K-ter Stufe mit dem Gewicht w, K, kontravarianten Kompo- 
nentena,....b und K, kovarianten Komponenten e, ...,d, wobei K, + Ks=K ist). 


Bemerkung 1. Nach Satz 29.2.1 brauchen wir nicht mehr zwischen geometrischen und lokalen 
geometrischen Objekten unterscheiden. In diesem Sinne denken wir uns in jedem Punkt z< U; 
ein »K-tupel Z’@--b, ax) reeller Zahlen gegeben. Ist € U}, so bezeichnen wir diese n&-tupel 
zur Unterscheidung mit T’“..-.b, ag. Der Satz besagt dann: Gilt (1), so ist die Transitivitäts- 
bedingung (29.2.1/2) erfüllt, und wir erhalten ein lokales geometrisches Objekt, das man nach 
Satz 29.2.1 in ein geometrisches Objekt verwandeln kann. Die Transitivitätsbedingung folgt 
im wesentlichen aus der Kettenregel. 


Bemerkung 2, Tst =0, so sprechen wir wie in 24.1.3. von Tensorfeldern. 


Sprech weise, In Zukunft sagen wir „‚Tensor“ statt ‚‚Tensorfeld‘“ und ‚‚Tensordiehte‘ 
statt „„Tensordichtefeld‘“, vgl. 24.1.3. 


Kar) \e 
a8") ” 
als Tensordichte nuilter Stufe (vom Gewicht 0). Es ist ein geometrisches Objekt mit N=R,. 
Für #«=V erhält man Funktionen. Ist X=1, also N = R,. so heißt 7 mit (1) und »=0 kontra- 
varianter Vektor und 7, mit (1) und w=0 kovarianter Vektor, vgl. 24.1.3., insbesondere die 
dortige mnemotechnische Bemerkung. 


Bemerkung 3. Im Sinne von (1) bezeichnen wir die skalare Dichte r@)=( 
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29.3.  Tensoranalysis 
29.3.1. Grundoperationen für Tensordiehten 


Wir verallgemeinern 24.1.4. Eine Tensordichte sei von Typ (k. I; ıw), wenn sie k 
kontravariante und / kovariante Komponenten besitzt sowie das Gewicht ı hat. 
Ist w=0, so schreiben wir (k, 2) statt (k, 7: 0). S;. sei die Permutationsgruppe aus 
28.6.2., und (— 1)? mit p€ &; habe die dortige Bedeutung. 


Satz 1. (a) Sind Ted, a und Se», 4 Tensordichten vom Typ (k.T; w) und sind 
A und u reelle Zahlen, so ist Tb. + use", eine Tensordichte vom gleichen 
Typ. 

(b) Ist Ted, u eine Tensordichte vom Typ (kı, I: w) und St", .s eine 
Tensordichte vom Typ (ka. Ta; ws), so 'st Te", a St", seine Tensordichte vom Typ 
(ky+ko, ti +ls; wy + ws). 

(e) Ist Ted, aeine Tensordichte vom Typ (k,T; ı), so sind 


1 
a. = — >> Tru.b), 4 (1) 
ve pe. 
und | r 
Ted, a= Z (-1P Tre, a (2) 
"pe k 


Tensordichten vom gleichen Typ. Analoges gilt für die kovarianten Komponenten. 
(d) (Verjängung). Ist T-, ,..., eine Tensordichte vom Typ (k. I: w), so ist 
Tr, a... (Summation über a) eine Tensordichte vom Typ (k—1.1-—-1: w). 


Bemerkung 1. Die Bemerkungen 1 und 2 aus 24.1.4 gelten sinngemäß auch für Tensordichten. 


Bemerkung 2. Eine Tensordichte Te, a mit Te-b, „= T@--Ö,g heißt symmetrisch und 
mit Tab], a= Te-b, 4 antisymmetrisch. Zum Beispiel ist 7’ mit T«b= Tba symmetrisch 
und mit 7b — — Ta antisymmetrisch. 


Satz 2. (a) 6%, mit 6%, —1 für a—b und 84, =0 für a=#b ist ein Tensor vom Typ (1.1). 
(b) ed (m Indizes) mit e=(—1)P, jalls(a.....b)=pll....,n) eine Permutation 
der Zahlen 1,....n ist, und e=P—Ö sonst, ist eine Tensordichte vom Typ (n, 0:1) 
(Lew-Ormta- Tensordichte). 
(e) Ist Tn eine Tensordichte vom Typ (0. 2: ı) mit det Ta =D. so ist (det T’4,)* eine 
skalare Dichte mit dem Gewicht z(inw+2). Hierbei ist z eine reelle Zahl. 


Bemerkung 3. det 7’, ist die Determinante von (Tay)a,n—ı. Im Sinne von (29.2.2/1) gilt 
, x?) nu +2 
(det T,.n) -(5) det Tap- (8) 
AxP) Bra A EERT 
a Je) =0) ist, ist die Forderung, det 74,>-0 sinnvoll und unabhängig von der Auswahl der 


lokalen Koordinaten. 


29.3.2. Differentielle Operationen 


Ist 9£<C=(M), so kann man p (unter Beibehaltung des gleichen Symbols) auch 
als C*-Funktion auf den lokalen Karten U,=F,(V,) betrachten. Alle Symbole 
en 
haben die frühere Bedeutung. Wie in 24.1.3. sei gr= { en 
prüft jetzt leicht nach: Zu TE 
f’. ist ein kovarianter Vektor. 
Dagegen ist 9; (im allgemeinen) kein kovarianter Tensor. 


usw. Man 
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Satz. (a) Ist T, ein kovarianter Vektor, so ist Tyan — Tyr ein Tensor vom Typ (0,2 
(‚Rotation von T}). 

(b) Ist T® eine Tensordichte vom Typ (1. 0; 1), so ist Tk,, eine skalare Dichte mit 
dem Gewicht w=1 (Divergenz von T',). 

(e) Ist TH eine antisymmetrische Tensordichte vom T’yp (2, 0; 1) (also TH = — T!k), so 
ist TR,, eine Tensordichte vom Typ (1, 0; 1). 
Bemerkung. Im Satz und auch in den weiteren Betrachtungen setzen wir stets voraus, daß die 
Komponenten von Vektoren, Tensoren, Tensordichten usw. beliebig oft differenzierbar sind 
(bez. der lokalen Koordinaten). Da M eine C'=-Mannigfaltigkeit ist, ist dies sinnvoll. 


29.3.3. Integrale auf Mannigfaltigkeiten 


Ist {V%; #4) ein Atlas für die n-dim. Ö*-Mannigfaltigkeit M, so sei {pr}£_ı eine 
zugehörige Zerlegung der Einheit im Sinne von Lemma 29.1.3. Wie früher sei 
U;=F;(V}). Ferner sei der Träger einer Tensordichte T“-?, a auf M der Ab- 
schluß C' der Menge €, wobei C aus allen Punkten m& M besteht, für die mindestens 
eine Komponente T“-, a (Fym) ungleich null ist (hierbei soll me YV,. sein). Da 
Tensordichten lineare geometrische Objekte sind, ist diese Definition unabhängig 
von der Wahl des Atlasses. 


Definition. Ist f eine stetige skalare Dichte vom Gewicht 1 mit kompaktem Träger auf 
M, so sei 


jfdm= I Sf ou) (Fr'a) de. () 
aM k=1 Ur 


Bemerkung 1. Da f einen kompakten Träger hat, kann man davon ausgehen, daß nur endlich 
viele Integrale auf der rechten Seite von (1) ungleich null sind. Ferner ist (1) unabhängig von 
der Auswahl der Atlanten und der Funktionen g;. Das folgt im wesentlichen aus Satz 9.2.2, 
wenn man berücksichtigt, daß die Funktionaldeterminanten der hier betrachteten Abbildungen 
stets positiv sind. Man erkennt auch, daß das Gewicht «=1 notwendig ist. 


Satz. Ist T® eine (stetig differenzierbare) Tensordichte vom T’yp (1,0; 1) mit kompaktem 
Träger, so ist | Tr, dm=0. 

M 
Bemerkung 2. Satz 29.3.2(b) zeigt, daß die obige Definition auf f= 7%; anwendbar ist. Der 


Satz folgt im wesentlichen aus Satz 9.3.1/2. 


294.  Affine Räume 
29.4.1. Aflinitäten 
Im nachfolgenden Satz haben die Symbole die gleiche Bedeutung wie in 29.2.2. 


Satz. Ist Rys die Faser N, so ist T}. (wobei a, b, ce von 1 bis n laufen) ein (nicht-lineares) 
geometrisches Objekt, falls für je zwei lokale Karten U), und U, 


Te (x Due Our On Oxa e i 
a Gate n 


gilt (Affinität). 
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Bemerkung 1. Bezüglich der Symbole vergleiche man auch mit Bemerkung 29.2.2/1. Zum Be- 
weis des Satzes muß man die Transitivitätsrelation (29.2.1/2) nachprüfen. 


Bemerkung 2. Man sieht sofort, daß I'%,—[%, ein Tensor ist (Torsions-Tensor). Eine Affinität 
heißt symmetrisch, falls [4,=1"%, gilt. 


Definition. Ein affiner Raum besteht aus einer (n-dim. orientierbaren) C'*-Mannig- 
faltigkeit und einer symmetrischen Affinität. 


Bemerkung 3. Wir beschränken uns also auf „torsionsfreie“ affine Räume. 


29.4.2. Normale Koordinaten 


Satz. /st M ein affiner Raum und meM, so gibt es in der Äquivalenzklasse der zuge- 
hörigen Atlanten einen Atlas {V;: Fy}r-ı und eine Zahl 1 mit m&V, und 

u) =0 für a,b, ce zunschen 1 und n sowie x&,=F'ym . (1) 
Bemerkung. Die kartesischen Koordinaten x in der lokalen Karte U7=F}(V}) nennt man. nor- 
male Koordinaten bez. x,. Man beweist die Existenz derartiger normaler Koordinaten, indem 


man die Niebtlinearität in (29.4.1/1) ausnutzt. Der Satz sieht harmlos aus, die normalen Koor- 
dinaten sind aber ein äußerst wirkungsvolles Instrument in affinen Räumen. 


29.4.3. Kovariante Differentiation 


Ist p eine Funktion, so ist p-, ein kovarianter Vektor. Höhere Ableitungen von @ 
ergeben aber im allgemeinen keine geometrischen Objekte. Das gilt auch für be- 
liebige (auch erste) Ableitungen von Tensordichten. Man hält deshalb nach einem 
Ersatz Ausschau, der einerseits typische Eigenschaften partieller Ableitungen hat, 
andcrerseits Tensordiehten wieder in Tensordichten transformiert: Die kovariante 
Diiferentiation, die mit einem Scemikolon ‚,;“ gekennzeichnet wird. 

Satz. Ist Te-b, „eine Tensordichle vom Typ (k, L; w) in einem affinen Raum, so ist 
Te, a6 Tal, et ET Aust. ATRTS M 
Ti, Ted, 4 EEE - 1, Ted a: wIY,. Ted, a 
eine Tensordichte vom Typ (k, 1--1; w). 
Bemerkung 1. Hierbei ist (1) wieder als Darstellung in lokalen Koordinaten gedacht; die Kom- 
ponenten von T'@...®, 4 sollen beliebig oft differenzierbar sein, über doppelt auftretende In- 
dizes ist wie üblich zu summieren. 
Bemerkung 2. Ist @ eine Funktion, so schreiben wir auch @;=;r. Beispiele von (1) sind 
T0,=T%,,+1%T7 
für einen kontravarianten und 
Tae= Tare—Tiel'r 
für einen kovarianten Vektor. 
Bemerkung 3. In normalen Koordinaten ist 
Ta... 4:80) = Ted. .d’el®o)- 


Hieraus folgt insbesondere, daß die üblichen Rechenregeln für partielle Ableitungen auch für 
kovariante Ableitungen gellen, insbesondere die Leibnizsche Regel. 


Bemerkung 4. Aus Bemerkung 3 folgt 6%,,=0. 
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29.4.4.  Parallelversehiebung 


Es sei M ein affiner Raum und T eine lokale Karte von M in R,. Betrachtet 


wird eine glatte (einmal stetig differenzierbare) Kurve y in T’, die durch «*(r) mit 
„ke 
0=r7=1 gegeben sei, k=1,...;, nr. Die Tangente Er transformiert sich bei einer 
öi u Ar tk 
Koordinatentransformation &’=.x'(x) wie ein kontravarianter Vektor: = 
ext dat dr 


ar de 


Definition. (a) Ein kontravwurianter Vektor T* heißt parallel längs y. falls 


dat 
TE, —=0 für k=1,...,n und 0=1s] (1) 
dr 
gilt. 
(bh) Ein kovarianter Vektor T;. heißt parallel längs y, falls 
dt 2 
Tag —=0 für k=1,...,n und 0=sı=1 (2) 
" dr 
gilt. 
Bemerkung 1. Wir erinnern daran, daß Vektor” stets „Vektorfeld‘ bedeutet, wobei die Kom- 
Ark 
ponenten heliebig oft differenzierbar sein sollen. Da sich gr kontravariant transformiert, 


sind die Definitionen von der Auswahl der Karten unabhängig. Insbesondere kann man die 
Definition sofort auf Kurven y ausdehnen, die nicht in einer Karte liegen. 


ulm) “ 


Bemerkung ?. (1) und (2) sind gewöhnliche Differentialgleichungssysteme für 7X erster Ord- 
nung. (1) liefert 


gl 
= Th — = - Ih: Tr —., (3) 
wobei man a'=a*(r) einzusetzen hat. Ist 7*(z!(0)) gegeben, so erhält man aus (3) genau eine 
Lösung T*(a’(t)): Der Vektor 7*(2(0)) wird längs » in eindeutiger Weise parallel verschoben. 
Analoges gilt für (2) 
Fernparallelismus. M heißt Raum mit Fernparallelismus, falls diese Parallelver- 


schiebung wegunabhängig ist. Die übliche Parallelverschiebung im }, ist hierfür 
ein Beispiel. Im allgemeinen hängt die Parallelverschiebung aber vom Weg y ab. 
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29.4.5. Affine Geodäten 


Definition. Eine glatte Kurve yxtlt) im affinen Raum M heißt affine Geodüte, falls 
u" u 
de?’ "dd de 


für k=1,....n und für einen passenden Parameter x gilt. 


B) (1) 


N 
u, 


det 
Bemerkung 1. Ist 7% ein kontravarianter Vektor, der längs y mit SE übereinstimmt (es 


gibt stets solche Vektoren), so sind (1) und 


en dat oo R 
4—=0 längs y 2 
* dr e. (2) 
äquivalent. Das folgt: aus (29.4.4/3). Das heißt (bei großzügiger Sprechweise): y ist genau dann 
: dak 
affine Geodäte, wenn der kovariante Tangentenvektor 3, parallel längs y ist. 
dr ? 


Bemerkung 2. (1) ist ein System gewöhnlicher Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Ist U 
eine lokale Karte, eU und ERe R,, so vibt es lokal genau eine affine Geodäte »{r) = (x*(r)) 
dat 
it z(0)=., und —— (0) = £#, 
mit =(0) n c dr (0) 
Bemerkung 3. Ist o = o{r) eine streng monotone differenzierbare Funktion, so kann man y durch 
c parametrisieren. (1) lautet dann 


dirk „ der dat a” dak 


de? de de 0” de 


Will man wieder die Form (1) mit o statt r haben, so muß 0” =0 sein. Derartige Parameter 
nennt man affın oder geodätisch. 

Satz. o ist genau dann geodätischer Parameter für die affine Geodäte ». Julls a —cr+d 
ist. Hierbei ist x der Parameler aus (1). c und d sind reelle Zahlen mit c=Q. 


29.4.6. Krimmungstensor 


Satz. Ist M ein affiner Raum, so ist 
13 _ pa a7 a r a yrr 
B’ya= Trera— Trare+Tarl de -Terl'ya () 
ein Tensor vom Typ (1, 3) (Riemannscher Krümmungstensor). Ist T“ ein beliebiger 
kontravarionter Vektor, so ist 
ru a _ pı b 5 
1" .a— T’;zae= B’ycaT” . (2) 


Bemerkung 1. Ist 7°..=S°,, so bedeutet 72..;=S?,.;, also zweifache kovariante Differen- 
tiation. 


Bemerkung. Ausgangspunkt ist (2), Formel (1) gibt dagegen einen expliziten Ausdruck an, 
PY 9 


der aber nicht so sehr von Interesse ist. Bekanntlich ist erw Ship . 


Somit ist B%,.g in 


21% 
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(2) ein Maß dafür, wie weit die kovariante Differentiation von der partiellen abweicht. Ein 
affiner Raum M heißt lokal euklidisch, falls 7%,.=0 bei passender Wahl eines Atlasses erreichbar 
ist. Dann ist B*,.g=0, kovariante und partielle Ableitung stimmen überein. Im allgemeinen 
Fall drückt B?,.; aus, wie weit M von einem lokalen euklidischen Raum abweicht, wie 
„krumm“ M ist. Man könnte versuchen, 7 in (2) durch eine skalare Funktion f zu ersetzen, 
Man sieht aber leicht, daß f,»=f;. gilt. Eine Abweichung von der gewohnten Vertauschungs- 


regel tritt also erst bei Vektoren auf. 


Bemerkung 3. In normalen Koordinaten für x, vereinfacht sich (1) zu 
Bryce) = "beratto) —T"rarel®o) - (3) 
Symmetrien: Unter Verwendung von (3) zeigt man 
B*y.a = — B? ge ’ 
B*e = 0 = B*ycat+ B*can + B*ase : (4) 
B° [ca sel = 0= B%yea er BP ygezc + B’yec:a . 
(4) heißt Bianchi-Identität. 


9.4.7. Flache affine Räume 


Definition. 7 sei ein affiner Raum. 

(a) M heißt flach, falls BY... =0 gilt. 

(b) M heißt lokal euklidisch, falls es in der Äquivalenzklasse der zugehörigen Atlan- 
ten einen Atlas {V x; Fılf-ı gibt, so daß T,(a)=0 für ze U;= FuVr) ist. 

(e) Ein kontravarianter Vektor T’Y heißt konstant, falls TH, =0 für k=1,..., n und 
23=1,.,..;,n gi. 
Bemerkung. Die Begriffe (a) und (b) drücken zusätzliche Eigenschaften von M aus, die M 
näher an den euklidischen Raum R, heranrücken. Wir erinnern noch an den Begriff des Fern- 
parallelismus aus 29.4.4. Mit 7},=0 ist R,„ flach, lokal euklidisch und besitzt einen Fernparal- 
lelismus. Ferner gibt es nicht-triviale konstante Vektoren. 


Satz. Ist M ein affiner Raum, so sind. folgende wer Aussagen äquivalent. 1. M ist 
flach; 2. M ist lokal-euklidisch, 3. M besitzt einen Fernparallelismus:; 4. ist U eine 
lokale Karte, &,gU und EkeR,, so gibt es genau einen konstanten kontravarianten 
Vektor TE mit Te(a&,) = &*. 


29.5.  Metrische Räume 


29,5.1. Fundamentaltensor 


Wir verstehen unter einer Ü*-Mannigfaltigkeit stets eine n-dim. orientierbare 
zusammenhängende Mannigfaltigkeit (vgl. Def. 29.1.2), ohne diese zusätzlichen 
Eigenschaften ständig zu erwähnen. Auf einer solchen Mannigfaltigkeit M wird ein 
Tensor g;; vom Typ (0, 2) mit 

Gn=gı. (Symmetrie) und det gu=0 (1) 
betrachtet. Die Komponenten von g;ı sollen beliebig oft: differenzierbar sein. det gı 
ist die Determinante von (gz.)},;—ı und nach (29.3.1/3) eine skalare Dichte. Hieraus 
folgt, daß (1) (einschließlich der Symmetrie) von der Auswahl lokaler Karten unab- 
hängig und somit sinnvoll ist. Ist m&M, so kann man einen zulässigen Atlas 
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{Vx; Fr)%_, mit me V,finden, so daß g;, (als symmetrische Matrix interpretiert) im 
Punkt x,= F,m die Normalform 


EM 0 Io 
ij 


sr 
ae 


annimmt. Das ist eine Aussage der analytischen Geometrie. Dabei sind sı und s_ 
(die Anzahlen der 1 und der —1) invariant: Jede zulässige Transformation, die auf 
(2) führt, liefert die gleichen Zahlen. Aus Stetigkeitsgründen folgt, daß s+ unds_ 
auch von x, unabhängig sind und somit charakteristische Zahlen auf M darstellen. 
s=s+;—s_=2s.—n heißt Signatur. Von besonderem Interesse sind zwei Fälle: 


&) ve" {m} x) 
> & BER x’) 
an EI 
Sn 
G\ 


I 
| 


sen : positiv-definite Metrik, 
s=n—2 : Lorentz-Metrik, 


(Io) = 


wobei wir g,; auch als Metrik auf M bezeichnen. Ist 9, eine Lorentz-Metrik, so be- 
trachten wir das Nullstellengebilde von 


N— 


1 
Ilzı) F=DI (EN? —-(ER)? im Rn: 
r=1 
Es ist ein gerader Kreiskegel. 


Koneid: Ein Konoid entsteht aus dem Kegel 2: er )?= (&*)? durch eine eineindeutige 


beliebig oft differenzierbare Abbildung 7= niE), die in einer Umgebung von DER, 
definiert ist. 7(0) heißt Ursprung des Konoids. 


Liniensystem: Ist M eine C*-Mannigfaltigkeit mit Lorentz-Metrik, so gibt es in 
jedem Punkt ze U, der lokalen Karten U,= F}(V7.) ein lokales Konoid. Die Rich- 
tungen der lokalen Symmetrieachse im Ursprung dieses Konoids erzeugen auf M ein 
singuläritätenfreies Liniensystem, das M schlicht und lückenlos überdeckt. 


Satz. M sei eine C*-Mannigfaltigkeit. 
(a) Auf M gibt es stels eine positiv-definite Metrik. 
(b) Auf M existiert genau dann eine Lorentz- Metrik, wenn es ein singularitätsfreies 
(schlichtes, lückenloses) Liniensystem gibt. 
(e) Ist M nicht kompakt, so gibt es eine Lorentz-Metrik. 
Bemerkung 1. Auf der Oberfläche einer Kugel im R, gibt es nach (b) keine Lorentz-Metrik, 
wohl aber auf der Oberfläche eines Torus (siehe Zeichnung). 


Bemerkung 2. 9; mit (1) heißt Fundamentaltensor. Dabei stellt man sich vor, daß gg) auf M 
fest vorgegeben ist. Man vgl. mit 24.1.2. 


To 
so 
un 
Ss 
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29.5.2. Indexziehen 

Es sei M eine C'*-Mannigfaltigkeit mit gegebenem Fundamentaltensor gr. 
Lemma. Bestimmt man g* aus gm = "m , so ist gE! ein Tensor vom Typ (2, 0). 
Bemerkung. Man vgl. mit Satz 2(c) und Bemerkung 3 in 24.1.4. 
Indexziehen. Ist 7%“... ‚eine Tensordichte, so betrachten wir die Tensordichten. 

TP-4 00.5 = Gar Tri. Tech, y _ ger TEA 

als nicht wesentlich verschieden von T“-_,. Mit Hilfe der fixierten Tensoren ga, 
und g“ kann man also Indizes herauf und herab ziehen. Es gibt dann ko- und 
kontravariante Ausgaben von Tensordichten usw. Man muß diese Prozeduren des 


Indexziehens stets von Fall zu Fall explizit angeben, einschließlich der Stellen, wo 
die Indizes zu placieren sind. um Mißverständnisse zu vermeiden. 


29.5.3. Charakteristische Flächen 
Definition, Ist M eine O*-Meannigfaltigkeit mit Lorentz-Metrik g"! und (x) eine 


n 
C=-Funktion in M, so heißt Q= x | o(x) =0} mit I or,(a)=0 für ze 2 charakteristi- 
sche Fläche, falls g"\x) ©-z(2) (x) =0 für zeit. =! 
Bemerkung 1, Das ist eine Definition in lokalen Karten. Da sich &;. kovariant transformiert, 


ist sie unabhängig von der Wahl der Karten und kann insbesondere von einer Karte in eine 
andere Karte übertragen werden. Es handelt sich also um eine globale Definition. 


Satz 1. Ist U eine lokale Karte, so geht durch jeden Punkt x,€ U genau ein Konoid mit 
x, als Ursprung, das charakteristische Fläche ist (charakteristisches Konord). 


Bemerkung 2, x, gehört nicht zu dieser charakteristischen Fläche. da diese dort singulär wird. 


Bemerkung 3. Ist M = R, ‚wobei g7£7 die Form (29.5.1/2) mit s- =1 hat. so sind die Kegel 
n-1 
O=ole+n)= D (ah)? (ar)? 
1 


die gesuchten charakteristischen Konoide. Für »=4 (Minkowskiraum) erhält man die Licht- 
kegel der speziellen Relativitätstheorie. 


Strahlen. Ist x, = x, ein Punkt auf dem charakteristischen Konoid für »,. so berühren 
sich die charakteristischen Konoide für x, und w, längs einer (*-Kurve «“r). 
Diese Kurven heißen Strahlen. Man erhält so auf dem charakteristischen Konoid 
ein ausgezeichnetes Liniensystem. Im Fall des Kegels aus Bemerkung 3 sind dies 
Geraden, die durch den Ursprung des Kegels gehen. 


x kfz . cr z dr dr! P 
Satz 2. Ist w#(r) ein Strahl, so gilt g. — — =U 
dr dr 
„a EE — .- . , BERUHEN 
Bemerkung 4. Da sich 7, wie ein kontravarianter Vektor transformiert, ist die Aussage 


sinnvoll (koordinatenunabhängig). 


— zeitartig «fir 
EIS x 

7 wz % 

n E {9 raumartig 


0 
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29.5.4. Metrische Geodäten 


Ist M eine C'*-Mannigfaltigkeit mit gegebenem Fundamentaltensor g;,. so haben 
die Christoffelsymbole {jk, 7} und {A} die gleiche Bedeutung wie in (2) und (3) aus 
24.1.5. 

Definition 1. /st M eine n-dim. C*-Mannigfaltigkeit mit Lorentz-Metrik, so heißt 
jede C*-Kurve x“(s), die Lösung des Difjerentialgleiehungssystems 
d?rt fa, da? da“ 
ds?  \bej ds ds 


ist, metrische Geodäle. 


0: a=las 10% n. (1) 


Bemerkung 1. Diese Definition ist die Ausdehnung von Satz 24.1.5 auf Mannigfaltigkeiten 
mit Lorentz-Metrik. Natürlich kann man die Definition auf Mannigfaltigkeiten mit beliebigen 
Fundamentaltensoren verallgemeinern, woran wir aber nicht interessiert sind. 


Bemerkung 2. Ist 7/ eine lokale Karte, z,C 7’ und £bc K,. so giht es lokal genau eine metrische 
d 


En 

Geodäte w(s) ats) mit «(0) =, und Fr) =£k. 

Lemma. /st x*(s) eine metrische Georläte, so gibt es eine reelle Zahl e mit 
. le® di! 
EN (2) 
ds ds 
Definition 2. Kine metrische Geodäte heißt zeitartig. falls c=0. nullartig (oder N ullgeo- 
däte), falls c—V, und raumartlig, falls e=0 in (2) gilt. 


gl) 


Bemerkung 3. Ist «CT (lokale Karte), so heißt ein kontravarianter Vektor E# zeitartig (im 

Punkt x), falls gx,(&) 2-0, nullartig. falls gu,st&=0, und raumartig, falls g;,(©) El =-0 gilt. 
ne Gr... 

Eine metrische Geodäte ist somit zeitartig, falls ihr Tangentenvektor <— zeitartig ist. Ana- 


dr 
loges gilt für nullartig und raumartig. Zeitartige Vektoren zeigen ins Innere des charakteristi- 
schen Konoids. 


Bemerkung 4. Die zeitartigen (und bei entsprechender Modifikation auch die raumartigen) 
metrischen Geodäten kann man wie in 24.1.5. aus einem Extremalprinzip gewinnen. Tst 


drk 
z(t)»wk(rt) eine zeitartige Kurve, d.h. zn ist stets zeitartig, so sei 
Tı 
"Tr, det dat £ 
La | | une) SET ar (3) 
IYV dr dr 
Tu 


die Bogenlänge von «{r). Hierbei sei 2,=x(r,), 2, =x(r,) und 7,-=7j. Man sieht leicht, daß (3) 
invariant ist gegenüber Koordinatentransformationen «#=x’"(x) und Parametertransforma- 
tionen r=7(s). Man kann s so wählen, daß (2) mite= —1 gilt. Dann ist Za,r, =|s0 — 1 |. $ ist 
also die Bogenlänge. Sie ist eindeutig bestimmt bis auf s+s+s, und s“ —s+3y. so reell. Man 
kann jetzt wie in 24.1.5. Kurven x*(r) extremaler Bogenlänge zwischen zwei Punkten suchen. 
Das ist ein Variationsproblem, und als Resultat erhält man (analog zu Satz 24.1.5) zeitartige 
metrische Geodäten. 


Bemerkung 5. Metrische Geodäten sind mit den Lösungen des Differentialgleichungssystenis 
dat 9H ds; oH 1 
en =— gkl(z) &8,, 
Be u Ze Hegel) Srkı: (4) 


identisch (kanonische Form), 


Satz. Die Nullgeodäten stimmen mit den Strahlen aus 29.5.3. überein. 
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29.5.5. Geodätisch konvexe Gebiete 


Definition. /st M eine C'*-Mannigfaltigkeit mit Lorentz-Metrik, so heißt eine offene 
Menge D in M geodätisch konvex, jalls man je zwei Punkte aus D durch genau eine 
metrische Geodäte verbinden kann. 


Bemerkung 1. Das ist das Analogon konvexer Gebiete im Ry. 
Satz. Jeder Punkt aus M besitzt eine geodütisch konvexe Umgebung. 


Bemerkung 2. Der Satz ist plausibel, aber nicht trivial. 


29.5.6. Metrische Räume 


Lemma 1. Ist M eine C'*-Mannigfaltigkeit mit dem Fundamentaltensor gr, so ist 
2 a: eine Affinität im Sinne von Satz 29.4.1. 


Bemerkung 1. 1} ist das Christoffelsymbol aus (29.1.5/3). Ein Vergleich der affinen Geodäten 
aus (29.4.5/1) und der metrischen Geodäten aus (29.5.4/1) legt jetzt folgende Festlegung nahe. 
Definition 1. Ein metrischer Raum ist eine (n-dim. orientierbare) C*-Mannigfaltig- 
keit mil einem Fundamenlaltensor g71 und der (symmetrischen) Affinität T}.= Det i 

Bemerkung 2. Metrische Räume sind also spezielle affine Räume (diese Festlegung weicht von 
der üblichen Terminologie ab). Man kann alle Betrachtungen über affine Räume aus 29.4. über- 
nehmen, insbesondere die kovariante Ableitung. Da affine und metrische Geodäten identisch 
sind, sprechen wir in Zukunft nur von Geodäten. Die Bezeichnung „metrischer Raum“ ist 


üblich, sollte aber nicht mit dem metrischen Raum aus 1.3.3. verwechselt werden. Ein Lorentz- 
metrischer Raum ist ein metrischer Raum mit Lorentz-Metrik. 


Satz 1. Rs ist 9. = 99°. =6%,.=0. 


Bemerkung 3. Der Fundamentaltensor verhält sich also beim kovarianten Differenzieren wie 
eine Konstante. 


Lemma 2 (Normale Koordinaten). Ist M ein Lorentz-metrischer Raum und me M, so 
gibt es in der Äquwivalenzklasse der zugehörigen Atlanten einen Atlas {V;; F;} und eine 
Zahl I mit me V, und 


0 


1 
Jar(%o) -(, 237 ) » IavrelXo)=0; u=Fım . 


4 


Bemerkung 4. Man sieht leicht, daß dann a =0 gilt. Damit hat man den Anschluß an 


die normalen Koordinaten aus 29.4.2. gewonnen. 


Definition 2. Ein Loreniz-metrischer Raum heißt metrisch-flach, falls gan) = 


1 0 
-( a ) in einem passenden Atlas gilt. 
—1 


Satz 2. Ein Lorentz-meirischer Raum ist genau dann metrisch-flach, wenn er flach ist. 


Bemerkung 5. Das ist eine Ergänzung zu 29.4.7. 
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29.5.7. Krümmungstensor und verwandte Tensoren 


In einem metrischen Raum schreiben wir R“,.;= B*,., für den Krümmungstensor 
aus 29.4.6. Ferner sei 


Ravca— Iarfyca - 

Satz 1. Rapea= — Ravae—= — Ryaca = Reaa » 

Ropcay =O= Kapıat Racav + Enase » 

Resta; =O— Rapeaze + Pabae;c+ Raver;a (Bianchi-Identität). 
Bemerkung 1, Die beiden letzten Formeln folgen aus 29.4.6. 
Bemerkung 2. Durch die Symmetrierelationen reduziert sich die Anzahl der unabhängigen 
Komponenten von Ry;.gauf nxm2-1). Für n=2 kann man alle Komponenten von Rypra 
durch R;s), ausdrücken. 
Definition. Der Ricci-Tensor ist Ray Rn bzw. R%,—=g" Ry,. Der Krümmungsskalar 
ist R= K“,. Der Einstein-Tensor ist G,= Ras -5 Rga bzw. 6, = "Gy, - 
Satz 2. Es ist R,— Ra (und somit auch G.,=G3a). Ferner gilt G°,.,=0. 


Bemerkung 3. Die Gleichung @*,,,=0 ist fundamental. Sie ist die Basis der allgemeinen Rela- 
tivitätstheorie. 


Bemerkung 4. Krümmungstensor und Ricci-Tensor haben die Form 


1 
Rabca = 3 (Saerva + Ioarac — Iadtbe— Ivcrad) 
+g"’(fac, r} {bd, s}—{ad, r} {be, s}), 


Ba er} lahrt lud bol-tolle}- u 


Somit sind Rosa, Ray, R und G,, Differentialausdrücke zweiter Ordnung, die in den zweiten 
Ableitungen linear, in 9,, und seinen ersten Ableitungen aber nicht-linear sind. 


Einstein bezüglich der Begriffe Raum und Zeit: 
„welche die Physiker, von Tatsachen gezwungen, 
aus dem Olymp des Apriori herunterholen mußten, 
um sie zu reparieren und wieder in einen brauch- 
baren Zustand setzen zu können.“ 


30. Allgemeine Relativitätstheorie I (Grundgleichungen) 


30.1.  Extremalprinzipien 
30.1.1. Lagrange-Formalismus 


Die Gewinnung von Feldgleichungen aus Extremalprinzipien hatten wir ausführ- 
lich in 24.2. geschildert. Wir beschränken uns deshalb auf wenige Bemerkungen, die 
den Anschluß der damaligen Betrachtungen an Kap. 29 herstellen. Gegeben ist eine 
C*-Mannigfaltigkeit M. die durch einen Fundamentaltensor g;, in einen metrischen 
Raum im Sinne von Def. 29.5.6/1 verwandelt werden soll. Inı Gegensatz zu den 
absoluten Raunı-Zeit-Theorien aus 24.2.1. ist 97; aber nicht vorgegeben. sondern 
dynamisches Objekt. Wir verlangen aber, daß 97; im Sinne von 29.5.1. stets eine 
4-dimensionale Lorentz-Metrik ist (n=4 in der dortigen Bezeichnungsweise). Be- 

trachtet werden also allgemeine Raum-Zeit-Theorien. Die U ntersuchungen in 24.2 
waren lokal. Der Übergang von dem dortigen fixierten Gebiet 2 zu einer beliebigen 
C=-Mannigfaltigkeit M bereitet also keinerlei Schwierigkeiten. Lagrange-Dichten 
für Kurven werden wieder wie in Def. 24.2.2(a) festgelegt. Für zeitartige Kurven ist 
(24.2.2/4) ein Beispiel, wovon wir in Bemerkung 29.5.4/4 auch schon Gehrauch ge- 
macht hatten. Def. 24.2.2(b) erweitern wir in naheliegender Weise wie folgt. Eine 
Lagrange-Dichte für geometrische Objekte ist eine skalare Dichte Z mit dem Ge- 
wicht »®=1 (siehe 29.2.2.) der Form 


r MR 

F = L(xk, Teer gs Pe, 00) A 
wobei 7", die Komponenten geometrischer Objekte sind (Tensordiehten und 
Affinitäten sind ausreichend), r=1..... N. Die Forderung, daß L eine skalare 
Dichte mit dem Gewicht w=1 ist, ist mit (24.2.2/2) identisch. Ist 7; eine Lorentz- 
Metrik, so ist 

L=Y-g mit g=det gg 
nach Satz 29.3.1/2 eine Lagrange-Dichte. siehe (24.2.2/5). Dann ist auch (24.2.2/8) 
ein Beispiel für eine Lagrange-Dichte. wobei wie dort 6"! und H,: Tensoren sind. 


Der Lagrange-Formalismus aus 24.2.3. kann ungeändert übertragen werden. Ins- 
besondere gelten die Euler-Lagrangeschen Gleichungen (24.2.3/6). 


30.1.2. Die Einsteinschen Gleichungen 


Vorgegeben sind eine 4-dim. Mannigfaltigkeit M, eine Lorentz-Metrik g;; und 
eine Affinität /'f, auf M. Ist A eine reelle Zahl, so ist 
L=Y-g (R- mit Reg(Tfan- Tirat+ Pula - Tal) 
eine BERUN.G e mit I dynamischen Objekten g"" a ,: Aus Satz 29.4.6 
und den üblichen Verjüngungskurven folgt nämlich, daß R ein Skalar ist. 
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Satz. Die Euler-Lagrangeschen Gleichungen (24.2.3/6) lauten 


Te=[H}: Gr AgE=0. (1) 
Bemerkung 1. I ist das Christoffelsymbol aus 24.1.5., und G* ist der Einsteintensor aus 


Def. 29.5.7. Diese trickreiche Entkopplung von Lorentz-Metrik 94, und Affinität 7}. heißt 
Palatini-Formalismus. Man hofft natürlich, daß sich dann automatisch die „richtige“ Affinität 


- 


; a). ö . ed EVER ERBEN 
Tye= {561 einstellt, so daß 3 ein metrischer Raum im Sinne von Def. 29.5.6/1 ist. Nach 29.5.7. 


ist dann R der übliche Krümmungsskalar. 


Bemerkung 2. Die zweiten Gleichungen in (1). also 
Wil Ryklı Agkt 0 
Bel Rgkl  Agkt =0 (2) 


sind die berühmten Einsteinschen Feldgleichungen für den leeren Raum. Mit A=0 wurden 
diese Gleichungen (einschließlich des Energie-Impuls-Tensors aus Bemerkung 3) von Einstein 
und Hilbert fast gleichzeitig im Jahre 1915 aufgestellt. Die elegante Herleitung auseinem Extre- 
malprinzip stammt yon Hilbert. Einstein hat später den Term Ag! mit der kosmologischen 
Konstanten A hinzugefügt, um (wie er meinte) unangenehme kosmologische Konsequenzen zu 
vermeiden. Er glaubte (wie wohl alle Physiker jener Tage) an ein statisches (zeitlich unver- 
änderliches) Weltall. (2) mit A=0 führte nicht zu diesem Resultat. Nach den Entdeckungen 
Hubbles, die ein expandierendes Weltall nahelegten, betrachtete Einstein die Einführung des 
kosmologischen Terms Ag%! als emen schweren Fehler. 


Bemerkung 3. Im allgemeinen Fall lauten die Einsteinschen Gleichungen 
i 
Rkl —— Rokl + Agl=uTM, (3) 


wobei 7#! der Energie-Impuls-Tensor ist. Er enthält alle äußeren Einflüsse wie Massen, elek- 
tromaguetische Felder usw. z ist eine Kopplungskonstante. (29.5.7/1} zeigt, daß (3) em System 
von 10 partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung ist. Die zweiten Ableitungen von 
92: gehen Imear ein, nicht aber 94 und die ersten Ableitungen. (3) zeigt auch, daß Geometrie 
(gegeben durch 4) und Materie (gegeben durch TAT) eng gekoppelt sind: Machsches Prinzip. 


30.1.3. Die Einstein-Maxwell-Gleichungen 


Es fragt sich, ob man die allgemeinen Gleichungen (30.1.2/3) ebenfalls aus einem 
Extremalprinzip gewinnen kann. In speziellen Fällen ist dies möglich. Betrachtet 
man ein elektromagnetisches Feld, so hatten wir in 24.3.2. die Maxwell-Lorentz- 
Gleichungen aus einem Extremalprinzip gewonnen. Die Funktion aus (24.3.2/1) 
ist auch im Sinne von 30.1.1. eine Lagrange-Dichte (vgl. Satz 29.3.2{a)). Unter Bei- 
behaltung der Bezeichnungen aus 24.3.2. und 30.1.2. ist es somit naheliegend, die 
dortigen Lagrange-Dichten zu kombinieren: 


fr es | 
L=Y=gl 5 +4- ng" | SFr Pu FrrlArs— Ar) |} 


mit 
7 y 5 & a m 
R=g'Dan- Tin +T Ta Tl) - 


L ist wieder Lagrange-Dichte. Die dynamischen Objekte sind g“, 77, Fy und 4;. 
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Satz, Die Lagrangeschen Gleichungen (24.2.3/6) lauten 


Fu=Arn-Ar, V-gF)n=0, (1) 

w=lh RES Rgel + Agtl= „Til (2) 
mit 

Tu — Fri, — pre ,;. (3) 


Bemerkung 1. Die ersten Gleichungen in (2) sind wieder die „riehtigen“ Affinitäten, so daß M 
wieder ein Lorentz-metrischer Raum wird. (1) sind die Maxwellschen Gleichungen aus 24.3.2. 
in gekrümmten Raum-Zeiten. (3) ist der übliche Energie-Tensor für das Maxwellfeld, sofern 
man wieder die Interpretation aus (24.3.3/1) benutzt. Die Einstein-Maxvrell-Gleichungen sind 
dann die jeweils zweiten Gleichungen in (1) und (2): Ein gekoppeltes System von 14 partiellen 
Differentialgleichungen für g% und F*!, wobei F7.; die Struktur der ersten Gleichung in (1) hat. 
Insbesondere sieht man, daß die Lorentz-Metrik 4.7 des Raumes durch das elektromagnetische 
Feld beeinflußt wird. 


Bemerkung 2. Da F*! antisymmetrisch ist und Y-g eine skalare Dichte vom Gewichte w=1 
ist, folgt aus Satz 29.3.2, daß 


i 1 
FR = s 


3 (Y=g re), (4 


gilt: Die kontravarianten Vektoren auf beiden Seiten von (4) stimmen nämlich in normalen 
Koordinaten (vgl. Lemma 29.5.6/2) überein. Die zweiten Gleichungen in (1) kann man also 
auch als F*'.,=0 schreiben. Dies sind die Maxwellgleichungen im Vakuum (ohne elektrische 
Ladungen und Ströme). Sind Ladungen und Ströme anwesend, so faßt man Stromdichte j und 
Ladungsdichte o aus Bemerkung 24.3.3/3 zum Viererstrom 0" zusammen. Die Maxwellschen 
Gleichungen lauten dann 


Fl =ot . (5) 
Bemerkung 3, Geht man davon aus, daß F* die Lorentz-Metrik nur unwesentlich beeinflußt, 


so kann, man die Einstein-Maxwell-Gleichungen entkoppeln: Man betrachtet dann (5) und 
die erste Gleichung aus (1) bei gegebener Lorentz-Metrik g;; (und gegebenem Viererstrom). 
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Einstein während einer 
Vorlesung in Pasadena, 1930 


30.1.4. Äußerungen Einsteins zur Relativitätstheorie und zur Quantentheorie 


In [30], $ 17.7, findet man Zitate aus den fundamentalen Arbeiten von Einstein 
und Hilbert, die die Entstehung der allgemeinen Relativitätstheorie beleuchten. 
Einige der wichtigsten und berühmtesten Arbeiten Einsteins zu diesem Thema 
sind in der Kasette „Albert Einstein, Akademie-Vorträge‘ (Akademie-Verlag, 
Berlin, 1978) enthalten. Sie zeigen in sehr eindrucksvoller Weise die Endphase des 
Kampfes um die endgültige Formulierung der Grundgleichungen der allgemeinen 
Relativitätstheorie, also der Gleichungen (30.1.2/3) (mit A=0). Wir geben hier 
einige Passagen wörtlich wieder, auch um einen Eindruck von der Sprache Ein- 
steins und der Art der Darstellung zu vermitteln. (Einige Bezeichnungen ändern wir 
im Sinne der Symbolik dieses Buches ab.) In ‚‚Zur allgemeinen Relativitätstheorie‘ 
(Preuß. Akad. Wiss. Berlin, Sitzungsber., 11. 11. 1915) schreibt Einstein: 

„Wie die spezielle Relativitätstheorie auf das Postulat gegründet ist, daß ihre 

Gleichungen bezüglich linearer, orthogonaler Transformationen kovariant sein 

sollen, so ruht die hier darzulegende Theorie auf dem Postulat der Kovarianz 

aller Gleichungssysteme bezüglich Transformationen von der Substitutionsdeter- 
minante 1. Dem Zauber dieser Theorie wird sich kaum jemand entziehen können, 
der sie wirklich erfaßt hat; sie bedeutet einen wahren Triuniph der dureh Gauß, 
vjemann, Christoffel, Ricei und Levi-Civita begründeten Methode des allgemeinen 

Differentialkalküls... Nach dem bisher Gesagten liegt esnahe, die Feldgleichungen 

der Gravitation in der Form 


0 7 
Ks=al 


anzusetzen, da wir bereits wissen, daß diese Gleichungen gegenüber beliebigen 
Transformationen von der Determinante 1 kovariant sind.“ 
(RP, ist hier ein Teil des Ricei-Tensors R,.). In „Zur allgemeinen Relativitätstheorie 
(Nachtrag) (Preuß. Akad. Wiss. Berlin, Sitzungsber., 18. 11. 1915) knüpft Einstein 
wie folgt an die vorhergehende Arbeit an: 
..In einer neulich erschienenen Untersuchung habe ich gezeigt, wie auf Riemanns 
Kovariantentheorie mehrdimensionaler Mannigfaltigkeiten eine Theorie der 
Gravitationsfelder gegründet werden kann. Hier soll nun dargetan werden, dab 
durch Einführung einer allerdings kühnen zusätzlichen Hypothese über die 
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Struktur der Materie ein noch strafferer logischer Aufbau der Theorie erzielt 
werden kann ... Wir setzen im folgenden voraus, daß die Bedingung T”,=0 
tatsächlich allgemein erfüllt ist... Setzen wir nıın fest, daß die Feldgleichungen 
der Gravitation lauten sollen 


a) 
Rn= »T u s 


so haben wir damit allgemein kovariante Feldgleichungen gewonnen.“ 


Schließlich erreicht Einstein in ..Die Feldgleichungen der Gravitation“ (Preuß. 
Akad. Wiss. Berlin, Sitzungsber., 2. 12. 1915) das Endziel seiner Bemühungen zur 
Aufstellung der allgemeinen Feldgleichungen: 


„In zwei vor kurzem erschienenen Mitteilungen habe ich gezeigt, wie man zu 
Feldgleichungen der Gravitation gelangen kann, die dem Postulat allgemeiner 
Relativität entsprechen, d. h. die in ihrer allgemeinen Fassung beliebigen Substi- 
tutionen der Raumzeitvariablen gegenüber kovariant sind. Der Entwicklungs- 
gang war dabei folgender. Zunächst fand ich Gleichungen, welche die Newtonsche 
Theorie als Näherung enthalten und beliebigen Substitutionen von der Determi- 
nante 1 gegenüber kovariant waren. Hierauf fand ich, daß diesen Gleichungen 
allgemein kovariante entsprechen, falls der Skalar des Energietensors der ‚.Ma- 
terie“ verschwindet. Das Koordinatensystem war dann nach der einfachen Regel 
zu spezialisieren. daß Y—g zu 1 gemacht wird, wodurch die Gleichungen der 
Theorie eine eminente Vereinfachung erfahren. Dabei mußte aber, wie erwähnt, 
die Hypothese eingeführt werden, daß der Skalar des Energietensors der Materie 
verschwindet. Neuerdings finde ich nun, daß man ohne Hypothese über den 
Energietensor der Materie auskommen kann, wenn man den Energietensor der 
Materie in etwas anderer Weise in die Feldgleichungen einsetzt, als dies in meinen 


früheren Mitteilungen geschehen ist... Wir setzen 
> 7 1 
Rm=r Tm-75 ImT}: (1) 
wobei g°T ,„— T7,=T gesetzt ist... Damit ist endlich die allgemeine Relativi- 


tätstheorie als logisches Gebäude abgeschlossen. Das Relativitätspostulat in seiner 
allgemeinsten Fassung. welches die Raumzeitkoordinaten zu physikalisch be- 
deutungslosen Parametern macht, führt mit zwingender Notwendigkeit zu einer 
ganz bestimmten Theorie der Gravitation, welche die Periheldrehung des Merkur 
erklärt.‘ 


Es ist nicht schwer zu sehen. daß (1) identisch mit (30.1.2/3) mit a ist. In ..Geo- 
metrie und Erfahrung“ (Preuß. Akad. Wiss. Berlin. Sitzungsber.. 3. 2. 1921) äußert 
sich Einstein wie folgt über die Rolle der Mathematik: 


..Die Mathematik genießt vor allen anderen Wissenschaften aus einem Grunde 
ein besonderes Ansehen: ihre Sätze sind absolut sicher und unbestreitbar, wäh- 
rend die aller anderen Wissenschaften bis zu einem gewissen Grad umstritten und 
stets in Gefahr sind, durch neu entdeckte Tatsachen umgestoßen zu werden ... 
Aber jenes große Ansehen der Mathematik ruht andererseits darauf, daß die 
Mathematik es auch ist, die den exakten Naturwissenschaften ein gewisses Maß 
von Sicherheit gibt, das sie ohne Mathematik nicht erreichen könnten ... Inso- 
fern sich die Sätze der Mathematik auf die Wirklichkeit beziehen, sind sie nicht 
sicher, und insofern sie sicher sind, beziehen sie sich nicht auf die Wirklichkeit... 
Dieser geschilderten Auffassung der Geometrie lege ich deshalb besondere Bedeu- 
tung bei, weil es mir ohne sie unmöglich gewesen wäre, die Relativitätstheorie 
aufzustellen. Ohne sie wäre nämlich folgende Erwägung unmöglich gewesen: In 
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emem relativ zu einem Inertialsystem rotierenden Bezugssystem entsprechen 

die Lagerungsgesetze starrer Körper wegen der Lorentz-Kontraktion nicht den 

Regeln der euklidischen Geometrie; also muß man bei Zulassung von Nicht- 

Inertialsystemen als gleichberechtigten Systemen die euklidische Geometrie 

verlassen.‘ 

Die nachfolgenden Zitate Einsteins sind dem Buch von H. Dukas und B. Hoffmann 
„Albert Einstein, the human side‘* (Princeton, Univ. Press, 1979) entnommen und 
stammen aus persönlichen Briefen Einsteins: 

„Mein eigentliches Forschungsziel war stets die Vereinfachung und Vereinheit- 

lichung des physikalischen theoretischen Systenis. Das Ziel erreichte ich befrie- 

digend für die makroskopischen Phänomene, nicht aber für die Phänomene der 

(Juanten und die atomistische Struktur. Ich glaube. daß auch die moderne Quan- 

tenlehre von einer befriedigenden Lösung des letzteren Problemkomplexes trotz 

erheblicher Erfolge noch weit entfernt ist.‘“ (1932) 

„Vom skeptischen Empirisnius etwa Mach’scher Art herkommend hat das Gravi- 

tationsproblem mich zu einem gläubigen Rationalisten gemacht, d.h. zu einem, 

der die einzige zuverlässige Quelle der Wahrheit in der mathematischen Einfach- 

heit sucht.‘ (1938) 

„Glaube an Erfaßbarkeit der Realität durch etwas logisch Einfaches und Ein- 

heitliches ... . Es scheint hart, dem Herrgott in seine Karten zu gucken. Aber dab 

er würfelt oder sich ‚telepathischer‘ Mittel bedient (wie es ihm von der gegen- 
wärtigen Quantentheorie zugemutet wird) kann ich keinen Augenblick glauben.“ 

(1942) 

..Je mehr man den Quanten nachjagt. desto besser verbergen sie sich.“ (1924) 
In einem Gespräch mit E. Straus (Assistent bei Einstein von 1944—1948) sagt Ein- 
stein: 

„Was mich eigentlich interessiert, ist, ob Gott die Welt hätte anders machen 

können; das heißt. ob die Forderung der logischen Einfachheit überhaupt eine 

Freiheit läßt.“ 


Bemerkung, Hilbert hat fast gleichzeitig mit Einstein im November 1915 die allgemeinen Feld- 
gleichungen (1) (dem entspricht (30.1.2/3) mit .1=0) gefunden. Die Gewinnung von (30.1.2/3) 
aus einem Extremalprinzip, wie es in 30.1.2. angedentet wurde, entspricht dem Hilbertschen 
Vorgehen. Hilbert hat stets darauf hingewiesen, daß die Priorität Rinstein gebührt und daß er 
auf früheren Arbeiten von Einstein aufgebaut hat. Trotzdem ist es merkwürdig, daß diese be- 
deutsame Leistung Hilberts immer nur am Rande erwähnt wird (wie ja auch hier). 


30.2. Der Energie-Impuls-Tensor 
30.2.1. Killingvektoren und Erhaltungssätze 


Das Ziel von 30.2. ist, den Trensor 7"’ und die Kopplungskonstante z aus (30.1.2/3) 
näher zu untersuchen. Hierzu sind einige Vorbetrachtungen nützlich. Aus (30.1.2/3) 
und Satz 29.5.7/2 folgen 


TA-T% und TH,=0 (1) 
als notwendige Bedingungen für den Energie-Impuls-Tensor. 
Definition. Der kontravariante Vektor K' heißt Killing-Vektor, falls K’.s+ K®.,=0 für 
alle r und s gilt. 


Bemerkung 1. Wie früher vereinbart, sprechen wir von Vektoren stätt (genauer) von Vektor- 
feldern. 
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Satz (Erhaltungssatz). Ist (1) erfüllt und ist K" ein Killing-Vektor, so gilt 
(V-gPk),=0 mit Pk=TkK,. 


Bemerkung 2. Man prüft sofort Pf „=0 nach, Der Satz folgt dann aus Satz 29.3.2(b) und einer 
Betrachtung in lokalen Koordinaten. Diesen differentiellen Erhaltungssatz kann man leicht 
in einem integralen Erhaltungssatz umformen, wenn man den Gaußschen Satz 9.3.1/2 benutzt. 


Bemerkung 3. Nicht-triviale Killing-Vektoren führen also zu (differentiellen und integralen) 

Erhaltungssätzen. Die Existenz von nicht-trivialen Killing-Vektoren ist aber stets mit Symme- 

trien im gegebenen metrischen Raum verbunden. Ein beliebiger Lorentz-metrischer Raum 

besitzt keine nicht-trivialen Killing-Vektoren. Maximal gibt es 10 linear unabhängige Killing- 
nln+1 

Vektoren (masimaı m u in einem n-dim. metrischen Raum) . Die Maximalzahl 10 wird 


genau dann angenommen, wenn der Raum konstante Krümmung hat, d.h. 


Rava= 75 (IacIva —IvcIaa) 


R 

12 

gilt. 

Bemerkung 4. Im Minkowskiraum sind die 10 linear unabhängigen Killing-Vektoren durch 
En=latEat, Ead= —Epa » 


gegeben, c, und e,; sind Konstanten. 


30.2.2. Das Kovarianzprinzip 


Wählt man in einem Punkt eines 4-dim. Lorentz-metrischen Raumes normale 
Koordinaten im Sinne von Lemma 2 und Bemerkung 4 aus 29.5.6., so gehen in dem 
betreffenden Punkt kovariante Ableitungen in partielle über, und man hat approxi- 
mativ in einer Umgebung dieses Punktes die gleichen Verhältnisse wie im Minkow- 
skiraum. Es ist somit naheliegend, normale Koordinaten approximativ als lokale 
Intertialsysteme im Sinne der speziellen Relativitätstheorie zu betrachten, vgl. 
25.1.1. Das legt folgende Vorschrift zur Gewinnung physikalischer Gesetze im Rah- 
men der allgemeinen Relativitätstheorie nahe. 


Komma-Semikolon-Regel (Kovarianzprinzip). Man formuliere solche physikalischen 
Gesetze, die nichts mit Gravitation zu tun haben, in ihrer speziell-relativistischen Form 
und ersetze anschließend partielle Ableitungen durch kovariante Ableitungen (also 
Kommas durch Semikolons). 


Bemerkung. Ein Beispiel sind die Maxwellschen Gleichungen F*,;=0 aus (24.3.2/3) und 
F" ‚=0 aus Bemerkung 30.1.3/2. 


Bemerkung 2, Bei der Komma-Semikolon-Regel treten die gleichen Schwierigkeiten auf, wie 
bei der Quantisierungsregel aus 28.3.1.: Man übersetzt aus einem kommutativen Bereich in 
einen nicht-kommutativen Bereich. Im Falle der Quantisierungsregel transformiert man 
(kommmtierende) reelle Zahlen in (nicht-kommutierende) Operatoren, im Falle der Komma- 
Semikolon-Regel (kommutierende) partielle Ableitungen in (nicht-kommutierende) kovariante 
Ableitungen. Bei Differentialausdrücken zweiter und höherer Ordnung hat man somit eine 
Vielzahl von Varianten zur Verfügung. Die Auswahl der „richtigen“ ist eine Angelegenheit 
physikalischer Intuition: Man kann eben nicht eine höhere Theorie aus einer niederen rein 
deduktiv ableiten. 


Bemerkung 3. Die obigen Betrachtungen und Bemerkung 30.2.1/4 zeigen, daß in der allgemei- 
nen Relativitätstheorie approximativ die differentiellen Erhaltungssätze der speziellen Rela- 
tivitätstheorie gelten. Die Basis hierfür war die Existenz von Killing-Vektoren und die Forde- 
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rung 7*,;=0 im Minkowskiraum. Im Sinne der obigen Regel übersetzt man 7, ,=0in 7. ,=0. 
Damit hat man ein physikalisches Motiv für (30.2.1/1) gefunden: Es ist der Wunsch, daß in 
der allgemeinen Relativitätstheorie approximativ die differentiellen Erhaltungssätze der spe- 
ziellen Relativitätstheorie gelten mögen. 


30.2.3.  Energie-Impuls-Tensor für ideale Flüssigkeiten 


Das Kovarianzprinzip wird man natürlich auch auf den Energie-Impuls-Tensor 7? 
ausdehnen, wobei z aus (30.1.2/3) eine später zu bestimmende Kopplungskonstante 
ist. Es erscheint zumindest plausibel, Weltlinien von Partikeln (z. B. Galaxien) in 
einer gekrümmten 4-dim. Raum-Zeit im Sinne des Kovarianzprinzips nach den 
klassischen Gesetzen idealer Flüssigkeiten zu behandeln und den entsprechenden 
Energie-Tensor aufzustellen. Ist V* die kontravariante Ausgabe des Tangential- 
vektors der zeitartigen Weltlinie eines strömenden Partikels. so normieren wir 
"#y,= —1. Der Energie-Tensor ist dann 

Te=(au+p) VEViHngk, () 
wobei die Energiedichte « und der Druck p skalare Funktionen sind (x schließt die 
Massendichte o ein). Wie schon angedeutet, spielt sich alles in einem 4-dim. Lorentz- 
metrischen Raum mit 95, als Fundamentaltensor ab. Aus (30.1.2/3) und T#,=0 
erhält man 


Ik _ - IT Ag zu TR, (2) 
al’ +lu+p) V=0, Tf=-1, (3) 
(u +p) ] "k,] er (gf + VE r) Pa=0 . (#) 


Dieses fundamentale System liegt vielen lokalen und kosmologischen Betrachtun- 
gen zugrunde. 


30.2.4.  Vergleieh mit der Newtonschen Gravitationstheorie 


Der Tensor 7 in (30.1.2/3) wird auf der Grundlage klassischer Energie-Impuls- 
Tensoren nach dem Kovarianzprinzip gebildet. Was bleibt, ist die Bestimmung von x. 
Hierzu betrachtet man den Newtonschen Grenzfall: Bei vorgegebener Massen- 
dichte oe im A, ist im CGS-System T;,=oec? die dominierende Komponente im 
Energie-Tensor (c ist die Lichtgeschwindigkeit), wobei wir voraussetzen, daß keine 
elektromagnetischen Felder usw. existieren, die Beiträge zum Energie- -Tensor lie- 
fern. Die Lorentz-Metrik sei 94 —=1jg1 + gr, wobei 77x die Metrik im Minkowskiraum 
(vel. 25.1.1/1) und /g eine kleine Störung ist. Geht man mit diesem Ansatz in 
(30.2.3/2) mit A=0 ein, so liefert eine Näherungsrechnung 4J/,;—= —zoe?, wobei 4 
der (dreidimensionale) Laplace-Ausdruck ist. Das Newtonsche Gravitationspoten- 
tial ® bestimmt sich bekanntlich aus A®=4rGo, wobei G die Newtonsche Gravi- 


5 . ER ce” ; 
tationskonstante ist. Es zeigt sich, daß man ®= — — /z, setzen muß. Dann liefert 
ein Vergleich der beiden Potentialgleichungen die Einsteinsche Konstante 

SrG 
»= — 2: 10748 g-1cm-1 a2, 
ec? 


eine Winzigkeit. Details findet man in jedem seriösen Lehrbuch der allgemeinen 
Relativitätstheorie, z. B. in [39]. S. 89-91. 
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30.3.  Bewegungsgleichungen 
30.3.1. Testteilehen und elektromagnetische Wellen 


Die Newtonsche Gravitationstheorie oder die Maxwellschen Feldgleichungen 
sagen noch nichts über die Bewegungsgleichungen von Teilchen in den entsprechen- 
den Feldern aus. Diese müssen separat postuliert werden. Man vgl. z. B. mit den 
Betrachtungen über Inertialsysteme aus (25.1.1/2). Ursprünglich glaubte man, daß 
man auch die Einsteinschen Feldgleichungen durch unabhängige Bewegungsglei- 
chungen für Testteilchen ergänzen müsse (und könne). Testteilcben sind Teilchen 
mit positiver Masse m, die sich in einem vorgegebenen 4-dim. Lorentz-metrischen 
Raum kräftefrei bewegen. ohne diesen zu beeinflussen. Die Festlegung lautete: 
Ein Testteilchen bewegt sich auf einer zeitartigen Geodäten. Später erkannte man, 
daß diese Forderung nit einer gewissen Zwangsläufigkeit aus den Einsteinschen 
Gleichungen folgt. Physikalisch glaubhaft, aber mathematisch etwas makaber, 
kann man wie folgt argumentieren. Ist «*(s) die Bahn des Teilehens, so setzt man 


„ dat ; STERN 
Vr= T für 2°—x%(s) (Punkt der Bahnkurve) und V#=0 sonst. (Dies ist eine kon- 
s 


travariante Vektordistribution, wie sie in 32.3.2. behandelt wird.) Hierbei ist s die 
Bogenlänge im Sinne von 29.5.4., so daß V!V,= —1 für a#=.x%(s) erfüllt ist. Mit 
p=0 sowie a=o=m erhält man dann den Energie-Impuls-Tensor (30.2.3/1) im 
Sinne des Kovarianzprinzips. (30.2.3/4) liefert dann 


daf\ det 
(=). ra Be 1 


Nach Bemerkung 29.4.5/1 sind dies (zeitartige) Geodäten. 


Axiom. (a) Testleilchen bewegen sich auf einer zeilartigen Geodäten. 

(bh) Klektromagnelische Wellen. bewegen sich au] Strahlen. 

(e) Welllinien, die physikalische Vorgänge mit Informationstransport beschreiben, 
sind in jedem Punkt zeitartig oder nullartig. 


Bemerkung 1. Teil (a) sanktioniert die obigen Betrachtungen. Strahlen (=Nullgeodäten) 
et da! 


By 
wurden in 29.5.3. und 29.5.4. behandelt. Teil (ce) meint, daß IK gr 7. in jedem Kurven- 


punkt «"=x*(r) gilt. Natürlich spielt sich alles in einem 4-dim. Lorentz-metrischen Raum ab. 


Bemerkung 2. Teil (b) muß großherzig interpretiert werden. Betrachtet man einen Lichtblitz 
im Punkt P im Minkowski-Raum, so breitet sich dieser längs Geraden (= Strahlen) auf dem 
zugehörigen Kegelmantel ins Unendliche aus. Hierbei wird die Ausbreitung von Licht durch 
die Maxwellgleichungen beschrieben, siehe 25.3.2. Diese Lösungen zeigen, daß die huygenssche 
Eigenschaft erfüllt ist, vgl. 19.3.4. In gekrümmten Raum-Zeiten geht die huygenssche Eigen- 
schaft im allgemeinen verloren (vgl. Kap. 33, wo wir solche Fragen ausführlich behandeln). 
Ein Lichtblitz im Punkt P einer gekrümmten Raum-Zeit wird im allgemeinen in allen Welt- 
punkten registriert, die im Innern und auf dem Rand des zugehörigen charakteristischen 
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Konoids liegen. Teil (b) des Axioms ist also so zu verstehen, daß ein Lichtstrahl einen Zick- 
Zack-Weg beschreibt, dessen Stücke Strahlen sind. Die (mathematische) Ursache für diesen 
Streueffekt ist die Krümmung des Raumes. 


Bemerkung 3. Teil (a) des Axioms kann man (fast) aus den Einsteinschen Feldgleichungen 
herleiten (genauer gesagt aus TH ,=0). Es fragt sich, ob dieses verblüffende Kunststück auch 
für andere Gleichungen gelingt, die man im ersten Moment als unabhängig ansehen würde. 
Wendet man auf den Energie-Tensor T*' für das Maxwellfeld (30.1.3/3) 7, ,=0 an, so erhält 
man generisch (d. h. im allgemeinen Fall) die Maxwell- Gleichungen für das Vakuum F,=0 
aus 30.1.3. Details (insbesondere bezüglich „generisch“) findet man in [30], S. 471-473. Somit 
kann man auch die Maxwellschen Gleichungen im Vakuum (fast) aus den Einsteinschen 
Gleichungen herleiten. 


Wer rastet, rostet 
(Volksmund) 


30.3.2. Eigenzeit und Zwillingsparadoxon 


Axiom. Die EKigenzeit eines Beobachters üst gleich der BogeUnngE seiner zeitartigen 
Weltlinie. 


Bemerkung 1. Betrachtet wird also ein Beobachter (d.h. ein physikalisches Geschehen) mit 
der zeitartigen Weltlinie =*(s), wobei s die Bogenlänge im Sinne von Bemerkung 29.5.4/4 ist. 
Differenzen von s, also Zeitabstände, sind durch dieses Verfahren eindeutig bestimmt. Physi- 
kalisch hat man die gleiche Situation wie zu Beginn von 25.1.5.: Ein Beobachter bestimmt seine 
Eigenzeit nach einer fixierten physikalischen Prozedur (etwa durch eine Atomuhr, die relativ 
zu ihm ruht, sich also stets am gleichen Ort wie er selber befindet). Damit ist der Takt festge- 
legt, nach dem sich alles relativ zu ihm ruhende anorganische, organische und biologische Ge- 
schehen zu richten hat (auch das Altern des Beobachters). 


Bemerkung 2. Die allgemeine Relativitätstheorie legt fest: Zeit=Weg. Der Volksmund be- 
hauptet: Zeit=Geld. Folgerung: Weg=Geld. Das ist paradox, denn bekanntlich wird das 
meiste Geld durch Sitzen verdient. 


Zwillingsparadoxon. Das Zwillingsparadoxon aus 25.2.1. findet jetzt eine einfache 
Lösung. Zwei Weltlinien, die längs der Wege 1 und 2 von P nach @Q laufen (s. Zeich- 
nung auf 8.340), haben im allgemeinen verschiedene Bogenlängen. Somit sind die 
entsprechenden Eigenzeitdifferenzen verschieden. Zwei in P gleichaltrige Zwillinge 
können somit beim Wiedersehen in @ verschiedenes Alter haben. Zwilling 1 sei ein 
Testteilchen: Er überläßt sich dem freien Spiel der Kräfte und bewegt sich somit 
auf einer zeitartigen Geodäten der Länge s, von P nach @. Zwilling 2 wehrt sich, 
etwa in Form ausgedehnter Weltraumausflüge, sein Weg von P nach Q habe die 
Länge s. Nach Bemerkung 29.5.4/4 ist s, extremal. Man prüft leicht nach, daß s, 
maximal ist. Somit ist s3<s} (alle Betrachtungen sind lokal). Der dynamische 
Zwilling 2 ist also jünger als sein träger Bruder 1. Der Volksmund hat es schon immer 
gewußt: Wer rastet, rostet. 


30.4. Die Schwarzschild-Lösung 


30.4.1. Das Birkhoff-Theorem 


Im R, mit den kartesischen Koordinaten «', x?, x? und r=Y{x1)?+ (x2)?+ («3)? sei 
o={(x!, x2, &) |r;<r<r,}. Hierbei ist O<r;<r,„==. Eine Lorentz-Metrik g;1(«*) in 
der 4-dim. Raum-Zeit oX (— =, &) heißt rotationssymmetrisch, falls 4;,,(2*) nur von 
r und 2°=t abhängt. 


22* 
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Satz (Theorem von Birkhoff). Nach Wahl geeigneter Koordinaten läßt sich in 
0X(— =, ©) jede rotationssymmetrische Lösung g4, der Einsteinschen Gleichungen im 
leeren Raum. 


na_& gu_o (1) 


als 


3u\-! 2M 
ds?=(d.r!)2+ (de?)? + (de”)? -[(- ) -1|ar-(1- : )ar (2) 


darstellen. Ihierbei ist M eine beliebige positive Konstante. 


Bemerkung 1. Wir verwenden die übliche Schreibweise ds?= 4; dedz’. Man kann sich (1) in 
el, 22, 2° und #’=! geschrieben denken. Die Mannigfaltigkeit ox(—», =) besteht dann aus 
einer Karte, die mit passenden Koordinaten x!, . . .,. x? versehen wird. Damit g,; eine Lorentz- 
Metrik wird, fordern wir 2M =; = 1, = = (äußere Schwarzschild-Lösung). 2M hat die Dimension 
einer Länge und heißt Schwarzschild-Radius. Bemerkenswert ist die Tatsache, daß 95; nur 
von r und nicht von f abhängt. Man erhält also (obwohl nicht gefordert) eine stationäre (d.h. 
von f unabhängige) Lösung von (1). 


Bemerkung 2. Verwendet man die Polarkoordinaten r, 9, p aus 12.4.1., so lautet (2) 
2% 


am\-ı MRSN au 
) dr?+r2d9? +12 sin? dag (1- — di?, (3) 


au=(1 == 


7 


(vgl. mit (12.4.1/2)). Dies ist die übliche Form. Sie ist einfacher, täuscht aber für 9—0 und 
d—r Singularitäten vor. Eine Beschreibung in Polarkoordinaten erfordert also mehrere Karten. 
(3) ist dann eine lokale Darstellung bei passender Wahl der x"-Achse. 


Interpretation. Für r— strebt ds? in (2) (oder (3)) gegen die Metrik des Minkowski- 
Raumes, dem wir ja physikalische Realität zuerkannt hatten. Hierbei waren »1, 22,3 
Ortskoordinaten und z°=1 die Zeitkoordinate. Es ist deshalb naheliegend, diese 
Interpretation auch im leeren Kinsteinschen Raum 


Kal, a?, a) | 2M <r=e}X(—=,«) mit der Lorentz-Metrik (2) 


beizubehalten. Dann ergibt sich aus einem Vergleich mit der Newtonscehen Mecha- 
nik im Sinne von 30.2.4. 


Gr y 
M=m-, im CGS-System .. (4) 
Hierbei ist m die Masse eines Teilchens im Nullpunkt, G ist die Newtonsche Gravi- 
tationskonstante und ce ist die Lichtgeschwindigkeit. Die Interpretation lautet also: 
Ein Teilchen der Masse mn im Nullpunkt des #, erzeugt in {{x', #2, ©) | 2M <r<»}xX 
x(— =, ©) eine Raum-Zeit. deren Metrik durch (2) gegeben ist. (x!, x2, x) sind 
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Ortskoordinaten und x’ =t ist eine Zeitkoordinate (die aber nicht mit der Eigenzeit 
von Teilchen zu verwechseln ist, die sich in dieser Raun-Zeit bewegen). Für die 
Erde ergibt sich 27 =8,3 mm und für die Sonne 2M =3 km. Der Schwarzschild- 
radius wird erst für massenreiche, aber relativ kleine Sterne von Interesse. 


30.4.2. Die Eddington-Form der Schwarzschild-Lösung 


Es sei M ein metrischer Raum im Sinne von Def. 29.5.6/1 mit der Metrik Orr. Ist 


DL eine offene zusammenhängende echte Teilmenge von MM, so kann man nach 29.1.2. 
die induzierte Topologie auf WE bilden. Durch eine entsprechende Einschränkung der 
zugehörigen Äquivalenzklasse von Atlanten im Sinne von Def. 29.1.2 und durch 
9lP)= IP) für PEM wird M in einen metrischen Raum verwandelt. Die Äqui- 
valenzklasse der zulässigen Atlanten für M ist aber sehr viel größer als die Menge 
jener Atlanten, die durch Einschränkung zulässiger Atlanten von M auf M ent- 
stehen. Insbesondere kann man sich zulässige Atlanten vorstellen, die singulär 


werden, wenn man sich dem Rand IM=-M/M von M nähert. Durch passende 


Atlanten (lokale Karten) kann man also vollkommen die Entstehung von I aus M 
verwischen. Von Interesse ist jetzt die Umkehrung dieser Fragestellung: Gegeben 
ist ein metrischer Raum WE mit der Metrik g;. Gefragt ist, ob man M im obigen 
Sinne in einen größeren metrischen Raum M einbetten kann. Die Betrachtungen 
zeigen, daß man bei der Beurteilung dieser Frage sehr vorsichtig sein muß. Ein 
ungeschickter Atlas in W könnte Singularitäten vortäuschen, die in Wahrheit nicht 
vorhanden sind. Die nachfolgenden Untersuchungen sind ein Beispiel hierfür. 


Eddington-Metrik. Betrachtet wird die Schwarzschild-Metrik (30.4.1/2) in M- 
= {(a1, 02, 0) | 2M <r<=})X(— =, «). (Wir schreiben M statt 7, um Verwechs- 
lungen mit dem Schwarzschildradius zu vermeiden.) Wir verwenden in Zukunft 
stets die Form (30.4.1/3), wobei klar ist, wie man die scheinbaren Singularitäten für 
9-0 und d—r zu beheben hat. Führt man durch 


ar=xk für k=1,2.3 und @#=.4+2M In (0 -1) 


a 2M 
neue lokale Koordinaten in W ein, so erhält man ds? = g;,da’*dx’" mut 
’  2M 2M \ 
1+— 0 0 + 
r r 
1 8 r 0 0 
| 0 0 rRsind 0 (1) 
2M 2M 
en u (' = —) 
u, ri 
2M . 2M i - 
Ist ai=x+...,soist gi,= ist a!=a"7—...,s0istg),= —— - Die schein- 
n 


baren Singularitäten für #-0 und d—r kann man wieder durch Übergang zu den 
kartesischen Koordinaten i* beseitigen. Man sieht jetzt leicht, daß man die Edding- 
ton-Metrik von M auf 


M={(e!, 22, 23) |0<r<o}X(- =, «) 
ausdehnen kann (r=2M ist keine Singularität) und daß 579g, in IM eine Lösung 


2 
der Einsteinschen Gleichung im leeren Raum RM —_— g'H=0 ist. 
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Interpretation. Bei der Transformation z*=x’*(x') wird nur die Koordinatenzeit t 
ja € abgewandelt. Die Ortskoordinaten x!, x?, x? bleiben unangetastet. Somit kön- 


nen wir die Interpretation aus 30.4.1. übernehmen und von I auf NM ausdehnen. 


30.5. Die klassischen Effekte der allgemeinen Relativitätstheorie 
30.5.1. Planetenbewegung 


Die Planetenbewegung im Rahmen der Newtonschen Gravitationstheorie hatten 
wir in 12.4. behandelt. Wir untersuchen jetzt das gleiche Problem im Rahmen der 
Einsteinschen Theorie. Von Interesse sind die hierbei auftretenden Abweichungen 
gegenüber der Newtonschen Theorie. 


Das Modell. Die Sonne sei im Nullpunkt des R, fixiert. Gemäß der Interpretation 
aus30.4.1. erzeugt sie (im ansonsten leeren Raum) eine Raum-Zeit in M = {(x#!, «2, x3) | 
2M<r-<=} mit der Schwarzschild-Metrik (2) oder (3) aus 30.4.1. Hierbei ist 
2M=3 km. Planeten werden als Testteilchen behandelt, die diese Geometrie nicht 
beeinflussen. Nach Axiom 30.3.1(a) bewegen sich Planeten somit auf zeitartigen 
Geodäten in M (mit Schwarzschild-Metrik). x1, x2, x? werden hierbei als Ortskoordi- 
naten des realen 3-dim. Raumes interpretiert. Mit s als Bogenlänge (Eigenzeit) hat 
man somit das Differentialgleichungssystem 


d® fr dat dem 0 da” da! = m 
ds? + {mt Ed m ) 


zu lösen. Benutzt man wieder Polarkoordinaten r, 9, g und t als Funktionen von s, 
so folgt aus (1) (ohne die letzte Gleichung) und (30.4.1/3) 


d dt 20m 
= i = — 2 
% (A 2) 0 mit Air)=1 (2) 


d/,„,#\ 1dR/d 4dR d EL DR 
An + lE) +3 una, zZ (2) a »(E) BZ, 
=0, 


d dd (a 

z® Zr sin d BR 1 Y. (4) 
BE Le T)- 2 
sin dep =0. (5) 


Bei Vorgabe der Anfangsdaten (12.4.1/6) sowie £(0) und /(0) ist (2)—(5) (zumindest 
lokal) eindeutig lösbar. Hierbei ist d= =, MW. Das ist das Analogon von (3)—(6) aus 
12.4.1. a 

Ebene Bahnen und Flächensatz. Aus (4), den Anfangsbedingungen #0) = 
dd 


- und 


> 

7,0 = 0 sowie der Unität der Lösung erhält man 9=-. Aus (5) folgt dann 

r? Kr =h. Mitanderen Worten: Satz 12.4.2/2 gilt auch im Rahmen der Einsteinschen 
ds 

Theorie. 


Periheldrehung. Wie in 12.4.1. soll s=0 den sonnennächsten Punkt der Planetenbahn 
kennzeichnen (Perihel). Wie in 12.4.3. verwenden wir @ statt s als Parameter und 
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setzen r(s) = nn . Dann erhält man (unter Verwendung der letzten Gleichung in (1)) 
e\? 
20 ML 2.0 
a un =} +3Moe? * (6) 


Ohne den Term 3 Mo? ist dies genau die Differentialgleichung für o(g) aus 12.4.3., 
die zur Lösung (12.4.3/1) führte, 


M 

Tea +ecosp), O<e<1. (7) 
Das war eine Ellipse mit dem Perihel für s=0 und e@(0)=0. Für den Merkur, den 
sonnennächsten Planeten, ist 


7 
3MeY—n T,7.10-8. 
h? 


Für die anderen Planeten ist diese dimensionslose Zahl noch kleiner. Die relati- 
vistische Korrektur 3 Me? in (6) ist also wahrhaft winzig. Das legt nahe, eine Nähe- 
rungslösung von (6) zu suchen, die die Struktur von (7) hat. Hierzu ersetzt man cos p 
in (7) durch cos ep, wobei e eine Zahl dicht bei 1 sein soll. Der beste Wert von e 
liefert die Näherungslösung 


M M: 
et |i+e cos (1-3 | (8) 


von (7). Nach Festlegung ist g=(0 ein Perihel. Das nächste Perihel erhält man, wenn 
34? 34? . 
{07 (' _ =) =2r ist, also für g»2r (' I) . Es ergibt sich also eine Perihel- 


drehung von J=6r Fr . Die Kepler-Newtonsche Ellipse verwandelt sich also in 
1“ 


eine (sich langsam drehende) Rosette. Die entsprechende zeitartige Geodäte in M 


Vergleichs- 
strahl 
Zoch Ab- 
®) weichung 
Jonne 
Fotoplatte 


ist eine Spirale in /-Richtung, deren Projektion die Rosette liefert. Die unten- 
stehende Tabelle vergleicht diese theoretischen Werte mit experimentellen Werten. 
Die Zahlen geben die Periheldrehung in Bogensekunden pro Jahrhundert an. (Hier- 
bei sind gegenseitige Störeinflüsse der Planeten bereits eliminiert.) 


Theorie Beobachtung 


Merkur | 43,03 43,11 +0,45 
Venus 8,6 84 4,8 
Erde 13,8 5,0 +1,2 
Mars | 1,35 
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30.5.2. Ablenkung von Lichtstrahlen 


Gefragt wird nach dem Verhalten von elektromagnetischen Wellen in der Nähe 
von schweren Massen. 


Modell. Wir wählen wieder die gleiche Raunı-Zeit M wie in 30.5.1. mit der Schwarz- 
schild-Metrik (2) oder (3) aus 30.4.1. Es sei wieder 27 =3 km (die schwere Masse ist 
also die Sonne). Nach Axiom 30.3.1(b) bewegen sich elektromagnetische Wellen 
(unter Vernachlässigung eventueller Streueffekte) auf Strahlen (= Nullgeodäten). 
x!, x2, x? werden wieder als Ortkoordinaten eines realen 3-dim. Raumes interpre- 
tiert. Dann hat man das System (30.5.1/1) zu betrachten, wobei man —1 in der 
letzten Gleichung durch 0 ersetzen muß. Beim Übergang zu Polarkoordinaten blei- 
ben die Gleichungen (2)-(5) aus 30.5.1. ungeändert. 


ei 


Lichtablenkung. Mit den Anfangsbedingungen 0) und (0)=0 erhält man 
wieder #(s) =, Also auch Lichtstrahlen bewegen sah in einer festen Ebene. hier 
die «x, z2-Ebene. Unter Verwendung von 9; as =() Jautet jetzt das Analogon 
von (30.5.1/6) ib; 

te=3let, (1) 


R 1 ; fe e SErek : 
wobei er und @ die gleiche Bedeutung wie in 30.5.1. haben. Die Näherungsglei- 
de. . 1 . cos 3 i 
chung at —O hat die Lösung < =d= = ‚also 2!=r cosg = R. Setzt man diese 
ud r r ı 
nullte Näherung in die rechte Seite von (1) ein. so erhält man die Näherungslösung 


M a2 22 


ı=R-— —, e=:l, y=r, 
R Yr?+y: 
f 2M ; 5 e 
mit den Asymptoten 2 ee a y\. Ist R der Sonnenradins, so ist der Winkel 
[7 


-- 


zwischen den beiden Asymptoten 9 = 1,75’ (Bogensekunden). Lichtstrahlen werden 
also durch schwere Massen abgelenkt. Vergleicht man Nachtaufnahmen einer 
Himmelsgegend mit entsprechenden Aufnahmen bei totaler Sonnenfinsternis, so 
kann man diesen Effekt experimentell nachweisen. Die Meßwerte liegen zwischen 
1,28” und 2,71”. Eine qualitativ bessere Bestätigung dieses Effekts (mit einer Ab- 
weichung von weniger als 10% ,) liefert die Bedeckung starker Radioquellen im 
Weltall durch die Sonne. 


30.5.3. Rotversehiebung im Gravitationsfeld 


Frequenzverschiebungen. Betrachtet wird ein 4-dim. Lorentz-metrischer Raum mit 
der stationären Metrik 

ds?=4,;darda?+g,,(dt), x=1,2.3 und P=1,2,3, 
wobei über doppelt auftretende Indizes zu summieren ist (von 1 bis 3). Stationär 
heißt, daß 94 wohl von «= (x, «2, x), nicht aber von t=x“ abhängt. Aus 29.5.3. 
folgt dann, daß mit o(x, t)=0 auch o(x, t+c)=0 für jede reelle Zahl c eine charakte- 
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ristische Fläche ist: Translationsinvarianz in {-Richtung. Dann sind aber auch 
charakteristische Konoide und somit auch Strahlen (siehe 29.5.3.) in t-Richtung 
translationsinvariant. Strahlen sind nach Axiom 30.3.1(b) Weltlinien elektroma- 
gnetischer Wellen. «= (x!, #2, x*) wird als Ort in einen: realen 3-dim. Raum inter- 
pretiert und t als Koordinatenzeit. Die Weltlinie eines ruhenden Beobachters «, ist 
somit eine Gerade durch ., parallel zur {-Achse. Für die Eigenzeit 7‘, von „gilt dann 


AT3= —gr,(%) AP. Also ist AT,=Y—gs,(a,) At. Analoges gilt für x. Der Beob- 


Strahlen 


Pe 
1a 
achter x, sendet Licht aus mit N Schwingungen in der Koordinatenzeit At. Der 


Beobachter x, registriert dies ebenfalls als N Schwingungen in At. Die Frequenz », 
bei x. die ja auf die Eigenzeit bezogen werden muß, ist dann 


N N 
TAT, Voge) a 
analog r, bei «x,. Hieraus ergibt sich 
PESRENBR 
y nn (1) 
ale) 


Mit ga) = Iganlo)! tritt eine Rotverschiebung des Spektrums, d.h. eine Fre- 
quenzverkleinerung, ein. 


1, (£rdradius) 


Sehwarzsehild-Metrik. Die obigen Voraussetzungen sind für die Schwarzschild- 

i j 2M R 2.3 ; 

Metrik (30.4.1/3) mit at) = (1) erfüllt. Berücksichtigt man, daß in 
y r ö 


realen Fällen “— winzig ist, so erhält man (näherungsweise) 
r - 


1 
—=M =.) mit 2M=nen=<= und Ann 
2m IF 


Ar (- 


als Rotverschiebung in der Schwarzschild-Metrik. 
Test. Wählt man als », den Erdradius und r,)=r,+22,5 m, so erhält man 
v 5 a eg . er i K 

——2,5-10=35, Es ist kaum zu glauben, aber dieser Effekt ist experimentell 
va ü 
überprüfbar. Man erhält mit 

Ar Pe ® & 

25 - 10-15(1,05 +0,10) 

’y 


zugleich eine der besten qualitativen Bestätigung der allgemeinen Relativitäts- 
theorie. 


Now, my suspicion is that the universe is not only 
queerer than we suppose, but queerer than we can 
suppose. 

(J. B. S. Haldane, “Possible Worlds’) 


31. Allgemeine Relativitätstheorie II (Singularitäten, schwarze 
Löcher, Kosmologie) 


31.1.  Singuläre Mannigfalitigkeiten 
31.1.1. Kriterien 


Die moderne Relativitätstheorie ist durch tiefliegende qualitative Untersuchun- 
gen über Singularitäten in gekrümmten Raum-Zeiten gekennzeichnet. In 31.1. und 
31.2. versuchen wir, einen Eindruck zu vermitteln. Hierbei beschränken wir uns auf 
einige (wie wir hoffen) typische Begriffsbildungen. Details, notwendige Präzisie- 
rungen und eine Vielzahl weiterer grundlegender Begriffe findet man in [16]. Dieses 
Buch liegt auch den folgenden Darstellungen zugrunde. Wir verweisen ferner auf 
Kap. 33, das man als Fortsetzung der jetzigen Betrachtungen anschen kann. Eine 
Darstellung des heutigen Standes der Relativitätstheorie findet man in [69]. Wie 
in Kap. 30 sei M stets ein 4-dim. Lorentz-metrischer Raum: eine (gekrümmte) 
Raum-Zeit. Gefragt wird nach mathematischen und physikalischen Kriterien, nach 
denen eine solche Raum-Zeit beurteilt werden kann. 


Definition 1. Eine Raum-Zeit M heißt zeitartig vollständig (Imelike complete), falls 
jede zeitartige Geodäte und jede Nullgeodäte Teil einer entsprechenden Geodäte ist, deren 
geodütischer Parameter alle reellen Zahlen durchläuft. M heißt singulär, falls M nicht 
zeilartig vollständig ist. 


Bemerkung 1, Nach Satz 29.4.5 ist die Definition sinnvoll. Gefragt wird also, ob man jede 
zeitartige Geodäte und jede nullartige Geodäte so verlängern kann, daß ihr geodätischer Para- 
meter s von — bis läuft. Eine solche Fragestellung erscheint schr sinnvoll, da s (nach Nor- 
mierung) bei zeitartigen Geodäten die Eigenzeit von Testteilchen ist. Ist M vollständig, so 
kann also ein 'Testteilchen unendlich lange reisen, ohne daß etwas passiert. 


Bemerkung2, Es gibt mehrere andere (z. T. wesentlich schärfere) Vollständigkeitsbegriffe, 
die von Penrose, Hawking und Ellis entwickelt wurden. Wir verweisen auf [16]. 


Bemerkung 3. Der Minkowskiraum ist zeitartig vollständig. Die Geodäten stimmen hier mit 
den Geraden überein. Nimmt man aber aus dem Minkowskiraum einen Punkt oder eine abge- 
‚schlossene Menge » heraus, so ist der Rest eine singuläre Raum-Zeit. 


Problem. Das letzte Beispiel zeigt das Problem, auf das man stößt: Kann man eine 
gegebene singuläre Raum-Zeit M diffeomorph in eine größere zeitartig vollständige 
Raum-Zeit M einbetten? Genauer: Gesucht wird eine zeitartig vollständige Raum- 
Zeit M und eine offene Menge 2 in M mit folgender Eigenschaft: Verwandelt man 
2 wie zu Beginn von 30.4.2. geschildert in eine Raum-Zeit, so gibt es einen Diffeo- 
morphismus von M auf 2 im Sinne von 29.1.2. Im allgemeinen geht dies nicht. 
Dadurch wird man gezwungen, neue Begriffe einzuführen. 


Detinition 2. Eine Raum-Zeit M heißt nicht erweiterungsfähig (locally inextendible), 


falls es keine offene Menge » von M mit folgenden Eigenschaften gibt: 
I. © (der Abschluß von w in M) ist nicht kompakt, 
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2. » kann diffeomorph in eine Raum-Zeit M eingebettet werden, so daß & (der Ab- 
schluß des Bildes & von w in M) kompakt ist. 
Anderenfalls heißt M erweiterungsfüähig. 


Bemerkung 4. Kompakte Mengen wurden in 29.1.1. beschrieben. Vergröbert besagt die Defini- 
tion folgendes: Da © in M nicht kompakt ist, stößt ® längs der stark eingezeichneten Linie an 
den Rand von M an (das ist keine präzise Formulierung). Gelingt es, & über diesen Rand in M 


+ 


w NM 
+ 
N: ä 


Minkowskiraum 


fortzusetzen, so ist ö in M kompakt. Sämtliche Ränder von w liegen dann im Innern von M. 
Die Definition ist im wesentlichen die präzise Fassung dieses anschaulichen Sachverhalts. 


Bemerkung 5. Ist etwa g(z) =det g4,(2)—0, falls zew gegen die stark eingezeichnete Linie 
strebt, so zeigt dies, daß keine Fortsetzung über diesen Randteil möglich ist. 


Zeitorientierbar. Von Fall zu Fall werden wir zusätzliche, physikalisch sinnvolle Be- 
dingungen an eine Raum-Zeit und an Energie-Impuls Tensoren T* stellen. So ist 
die Forderung, daß es keine zeitartigen geschlossenen Linien geben soll, physika- 
lisch vernünftig (chronology condition). Man soll eben nicht in seine eigene Ver- 
gangenheit reisen können. Wesentlich ist der Begriff der Zeitorientierbarkeit: Eine 
Raum-Zeit M heißt zeitorientierbar (time-orientable), falls man die lokalen Licht- 
kegel (lokale charakteristische Konoide) widerspruchsfrei und stetig in M in einen 
„Zukunftskegel‘‘ +und einen „Vergangenheitskegel‘‘ — unterteilen kann. Lokal (in 
einer Karte) ist dies immer möglich (siehe auch 33.2.2.), global auf ganz M ist eseine 
wesentliche Zusatzforderung, die physikalisch sehr sinnvoll ist. 


Forderungen an T*!, Der Energie-Impuls-Tensor 7*! und die Metrik g;; der Raum- 

Zeit M genügen den Einsteinschen Gleichungen (30.1.2/3). Folgende (paarweise 

unabhängige) Forderungen an T* sind physikalisch sinnvoll: 

(a) (Energiebedingung, weak energy condition): Für alle zeitartigen Vektoren V,. 
gilt TAY,V,=0. 

(b) (Zeitartige Konvergenzbedingung, timelike convergence condition): Für alle zeit- 
artigen Vektoren V. gilt AHV,V,=0. 

{c) (Allgemeinheitsbedingung, generic condition): Für jede zeitartige oder nullartige 
Geodäte ist an mindestens einer Stelle dieser Geodäte der Tensor V j. Ara sy VP Fa 
nicht gleich null. V. ist der Tangentialvektor an die Geodäte. 


Bemerkung 6. Wir werden von Fall zu Fall genau aufschreiben, welche zusätzlichen Bedingun- 
gen an eine Raum-Zeit gestellt werden. 


31.1.2. Die Schwarzschild-Eddington-Kruskal-Metrik 


Wir wenden die Betrachtungen aus 31.1.1. auf die Schwarzschild-Metrik (30.4.1/3) 
in M und auf die Schwarzschild-Eddington-Metrik (30.4.2/1) in® an. M und Mt 
sind die Raum-Zeiten aus 30.4.2. Hat das Gebiet » die angegebene Form (s. 8.348), 
so ist DinMt nicht kompakt, aber in M kompakt. Mist somit erweiterungsfähig und 
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damit nicht vollständig. M ist Erweiterung von M. In W ist der Krümmungsskalar 
487? . ; ” ET it . 
R= ——— , wird also für r >0 singulär. Andererseits ist im CGS-System die Eigenzeit 


einer zeitartigen Linie, die in einem Punkt O<r<2.M beginnt (hier startet man auch 

die Zählung der Eigenzeit) und sich in positiver t-Richtung bewegt, maximal 
. M si ? i : A 

1,54 - 10-5 — s (M.„=1,5 km ist der Schwarzschildradius der Sonne). Aus diesen 


M< 2 
beiden Fakten folgt. daß M nicht zeitartig vollständig ist, aber über r=( nicht 


fortgesetzt werden kann. Trotzdem zeigt es sich, daß auch M erweiterungsfähig ist. 


4 w Y 


AW r=d We 


Kruskal-Metrik. Die Kruskal-Metrik hat die Form 


32M3 -— 
2— e MH (deze? — dw?) +r2(d92+ sin? ddp?) . (1) 


Sie entsteht aus der Schwarzschild-Metrik (30.4.1/3) durch z=z{r, I), w=wfr, t), @ 
und 9 ungeändert, wobei 


i t 
1 I x eä_. U 
22 uw _2MeıM Z 3 
ee nn: (2) 


eV Le 44 


ist. Damit sind auch r=r(z, w) sowie g und # in (1) klar. r=const sind Hyperbeln in 
einer z, w-Ebene, wobei man die uninteressante d#-g-Abhängigkeit wegläßt. Die 
Kruskal-Raun-Zeit M* liegt dann zwischen den beiden Ästen der Hyperbel 
w?=z?+1. Hierbei geht die Schwarzschild-Raum-Zeit Min Tüber, d.h. j(w,2) | z>0, 
w'<z}, während die Eddington-Raum-Zeit M in I-+-II übergeht, d.h. i(w, z) | 
(w, z)JEM*, w+z>0}. (Hierbei müssen stets noch # und  hinzugefiigt werden, so 
daß man 4-dim. Mannigfaltigkeiten erhält.) M* ist also eine Erweiterung von W. 
Sie ist nicht vollständig (denn die obigen Überlegungen für r—0 bez. der Eddington- 
Metrik gelten nach wie vor), aber nicht erweiterungsfähig. 


Lichtkegel. Die Geraden z= ++ const sind Nullgeodäten in W*. Das folgt aus (1) 
mit 9=const und p=const.M ist zeitorientierbar. Die Richtung wachsender 
w-Werte sei die Zukunftsrichtung. Dem entspricht der eingezeichnete Zukunftskegel 
in J. Stetig dehnt man die Zukunftsrichtung auf M* aus. Damit erhält man fol- 
gende interessante Sitnation: Von I (also M) können in II (also MM) Infor- 
mationen auf zeitartigen und nullartigen Weltlinien eindringen. Dagegen gelangen 


keine Informationen von Il nach ]. In der späteren Sprechweise ist II ein schwarzes 
Loch. 
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31.1.3. Einschlußflächen 


Einschlußflächen (closed trapped surfaces) spielen in der von Penrose, Hawking, 
Ellis u. a. entwickelten Singularitätentheorie von Raunı-Zeiten eine fundamentale 
Rolle. 


Definition. M sei eine zeitorientierbare Raum-Zeit. F sei eine randlose kompakte rauın- 
artige zweidimensionale Fläche in M. Dann heißt F zukunftsgerichtele Einschluß- 
fläche, falls jede der beiden zu F orthogonalen zukunftsgerichteten Scharen von Strahlen 
konvergrert (analog vergangenheitsgerichtete Einschlußflächen). 


Bemerkung 1. Zeitorientierbare Raum-Zeiten wurden in 31.1.1. definiert. Eine Fläche F (die 
natürlich als ©'=-Fläche angesehen wird) heißt raumartig, falls die Tangentialvektoren 
dirk ü E 2 i 
Vz Fr jeder in ihr verlaufenden €'*-Kurve «%(r) raumartig sind, also gg, V#V! =V gilt. Errichtet 
man in jedem Punkt von F die lokalen Zukunfts-Lichtkegel, so erhält man als einhüllende 
Flächen zwei charakteristische Flächen. Details hierzu findet man in 33.1.2. und 33.1.3. Dort 
wird auch begründet, daß diese zwei charakteristischen Flächen von ausgezeichneten Strahlen 


aufgespannt werden, die orthogonal zu F sind (vgl. (1) und (2) in 33.1.3.). Dies sind die beiden 
in der Definition genannten orthogonalen zukunftsgerichteten Scharen von Strahlen. Was mit 
Konvergenz eines solchen Systems von Strahlen gemeint ist, ist anschaulich klar (man vgl. 
mit dem Begriff der Kaustik in 33.1.3.). Eine präzise Formulierung ist aber relativ kompliziert, 
siehe [16], S. 262 und S. 101. Eine erste Fassung könnte wie folgt aussehen: Betrachtet wird 
ein (infinitesimales} zweidimensionales Flächenstück AF in F. Die Strahlen durch AF (wobei 
wir eines der beiden Systeme fixieren) werden durch (33.1.3/2) beschrieben. Fixiert man s=-0 
(hierbei entspricht s=0 der Fläche F), so erhält man ein Flächenstück (AF\)(s). Die 4-dim. 
Lorentz-Metrik gg, induziert auf AF und (AF)(s} eine (lokal euklidische) zweidim. Metrik. 
Mit deren Hilfe kann man das Flächenmaß |AF(s)| bilden. Konvergenz der Strahlen bedeutet 


d 
nun \AF(s)| =0. (Obwohl nicht unmittelbar klar ist, ob eine solche Festlegung der Konver- 
genz mit der in [16]. S. 262/267, übereinstimmt, erhält man zumindest ein qualitativ richtiges 
Bild.) 


Bemerkung 2. Ist # im Minkowskiraum die Oberfläche einer 3-dim. Kugel in der Ebene »’=0, 
so sind die beiden oben genannten charakteristischen Flächen Kegel. Die zugehörigen Strahlen 
(in diesem Fall Geraden) konvergieren für den „inneren“ Kegel und divergieren für den „äuße- 
ren“ Kegel. Im Minkowskiraum gibt es keine Einschlußflächen. Das entsprechende Bild in der 
Eddington-Metrik (30.4.2/1) mit „—" sieht anders aus. Wählt man für F die Oberfläche einer 
3-dim. Kugel mit 0 als Mittelpunkt und einen Radius R2=2M, so zeigt die Diskussion in 31.2.1., 
daß jetzt beide der oben. genannten charakteristischen Flächen „nach innen“ laufen. Beide 
Scharen von Strahlen konvergieren. F ist eine Einschlußfläche. 
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Bemerkung 3. Das letzte Beispiel zeigt den physikalischen Sinn der Begriffsbildung. Schaltet 
man auf F Licht ein, so läuft dieses Licht ins Kugelinnere. Das Licht wird gefangen (trapped 
surface). 


31.1.4. Singularitäten 


Bis in die sechziger Jahre hinein war folgende Meinung unter den Relativitäts- 
theoretikern weit verbreitet: Die Singularitäten der bekannten expliziten Lösungen 
der Einsteinschen Gleichungen sind durch die hohen Symmetrien der entsprechen- 
den Metriken bedingt (die Schwarzschild-Eddington-Metrik diente als Kronzeuge). 
Man glaubte (und hoffte), daß allgemeine (nicht-symmetrische, realistische) Lö- 
sungen der Einsteinschen G leichungen derartige Singularitäten vermeiden würden. 
Die Klärung dieser Frage wurde immer dringender. Einmal waren die kosmologi- 
schen Konsequenzen derartiger Singularitäten seit langem bekannt: Friedmansche 
Modelle, Urknall (siehe 31.3.). Zum anderen legten die Resultate der modernen 
Astrophysik die Existenz von Sternen mit unglaublich hoher Massendichte nahe: 
weiße Zwerge, Pulsare, Neutronensterne (siehe 31.2.2.). Kugelförmige Sterne, deren 
Massendichte so hoch ist, daß ihr Radius kleiner als ihr Schwarzse 'hildradius ist, 
schienen und scheinen durchaus physikalisch real zu sein (schwarze Löcher). Die 
Schwarzschild-Eddington-Metrik liefert hierfür eine eindrucksvolle theoretische 
Beschreibung (siehe 31.2.). Die Frage, ob Singularitäten für reale Raum-Zeiten 
lokal und global unvermeidlich sind, ist somit nicht nur von mathematischem, son- 
dern auch von physikalischen: Interesse. Seit 1965 (Penrose) wurden diese Fragen 
im Rahmen einer qualitativen Theorie systematisch untersucht. Grob gesprochen 
lautet das (je nach Standort positive oder negative) Resultat: Singularitäten in 
realen Raum-Zeiten sind nicht die Ausnahme (bedingt durch Symmetrien), sondern 
die Regel. [16] (insbesondere Kap. 8) enthält eine systematische Darstellung dieser 
Resultate, die auf Penrose, Geroch, Hawking und Ellis zurückgehen. Wir geben 
hier einen typischen Satz an, der einen Eindruck von dieser Theorie vermittelt. 


Satz (Hawking, Penrose 1970). M sei eine zeitorientierbare Raum-Zeit ohne zeitartige 
geschlossene Linien. Ist T" der Energie-Impuls-Tensor im Sinne der Einsteinschen 
Gleichungen (30.1.2/3), so sollen die Forderungen (b) (zeitarlige Konvergenzbedingung) 
und (c) (Allgemeinheitsbedingung) an T*! am Ende von 31.1.1. erfüllt sein. Besitzt M 
eine zukunftsgerichlete Einschlußfläche, so ist M singulär (im Sinne von Def. 31.1.1/1). 


Bemerkung. Von expliziten Lösungen von (30.1.2/3) ist hier nicht mehr die Rede. Es sind rein 
qualitative Aussagen. Daß die Existenz von Einschlußflächen zu Singularitäten führt, erscheint 
physikalisch plausibel. Man kann sich dies am Beispiel der Schwarzschild-Eddington-Metrik 
klar machen. Da die Art der Zeitorientierung belanglos ist, kann die Einschlußfläche im Satz 
auch vergangenheitsgerichtet sein. 


31.1.5. Sehwarze Löcher 


Eine präzise Definition eines schwarzen Loches im Rahmen der qualitativen 
Penrose-Theorie ist relativ kompliziert (siehe [16]). Wir begnügen uns hier mit einer 
etwas unscharfen Darstellung, von der wir aber hoffen, daß sie das Wesen dieses 
fundamentalen Begriffs richtig beschreibt. Betrachtet wird eine zeitorientierbare 
Mannigfaltigkeit M. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit nehmen wir an, daß 
M durch eine einzige Karte dargestellt werden kann: M sei eine offene 7 Teilmenge 
von Al,= R,X(—=, «). (Anderenfalls muß man die folgenden Untersuchungen 
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Bi 


aBlt) 


lokal interpretieren.) Die Zukunftsriehtung soll wachsenden i1-Werten entsprechen 
(t=x'). In R, sei 8 eine offene Menge, die in der angegebenen Form aus endlich 


vielen Schläuchen besteht. Insbesondere sei 8 {t=const} für jedes te R, eine 3-dim. 
kompakte Menge, die aus endlich vielen zusammenhängenden Komponenten be- 
steht. B(t) sei eine solche zusammenhängende Komponente, &B(f) sei ihr 2-dim. 


Rand, also öB(1)= B(t)— Bit) (in Ry bei festem 2). Der Inhalt wird mit |öB(h)| be- 
zeichnet. M sei jetzt die Vereinigung von R,\S und einer offenen Menge S, mit 
S,-S: Also das Äußere der Schläuche und Teile der Schläuche. Als Ast von $ be- 
zeichnen wir 4 oder 5, aber auch 1-3 oder 2-3 (siehe Zeiehnung). 


Schwarzes Loch (black hole): Ein Ast Avon S heißt schwarzes Loch, falls mit jedem 
Punkt PEAMM auch der zukunftsgerichtete Lichtkegel (charakteristisches Konoid). 
der im Punkt P beginnt, in ANM liegt. 


Weißes Loch: Bin Ast A von S heißt weißes Loch, falls mit jedem Punkt PEANM 
auch der vergangenheitsgerichtete Lichtkegel, der im Punkt P beginnt, in AMM liegt. 


Bemerkung 1. Die genaue Definition sieht komplizierter aus. Sie besteht in einer konstruktiven 
Beschreibung von Bit). Von besonderem Interesse ist die Frage nach dem Endstadium eines 
schwarzen Loches. Was wird aus A{f) für {> (stationäres schwarzes Loch)? 


Vermutung. Das Endstadium eines schwarzen Loches wird durch eine Kerr-Newman- 
Metrik beschrieben. 


Bemerkung 2. Die Kerr-Newiman-Metrik enthält 3 Parameter, die der Masse, dem Drehimpuis 
ünd der Ladung des schwarzen Toches entsprechen. Spezialfälle sind die Eddington-Metrik 
(ruhendes ungeladenes schwarzes Loch: Drehmoment und Ladung sind 0) und die Kerr-Metrik 
(rotierendes ungeladenes schwarzes Loch: Ladung ist 0). Diese Fälle werden wir in 31.2. aus- 
führlich behandeln. Die obige Vermutung scheint noch nicht endgültig bewiesen zu sein. Aber 
es gibt zahlreiche Sätze, die in diese Richtung weisen (natürlich auf der Grundlage einer ge- 
nauen Definition eines schwarzen Loches), siehe [16], 8. 331, und [30], 8. 876. Das Überra- 
schende ist, daß ein stationäres schwarzes Loch alle physikalischen Besonderheiten über Bord 
wirft und sich auf 3 Maßzahlen reduziert (Masse, Drehmoment, Ladung). Das Angenehme ist, 
daß man die zugehörige Raum-Zeit explizit kennt (seit 1965). 


Bemerkung 3. Der physikalische Sinn der Definition eines schwarzen Loches ist klar: In ein 
schwarzes Loch AMM können von außen, also von RS, längs zeitartiger und nullartiger 
Weltlinien Informationen eindringen, aber keine Information kann von AMNM nach R,\S 
gelangen. Diesen Effekt werden wir später noch im Detail untersuchen, man vgl. auch mit den. 
Betrachtungen zur Kruskal-Metrik in 31.1.2. 


Bemerkung 4, Die obige Vermutung legt nahe, daß sich schwarze Löcher nicht auflösen können. 
Dagegen können sie im Laufe der Zeit entstehen oder auch zusammenstoßen (5 bzw. 1-3 und 
2-3 in der Zeichnung). Auf der Basis der Penrose-Theorie kann man folgende Aussage beweisen. 


Satz (Hawking, 1971). Stoßen zwei schwarze Löcher B,(l') und Bs(l’) zusammen, so 
entsteht ein neues schwarzes Loch By(t''), und es gilt 
eB;)\>leB fl +IEB)| - (1) 


352 31. Allgemeine Relatiwitätstheorie II 31.2.1. 


Bemerkung 5. {’ ist ein Zeitpunkt lange vor dem Zusammenstoß (B,(!’) und B,(f’) sind dann 
fast stationär), und #” ist ein Zeitpunkt lange nach dem Zusammenstoß (2,(#”’) ist dann fast 
stationär). 
Bemerkung 6. Die Frage entsteht, ob schwarze Löcher physikalisch real sind. Schwarze Löcher 
kann man (definitionsgemäß) nicht sehen. Aber sie beeinflussen dicht benachbarte Sterne und 
Gaswolken. Das Resultat sind u. a. Röntgenstrahlen. Die Astrophysik hat auf dieser Basis zwei 
Kandidaten für schwarze Löcher ausfindig gemacht, der bekanntere ist Cygnus X1 im Stern- 
bild des Schwans. Die Satelliten „Uhuru“ (das heißt „Freiheit“ auf Suaheli), 1970, und „Coper- 
nieus“, 1973, zur Messung von Röntgenstrahlen haben den Verdacht erhärtet, siehe [12]. 
5.134. Man vgl. hierzu auch mit [64] sowie [63], S. 264, und insbesondere mit [59]. S. 85-87. 
Es soll Relativitätstheoretiker geben, die die Situation wie folgt einschätzen: 

Entweder gibt es Löcher im Himmel oder in der allgemeinen 

Relativitätstheorie. 


31.2. Die Theorie der schwarzen Löcher, Sternentwieklung 
31.2.1. Die Eddington-Metrik 


Wie in Bemerkung 31.1.5/2 erwähnt wurde. wird ein stationäres (d.h. zeitlich 
unveränderliches) ruhendes ungeladenes schwarzes Loch durch die Eddington-Metrik 
(30.4.2/1) beschrieben. ,„.Ruhend‘“ bezieht sich hier auf den Fixsternhimmel, der als 
Inertialsystem angesehen wird. Die Raum-Zeit M aus 30.4.2. ist zeitorientierbar. 
Als Zukunftsrichtung wählen wir wachsende t-Werte (1=.%). Um ein schwarzes 


‘ 


loch zu erhalten, müssen wir dann in (30.4.2/1) das ..+‘' wählen, also 
2M M 2M Be; . 
ds?= (' I — dr?+4 — drd! — (i -—) di?+r2d8?+r? sin? ddp? . (1) 
r Y r 


Im Sinne der Bezeichnungen aus 30.1.5. ist S={(x#) O=r=2M, tel} und 

Su 1a) /O=r=2M te R,}. Um zu zeigen. daß 8, ein schwarzes Loch ist, beschrän- 

ken wir uns auf r-#-Diagramıme (also auf Linien mit g=const und 9 =const). Die 

Strahlen ds?=0 werden dann durch die Differentialgleichungen dr +d/=0 und 
3 

di-dr 


2m 


1 | beschrieben, die in der Zeichnung dargestellt sind. Die zu- 


n 
kunftsgerichteten Lichtkegel haben dann die angegebene Form. Man sieht, daß S, 
ein schwarzes Loch ist. Mit ‚.— "in (30.4.2/1) würde man ein weißes Loch erhalten. 


f=2M r=2M 


Interpretation. Wir früher mehrfach betont wurde, erkennen wir der Eddington- 
Metrik (=Schwarzschild-Eddington-Metrik) physikalische Realität zu: Gravita- 
tionsfeld einer schweren Masse (man vgl. mit den Interpretationen in 30.4.1. und 
30.4.2.). Insbesondere ist r der Abstand eines Beobachters von dieser schweren 
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Masse. Für r=2M ist die (zeitartige) Weltlinie eines ruhenden Beobachters A eine 
Gerade parallel zur t-Achse. Für 0<r<24M ist eine solche Weltlinie unmöglich, für 
r=2M kann sie nur noch von elektromagnetischen Wellen realisiert werden (statio- 
näres Licht). Betrachten wir einen Beobachter B, der sich auf der eingezeichneten 
Weltlinie dem schwarzen Loch nähert (ein Ausflug im Raumschiff). Überschreitet 
er P. so ist er unrettbar verloren. Innerhalb kurzer Eigenzeit zerschellt er an der 


Singularität r=0 (siehe 31.1.2.). A und B beurteilen alles Geschehen bezüglich ihrer 
jeweiligen Eigenzeit (also der Bogenlänge s ihrer Weltlinien). Für A (mit r =const, 
9=const, y=const) ist die Eigenzeit proportional zu {. Betrachtet der ruhende 
Beobachter A seinen reisenden Kollegen B, so stellt er fest, daß sich dieser langsam 
dem schwarzen Loch nähert. es aber niemals (in A-Eigenzeit) erreicht. B stellt da- 
gegen mit Bedauern fest. daß er sehr rasch (in endlicher B-Eigenzeit) im schwarzen 
Loch verschwindet. 


31.2.2. Sterne 


Man glaubt, daß man heute die Lebensgeschichte eines Sterns kennt, obwohl 
einige Details noch geklärt werden müssen. Man hat hierfür umfangreiche Rech- 
nungen durchgeführt. Die Basis sind thermodynamische, nukleare u. a. Prozesse. 
Die so erhaltenen Sterninodelle stehen in guter Übereinstimmung mit den beobach- 
teten Sterntypen. Danach stellt sich die Lebensgeschichte eines Sterns wie folgt dar: 


Geburt. Unter dem Einfluß der Gravitation kontrahiert eine kalte Gaswolke. Sie 
erhitzt sich. Ist die Masse ın der Gaswolke kleiner als 102 m, (wobei m, die Masse 
der Sonne ist). so wird jene T’emperatur nicht erreicht. die den Prozeß H— He (Ver- 
brennung von Wasserstoff zu Helium unter gleichzeitiger Freisetzung von Energie) 
in Gang setzt. Die Gaswolke zerfällt wieder. 
Leben. Ist m = 102 m,, so entsteht (nach einer Übergangsphase) ein stabiler strah- 
lender Stern. Ist der Stern sehr massenreich, so können neben und nach H-He 
weitere nukleare Prozesse ablaufen (der Stern verbrennt seine Asche). Dieses 
s Ma\“ 
stabile Stadium dauert etwa 2- 101 (==) Jahre und endet, wenn der nukleare 
m | 
Brennstoff aufgebraucht ist. Die Formel zeigt, dal massenreiche Sterne früh 
sterben. 
Tod. Ist m<1.2 m, (Chandrasekhar-Limit), so endet der Stern als weißer (und 
später vermutlich schwarzer) Zwerg. Derartige Sterne haben Radien von 3 - 103 


bis 2: 10%km, eine Massendichte u von etwa 10% Fe und bestehen aus nackten 


Atomkernen und freien Elektronen (Elektronengas). Ist m>1,2 ma. so schleudert 
23 Triebel, Math. Physik 
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der Stern einen großen Teil seiner Masse in den Weltraum. Es entsteht das astro- 
nomische Spektakel einer Supernova. Die verbliebenen Reste verwandeln sich in 
einen Neutronenstern. Derartige Sterne haben Radien von 6 bis 100 km, eine Mas- 


sendichte « von etwa 1013 bis 1015 u und bestehen aus Neutronen (Neutronen- 


gas). Man glaubt, daß die Pulsare Neutronensterne sind. Das bekannteste Beispiel 
einer Supernova und eines zugehörigen Pulsars ist der Krebsnebel (diese Supernova 
wurde 1054 von den Chinesen beobachtet und beschrieben). 


Bemerkung 1. Man glaubt, daß das obige Bild qualitativ und (abgesehen von Vorfaktoren) 
quantitativ richtig ist. Es wird durch zahlreiche theoretische Überlegungen und experimentelle 
Daten (insbesondere der Radivastronomie) gestützt. Wir verweisen auf [30], $$ 24.2 und 24.3, 
[36], Kap. 1, [12, 44, 63]. Für uns sind Beiträge von Interesse, die die Relativitätstheorie zu 
dieser Frage liefern kann. 


Kritische Größen. Wir betrachten wieder die Eddington-Metrik. Ein kontrahierender 

(kugelförmiger) Stern wird ein schwarzes Loch, falls sein Radius r kleiner als 

sein Schwarzschildradius 7,=2M wird. Nach (30.4.1/4) erhält man im CGS-System 
G 4 


r=2 —-<r’ru, 


ce? 3 
wohei «# die Massendichte ist. Ersetzt man r in dieser Formel durch die Masse 


m=7 rröu, so erhält man eine kritische Masse m,. Es ergeben sich 


1013 39 
rz=17,» —cem und mzm.n%: Zu 8; (1) 


Yu Yu 


0: _B 
wobei « in 
cm? 


einzusetzen ist. In dem Diagramm sind einige Lypische Zahlen- 


werte eingetragen, Oberhalb der kritischen Kurven verschwindet der Stern hinter 
seinem Schwarzschildradius und wird zu einem schwarzen Loch. 


es 


Ind 
2M 


| 
| normale Sterne 10m 
j 


weiße Zwerge 


e 5 36 
7 Mkm Neutranensterne #0 9 
u. Makm 
Oberfläche | 
des Sterns 
er gem) + u !glem?? 
Bemerkung 2. Ist 210% = (Dichte der Luft), so ist die kritische Masse m. 10° mo, . Bei 


einer solchen geringen Massendichte ist die Verbrennung H—He nicht möglich. Zumindest 
theoretisch ist somit die Existenz riesiger kalter Massen denkbar, die ein schwarzes Loch 


bilden. . 
Bemerkung 3. Vergleichszahlen für die Sonne © und die Erde E sind: r,=7 10° km, #1 = 


BE Ge 
c 


F 8 
mi® moa=2 10% g, r5=6 - 10?km und un=5,3 Te 
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Oh, Be A Fine Girl, Kiss Me Right Now, Sweet! 
(Eselsbrücke zum Lernen der Spektralklassen) 


31.2.3. Das Hertzsprung-Russel-Diagramm und die himmlische Skala 


Bücher über die moderne Astrophysik und Radioastronomie lesen sich spannen- 
der als mancher Krimi [12, 36, 44, 56, 63]. Im letzten Abschnitt haben wir einige 
quantitative Angaben über Sterne gemacht. Weitere Aussagen (insbesondere über 
Abstände im Weltraum) sind für die späteren kosmologischen Betrachtungen von 
Interesse. Wir wollen deshalb einige Bemerkungen zur Abstandmessung machen. 


1. Stufe (der himmlischen Skala). Betrachtet man einen nicht sehr weit entfernten 
Stern aus verschiedenen Stellungen der Erdumlaufbahn, so schwankt seine Posi- 
tion relativ zum übrigen Fixsternhimmel geringfügig (Winkel «). Da der Durch- 
messer der Erdumlaufbahn bekannt ist, kann man hieraus den Abstand zur Erde 
berechnen. Für viele Sterne ist dieser Effekt zu klein, um meßbar zu sein. 


Das Hertzsprung-Russell-Diagramm. Andererseits ist aber die Anzahl der Sterne, 
deren Abstände durch diese geometrische Methode bestimmt werden können, so 
groß, daß man einen bemerkenswerten Zusammenhang zwischen den Spektral- 
klassen der Sterne und ihrer absoluten Helligkeit (Vielfaches der Sonnenhelligkeit 
im Diagramm) feststellen kann. Den Spektralklassen (Gesamtheit charakteristi- 


Spektralklassen 


0 BAF- 


705 


ar; _— 


Fixsterne 
RS stern 


Helligkeit 


ET 3 10° Grad 


1 Extrem heiße blaue Sterne 
2 Sonnenähnliche Sterne 
3,4 Rote Riesen 

5 Veränderliche Sterne 

6 Weiße Zwerge 


4 
nm 


ubsofute Heiligkeit 


o 


25 50 
Periode (in Tagen) 


scher Linien im Spektrum des Lichts, die bestimmten chemischen Elementen zuge- 
ordnet werden) entsprechen Oberflächentemperaturen. Das Resultat ist das Hertz- 
sprung-Russell-Diagramm mit einer Hauptlinie und einigen Nebenlinien. 


Veränderliche Sterne. Die geometrische Methode liefert aber noch ein zweites be- 
merkenswertes Resultat. Es gibt Sterne, deren Helligkeit periodisch schwankt (die 
Periode beträgt einige Tage). Die geometrische Methode erlaubt für einige (hin- 


23* 
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reichend viele) Veränderliche den Abstand und damit die absolute Helligkeit zu 
bestimmen. Es ergibt sich. daß die Periode um so größer ist. je heller der Stern ist 
(siehe Zeichnung). 


2. Stufe. Man nimmt nun an. daß das Hertzsprung-Russell-Diagramm und das 
Helligkeits-Perioden-Gesetz der Veränderlichen für alle Sterne gelten (und nicht 
nur für jene, deren Abstand geometrisch bestimmt werden kann). Damit kann man 
aber die Abstände aller Sterne ermitteln: Man bestimnit die Spektralklasse,. kennt 
damit die absolute Helligkeit. vergleicht sie mit der beobachteten Helligkeit und 
berechnet hierans den Abstand. 


3. Stufe, Ende der zwanziger Jahre entdeckte Hubble in einigen Galaxien veränder- 
liche Sterne. Mit Hilfe der Methode aus der zweiten Stufe konnte er die Abstände 
dieser Sterne (und damut der Galaxien) ermitteln. Andererseits weist das Licht (der 
Mehrzahl) der Galaxien eine Rotverschiebung der Spektrallinien auf. Deutet man 
diese Rotverschiebung (Verringerung der Frequenz) als Doppler-Effekt, so erhält 
man eine Fluchtgeschwindigkeit dieser Galaxien von unserer Milchstraße, die pro- 
portional zur Entfernung ist (siehe 31.3.1.). Wiederum nimmt man an, daß dieses 
Gesetz allgemeingültig ist. Damit kann man durch Messung der Rotverschiehung 
die Entfernung ferner Galaxien von der Milchstraße bestimmen. 


Sternentwieklung. Den Lebensweg von Sternen kann man im Hertzsprung-Russell- 
Diagranım verfolgen (nach [37]). Das erste Diagramm ist die Entwicklung eines 
Sterns vom Typ unserer Sonne: Entstehung 1, Hauptlinie 2, Roter Riese 3, "Absto- 
Ben von Materie 4, Weißer Zwerg 5. Das zweite Diagramın kennzeichnet die Ent- 
wicklung eines massenreichen Sterns (m >3m,): Entstehung 1, Hauptlinie 2, Roter 
Riese und Supernova 3, Neutronenstern 4. 


31.2.4. Die Kerr-Metrik 


Wie in Bemerkung 31.1.5/2 erwähnt wurde, wird ein stationäres (d. h. zeitlich 
unveränderliches) rotierendes ungeladenes schwarzes Loch durch eine Kerr-Metrik 
beschrieben. ‚‚Rotierend‘ bezieht sich hier auf den Fixsternhimmel. der als Inertial- 
system angeschen wird. Auch der Drehimpuls wird von einem weit entfernten 
ruhenden Beobachter gemessen. Kart Kerr-Mctrik ist eine Lösung der Einsteinschen 


Gleichungen im leeren Raum AM — 5 Rs “0 und hat die Form 


DE 


2Mr 
= (asin®ddp —di)?, (1) 


dr? 
ds?=.? (7 4 a0) + (r?+ a2) sin®ddg? — dr + 


e=gXr, O)=r?-a?cos?d, A=Ar)j=er?—2Mr-+a?. (2) 
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Hierbei sind M und a Konstanten, 0<r<=, 0<#<r und O=g-=2r. Für «=0 er- 


4 


(+ 
hält man die Schwarzschild-Metrik (30.4.1/3). Das legt nahe, M=n — wie früher in 
ec? 


(30.4.1/4) zu setzen, wobei m die Masse des schwarzen Loches ist. Ferner Zeigt 
sich, daß Ma proportional zum Drehimpuls ist, wobei sich der Körper um die Achse 
=0 bzw. 9=r dreht. Aus (2) folgt, daß (1) singnlär wird für Air)=0. Dem ent- 
spricht 

=M + YM2-a: und r_=M-YM?-a?. (3) 
Der Fall M<a. Für M=a treten keine Singularitäten A{r)=0 auf. Durch eine 
Transformation von r, ©, g, tin x, y. x, ! kann man die Form 


ds?=da?+dy?+d2?— di 
2Mr? m a + ydy) —alcdy — ydz) , dr =) 


r2 2a? 


(4) 


2 
+. Pl . 
+ — -1 zusammen. Das sind 
72 


erreichen. Hierbei hängen w, y. z und r durch - 


24r 
konfokale Ellipsoide im #,. die sich für ee auf die Kreisscheibe #?+y?=a? in 
der Ebene z=0 zusammenziehen. Für r + << strebt (4) gegen die Minkowski-Metrik. 
Das legt nahe, (x, y. z) als reale Ortskoordinaten zu interpretieren. (4) ist das Ana- 
logon von (30.4.1/2) und beschreibt das Gravitationsfeld einer um die z-Achse ro- 
tierenden schweren Masse (die kein schwarzes Loch ist). 


Der Fall M > a. In der Hoffnung, das Gravitationsfeld eines rotierenden schwarzen 
Lochs beschreiben zu können, wird man zuerst nach einer Umschrift von (1) fragen, 
die für «0 die Eddington-Metrik liefert. Die entsprechende Metrik lautet 


 2M J 2M Zul 
en “a di? + ardr + (1 N Mu 5) ar2-2usinzo(1 + r)arar 


02 


= e 0? 


1 
—, Mr sin? ddgdt + a|e: +a®—a2/sin?i »|sin: ddg?+0?d#?. (5) 
ur. 2 


o und 4 haben die Bedeutung aus (2), ferner ist O<r== und 0O=d-r. Dagegen 
ändert @ seine Bedeutung. «a 0 liefert (31.2.1/1). Für r> ergibt sich näherungs- 
weise wieder die Minkowski-Metrik (etwas gestört durch p), so daß man r für große 
Werte als Abstand vom rotierenden Körper ansehen kann. Für r—r. treten Ver- 
zerrungen ähnlich wie im Fall M <a auf. Es zeigt sich, daß B(l)= ir |r<r,} ein 
stationäres schwarzes Loch ist. r=r_ hat keine besondere Bedeutung. Im Gegen- 
satz zur Eddington-Lösung (d. h.@«=0) erhält man für @a=0 keine punktförmige 
Singularität, sondern eine kreisförmige Singularität (analog zum Fall M=a). Ein 
Ereignis im Punkt (erscheint nach kurzer Zeit in Kreis O dicht bei C: Stationäres 


m Singularıtöt Singularität 


X 
(4-5) 


m 
i Rotation 
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Verhalten ist nicht möglich, B(t) kann man nicht entfliehen. Ein Beobachter A 
registriert die Rotation wohl, kann aber stationär verharren. Esgibt eine interessante 
Zwischenzone, die sogenannte Ergosphäre. Sie wird auf der Innenseite durch r=r;+ 
und auf der Außenseite durch r= M +YM?—a? cos? # begrenzt. Ein Beobachter B 
kann nicht stationär verharren, aber er kann diese gefährliche Zone wieder nach 
außen verlassen: Heftige Rotation mit Fluchtmöglichkeit. Nach 31.1.5. ist |öB(t)| 
von Interesse. Es ergibt sich 


\eBit)|=8rM(M +YM?-a}). (6) 


Energieversorgung. In [30], S. 906 und 8. 908, ist folgendes beschrieben: Eine fort- 
geschrittene Zivilisation schießt Müll-Container auf einer Penrosebahn (siehe auch 
31.2.5.) in die Nähe eines rotierenden schwarzen Lochs (in die Ergosphäre). An einer 
passenden Stelle wird der Müll in das schwarze Loch gekippt. Durch die gewaltige 
Rotation des schwarzen Lochs saust der leere Container mit riesiger Geschwindig- 
keit an seinen Ausgangspunkt zurück. Dort wird seine kinetische Energie etwa zur 
Stromerzeugung ausgenutzt. Im Endeffekt wird nieht nur der Müll in Energie ver- 
wandelt, sondern man zapft dem schwarzen Loch zusätzlich noch Energie ab. 


31.2.5. Energiebilanz schwarzer Löcher 


Was passiert, wenn zwei schwarze Löcher zusammenstoßen oder ein Teilchen in 
ein schwarzes Loch stürzt? 


Zusammenstoß. Wir nehmen an, daß beim Zusammenstoß zweier ungeladener 
schwarzer Löcher (dargestellt durch Kerr-Metriken mit den Parametern M,, aı 
bzw. Mn, @) wieder ein ungeladenes schwarzes Loch (Kerr-Metrik mit den Para- 
metern Ms», a3) entsteht. Dem entsprechen Vermutung 31.1.5 und Satz 31.1.5. Aus 
(31.1.5/1) und (31.2.4/6) folgt dann 


M4M3+YM3- a3) > M,(M, +YM}—a}) + My (My +YM3-a}). (1) 


Hierbei kann es durchaus passieren, dab M, + Ma — M,=0 gilt. Entsprechend den 
Einsteinschen Vorstellungen aus 25.2.5. wird dieser Massendefekt in Energie ver- 
wandelt. Ein extremer Fall ist M\=M,=a,=a, und a3=0. Aus (1) folgt dann 
M,= My. Also ist MA + Ma — My M, möglich. 


Teilchen. Nach Penrose hinterläßt ein Teilchen, das in ein schwarzes Loch B;(t) 
stürzt wieder ein neues schwarzes Loch Bs(t’). Dabei gilt |&By(t’)\>|2.B,(t)|. Wir 
nehmen wieder an, daß beide schwarze Löcher durch Kerr-Metriken mit den Para- 
metern M,, a, bzw. Ms, @4 beschrieben werden. Aus (31.2.4/6) folgt dann 


Ms(Ms+ YM3—-a)=M,(M, +YM?-a}) . (2) 


Wird bei diesem Vorgang die Rotation abgebremst, also a, =, so ist nach (2) 
M,=M, möglich. M)\— Ms wird in Energie verwandelt. Dieses Resultat ist die 
Basis zu den Betrachtungen zur Energieversorgung am Ende von 31.2.4. 
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31.3. Kosmologie 
31.3.1. Prinzipien 


Von Anfang an hat die allgemeine Relativitätstheorie den Anspruch erhoben, 
Aussagen über die Welt als Ganzes machen zu können. Losgelöst von lokalen Be- 
sonderheiten (Sterne, Galaxien, schwarze Löcher usw.) sucht man globale Lösungen 
der Einsteinschen Gleichungen 


1 
RE Rge + Agkt=aTk (1) 


unter vernünftigen Annahmen für den Energie-Impuls-Tensor 7*!. Man fordert, 
daß das kosmologische Prinzip erfüllt ist: Die Welt sieht (global) von allen ihren 
Punkten gleich aus, es gibt keine ausgezeichneten Richtungen. Astronomische 
Daten bestätigen dieses Prinzip näherungsweise: Galaxien, selbst Galaxien-Haufen, 
Radioquellen und die sogenannte 3K-Hintergrundstrahlung sind weitgehend iso- 
trop (riehtungsunabhängig) verteilt. 


Daten. Es gibt nur wenige Daten, die für kosmologische Untersuchungen von Inter- 
esse sind. Neben der 3K-Hintergrundstrahlung, die wir später noch behandeln 
werden, sind dies: 


1. Die mittlere Massendichte 9 im Weltall. Man schätzt ihren Wert auf 10-31 —. 
zo=10-0» 8. 
em3 


2. Die Frequenzen » der Spektrallinien des Lichts weit entfernter Galaxien (und 
von Objekten der Radioastronomie) sind um den Betrag A» verkleinert (Rotver- 


. : e A ; : 
schiebung). Es gilt das Hubblesche Gesetz u — Hr, wobei H. die Hubblesche 
v 


Konstante und r der Abstand des Objekts von der Erde ist (siehe 31.2.3.). Der 
derzeitige Wert ist etwa H-1- 10 em 1010 Lichtjahre (in [30], S. 732, wird 
H"!1=18- 10° Lichtjahre angegeben). 

3. Für das Weltalter gibt es folgende Aussagen. Untersuchungen von Steinen auf 
der Erde mit Hilfe von Halbwertszeiten radioaktiver Elemente führen auf ein 
Alter von maximal 4,5 - 10% Jahren. Sternmodelle liefern Altersangaben von 
maximal 3 - 101 Jahren. 


Bemerkung. Jedes Weltmodell muß (zumindest in der Größenordnung) diesen Daten Rechnung 
tragen. Untersucht man umgekehrt Weltmodelle, die freie Parameter enthalten (und dies wird 
der Fall sein), so kann man diese Daten benutzen, um diese Parameter zu bestimmen. 


Ansatz für T*. Für 7T®! machen wir den Ansatz (30.2.3/1), also TH = (u+p)V*V!+ 
+ pg"", wobei wir im Sinne des kosmologischen Prinzips voraussetzen, daß a =u(!) 
und p=p(t) nur von der Zeit 3=x* und nicht vom Ort (x1, ©, x?) abhängen. Man er- 
hält dann das System (1)— (4) aus 30.2.3. Für die Stromlinien V* aus 30.2.3. führen 
wir 3 Kenngrößen ein: Dilatation V*,,, Rotation Vrz.; und Scherung (oder Schub) 


R 1 
=Van-zN;- 
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31.3.2. Die Robertson- Walker-Metrik 


Satz. Kin rotationsfreies und schubfreies Weltmodell läßt sich in geeigneten lokalen 
Koordinaten als Robertson-Walker-Metrik ds?= St) » da? — dt? darstellen. Hierbei ist 
da? ein positiv-definites dreidimensionales Linienelement, dessen zugehöriger Krüm- 
mungsskalar konstant ist. 


Bemerkung 1. Gesucht wird also eine Lösung von (31.3.1/1), wobei 7#! dem Ansatz aus 31.3.1. 
genügt und Va; =orı=d gilt. 


Bemerkung 2. Es ist do? = yz7ada?de?, wobei über x und ? von 1 bis 3 summiert wird. Hierbei ist 
der Fundamentaltensor y,; positiv-definit, d. h., seine Signatur im Sinne von 29.5.1. ist 3. Ist 
e der Krümmungsskalar, der im Sinne von Def. 29.5.7. zu y,; gehört, so können wir im Satz 
e=1, oder e=( oder <= —1 annehmen. Ist das nicht der Fall, so ändern wir S{!) im Satz durch 
einen positiven konstanten Faktor ab. 


31.3.3. Der Staubkosmos 


Gefragt wird nach S(l) aus Satz 31.3.2. Gesucht wird also ein Weltmodell, d.h. 
eine Lösung von (31.3.1/1), das durch eine Robertson-Walker-Metrik beschrieben 
wird und dessen Energie-Impuls-Tensor 7% dem Ansatz aus 31.3.1. genügt. Eine 
quantitative Diskussion der empirischen Daten bezüglich der Energiedichte «a und 
des Drucks p findet man in [30], S. 711-713. Die dortigen Resultate legen folgenden 
Ansatz nahe, den man als Staubkosmos bezeichnet: In (30.2.3/1) sei plt)=0 und 
vlt) =olt), wobei alt} die mittlere Massendichte im Kosmos zum Zeitpunkt £ ist. 


Satz. Im Staubkosmos gl 


Bemerkung 1. (1) und (2) gewinnt man also aus (2)—(4) in 30.2.3. und den obigen Vereinbarun- 


gen. Hierbei ist z die Einsteinsche Konstante, .1 die kosmologische Konstante und e= —1, 0, 1 
G 


. ds 
im Sinne von Bemerkung 31.3.2/2. Ferner ist $(f) - FT Die Normierung von & legt nahe, 


de® in Satz 31.3.2 im CGS-System als dimensionslos anzusehen. Dann hat ${f) die Dimension 
einer Länge (wie auch di? im Sinne der Vereinbarung Zeit=Weg). Somit ist 377 „»(/) das 


Volnmen einer (euklidischen) Kugel. S(f) nennt man den Radius der Welt. (1) besagt dann, 
daß die Gesamtmasse MY der Welt von der Zeit unabhängig ist (Massenerhaltungssatz). M ist 
eine (mathematisch) beliebig vorgebbare Integrationskonstante. 


Bemerkung 2. (2) ist die berühmte Friedmansche Differentialgleichung. Von besonderem Inter- 
esse (nicht zuletzt aus ästhetischen Gründen) ist der Fall A=V0. Einstein hat sich in seinen 
späteren Jahren (nach Hubbles Entdeckungen) stets dafür eingesetzt, nur diesem Fall physi- 
kalische Bedeutung beizumessen. 
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31.3.4. Das Hubblesche &esetz 


Ab jetzt setzen wir .I=0 in (31.3.3/2). Dann streben wir folgendes Ziel an: Aus 
Kenntnis der mittleren Massendichte o und der Hubble-Konstante H zum jetzigen 
Zeitpunkt (siehe 31.3.1.) wollen wir die noch unbekannten Parameter e (mit den 
möglichen Werten —1. 0. 1) und M aus Satz 31.3.3 bestimmen. Anschließend 
kann man (31.3.3/2) (mit 10) lösen. Aus der expliziten Formel für S(!) kann man 
dann das Alter der Welt bestimmen, wobei man natürlich hofft, daß der theore- 
tische Wert mit dem empirischen Wert aus 31.3.1. iibereinstimmt. 


Hubble-Konstante. Die Lichtkegel in einer Robertson-Walker-Metrik bestimmen 
sich aus ds?=0, also di?= 82(Ndo?. Aus der Isotropie des Raumes, aber auch aus 
den expliziten Linienelementen do? für jeden der 3 Fälle e= —1, 0, 1, liest man ab, 
daß diese Lichtkegel in o-Riehtung translationsinvariant sind. Betrachtet man zwei 
Beohachter I und 2. so erhält man infinitesimal (im kosmischen Maßstab sind dies 
etwa Abstände zwischen benachbarten Galaxien) #«=S(t,)d und b=$(t,)d. Die 
Eigenzeit der beiden ruhenden Beobachter ist /. Sendet 1 Licht der Frequenz », 


aus, so empfängt 2 dieses Licht mit der Frequenz v,, wobei ar, —bra (= Anzahl der 
Schwingungen in den Eigenzeitintervallen « bzw. 5) gilt. Mit A\r=n,—r, und 


4 7, Ar 8 
» =, ergibt dies —- 2 —1. Für £, —ts und t=t, erhält man 
v le 
Av St) NO) 
—- -——r, also Hit}=—— . 1 
5 Ss) Ss() u 


Hierbei haben wir noch A=14—1,=r (Abstand der beiden Beobachter) benutzt. 


Friedmansebe Differentialgleichung. Aus Satz 31.3.3 (mit .1—0) folgt sofort 
E 


SAN 2) 


HX0)=- olt)- 
3 

Hieraus kann man eine phantastisch anmutende Kette von Folgerungen ziehen. 
Sind H(t} und o(t) zu einen Zeitpunkt {=1, bekannt (unser Zeitpunkt), so kann man 
aus (2) die Größen e (also e= —1, 0, 1) und S(i,) bestimmen. Mit 2=1, in (31.3.3/1) 
berechnet man dann die Gesamtmasse M. Anschließend löst man (33.3.3/2) mit 
4=0. Aus den expliziten Lösungen kann man schließlich (wie wir sehen werden) i 
bestimmen: Das Alter der Welt. 


Dilatation. Für die späteren Betrachtungen ist noch folgende Bemerkung nützlich. 
Der Abstand zweier Beobachter in der Robertson-Walker-Metrik ist durch 
ds? = S2(f) do? bestimmt. Bezogen auf den zeitunabhängigen Standardabstand e ist 
somit s=S(t)o. Wächst S(t). so wächst s. Die Länge von im Weltall vorhandenen 
Wellen wächst also im Laufe der Zeit. Es entsteht eine Rotverschiebung der Fre- 
quenzen, die wieder durch (1) beschrieben wird. 
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31.3.5. Lösungen der Friedmanschen Differentialgleichung 


Satz. Die Friedmansche Differentialgleichung (31.3.3/2) mit A=0 hat jolgende Lö- 
sungen: 


GM . GM 
Tr, t= 


Sd)=——— 7? T für e=0, (1) 
S(t)-GM ee), t=GM Fi) Kr ge, 2) 
S(f=GM (l-cosr), t=GM(t-sinre) für e=1. (3) 


Hierbei ist G die Newtonsche Konstante. 


Bemerkung 1, Das sind spezielle Lösungen. Die allgemeine Lösung erhält man, wenn man t 
durch —i und durch t—-const ersetzt. In jedem Fall ist ?=t({T) eine monotone Funktion. Es 
existiert also 7=r(f). Die Lösung von (31.3.3/2) ist dann S(r{f)). 


Bemerkung 2. In allen Fällen gilt $(0) =0. Für 7 =0 sind $(r) in (1) und (2) monoton wachsende 
Funktionen von 7 (und somit auch von !). Der Radius der Welt S(z(t)) wächst also monoton von 
Ö bis &: Das Weltall expandiert. (3) ist die Parameterdarstellung einer Zykloide, siehe 11.2.2. 
Man erhält ein pulsierendes Weltall. Es ist jetzt auch klar, wie man das Alter der Welt 7’ be- 
stimmen kann: Sind 4(7) und o(T) bekannt, so berechnet man e und$ (7) aus (31.3.4/2). Dann 


ist auch 7 bestimmt, wobei man im Falle=1 zwei Möglichkeiten hat. Da das Hubblesche Ge- 
setz einem expandierenden Weitall entspricht, muß man für e=1 den kleineren der beiden 
möglichen 7-Werte wählen. 


31.3.6. Die Friedmanschen Modelle 


2 2 
Kritische Massendichte. Ist e-0, so gilt In S=c- 3 Intund somit At) 27 nach 


(31.3.4/1). Mit ITMT)=18 - 10° Jahre ergibt sich als Weltalter 7’=12- 10° Jahre. 
Das ist, nach heutiger Kenntnis, ein durchaus diskutabler Wert. Rechnet man aus 


(31.3.4/2) die zugehörige Massendichte aus, so ergibt sich g.=6 : 107% Fr . Ist 
0>0., 50 folgt aus (31.3.4/2), daß e=1 ist (pulsierendes Weltall). Für oo. ist e= —1 


(expandierendes Weltall). Schließlich kann man in allen Fällen den Radius der Welt 
S(T) bestimmen. Der derzeitige experimentelle Wert für die mittlere Massendichte 
aus 31.3.1. erlaubt noch keine abschließende Aussage, welcher der drei Fälle 
e= —1, 0,1. zutrifft. 


Linienelement do’. Das Linienelement do? aus Satz 31.3.2 hat die Form 
do?=dr?+f?(r) (d#?+ sin? ddp?) 
mit 
fr)=sinr für e=1, 
fer)=r für e=0 und 
in)=2 (-e") für e=-1. 
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Für e=0 ist dies das euklidische Linienelement in Polarkoordinatendarstellung: 
0<r<=, 0<9<r, 0)=p<2r. Für e=1 ist 

do?=dr?-+sin?r d#?+sin?r sin? d dp? 
mit O<r<r, 0<9<r und O=p<2r das Oberflächenelement der Einheitskugel im 
4-dim. euklidischen Raum. S?(t) do? ist dann das Oberflächenelement einer Kugel 
vom Radius S({t) im R,. Das pulsierende Weltall kann man sich also als Oberfläche 
einer pulsierenden Kugel im R, vorstellen. 


Unsere Welt. Folgende Daten hält man für realistisch (mit gewissen Unsicherheits- 
faktoren): Radius der Welt 18 - 10° Lichtjahre, Alter der Welt 11 - 10% Jahre. Die 
von Hubble entdeckte Rotverschiebung ist heute weitgehend als Zeichen eines 
expandierenden Weltalls akzeptiert. 


31.3.7. Der Urknall 


Die obigen Weltmodelle beginnen zum Zeitpunkt 0. und dort ist der Radius der 
Welt 5(0)=0. Die Welt beginnt mit einem Urknall: Ein riesiger Feuerball in dem 
hektische thermo-nukleare Prozesse ablaufen. Es fragt sich, ob man heute eine 
derartige Annahme experimentell stützen kann. Modellrechnungen legen folgendes 
nahe: In dieser Anfangsphase muß relativ viel Wasserstoff in schwerere Elemente, 
insbesondere Helium, umgewandelt worden sein. Ferner darf man erwarten, daß 
eine Hohlraumstrahlung entstanden ist, die dem Planckschen Gesetz u(v, T)= 
=ep? (e? — 1)! genügt. Hierbei ist » die Frequenz und «({v. T) die Energiedichte. 
e und ce’ sind positive Konstanten, und 7 ist ein Parameter, die Strahlungstempera- 
tur. Tatsächlich hat man im Weltall einen relativen Reichtum an Helium nachge- 
wiesen. Viel erstaunlicher sind aber die Vorhersage und das Auffinden der 3K- 
(Kelvin. absolute Temperatur)-Hintergrundstrahlung. Im Stadium des Entstehens 
muß die Strahlungstemperatur 7 sehr hoch gewesen sein. Durch die Expansion des 
Weltalls tritt nach den Betrachtungen zur Dilatation am Ende von 31.3.4. eine 
starke Rotverschiebung ein, die sich in einer Verringerung der Strahlungstemperatur 
im Planckschen Gesetz ausdrückt. Es wurde vorhergesagt, daß der heutige Wert 
der Strahlungstemperatur etwa 3K beträgt. 1965 fanden Penzias und Wilson tat- 
sächlich diese 3K-Hintergrundstrahlung (der genaue Wert ist 2,7K). Dem kosmo- 
logischen Prinzip entsprechend ist sie isotrop (richtungsunabhängig). Diese Ent- 
deckung wurde 1978 mit dem Nobelpreis für Physik belohnt. Sie ist die wohl ein- 
drucksvollste experimentelle Stütze der Theorie von Urknall. Darstellungen dieser 
Theorie findet man in [63, 65]. 


We may indeed be very low in the cosmical 
intelligence scale, but it is a measure of our scien- 
tifice advance during the last few centuries that we 
have come to realize how unimportant we really 
are. 

{P. Moore, [58, S. 223]) 


31.3.8. Die Entstehung des Lebens im Weltall 


Wenn man die Frage nach der Entstehung des Lebens auf der Erde stellt und beim Urknall 
beginnt, so kann man 3 Etappen unterscheiden: 
1. Die Bildung der chemischen Elemente. 
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2. Die Entstehung jener biochemischen Moleküle, die die Bausteine des Lebens sind: Poly- 
saccharide (Zellulose, Stärke), Aminosäuren, Chlorophyll usw. 
3. Die Entwicklung primitivster Lebensformen bis hin zur heutigen Pflanzen- und Tierwelt. 
Niemand bezweifelt heute ernsthaft, daß die erste Etappe eine kosmische und die dritte 
Etappe eine irdische Angelegenheit ist. Die moderne Astrophysik hat sämtliche stabilen chemi- 
schen Elemente im Weltall nachgewiesen, wenn auch in sehr unterschiedlichen Quantitäten, 
[56, S. 169]. Hierbei zeigt sich, daß neben den dominierenden Elementen Wasserstoff und 
Helium auch Kohlenstoff, Stickstoff und Sauerstoff relativ reichhaltig vorhanden sind, Man 
kann sich vorstellen, daß die Mehrzahl der chemischen Elemente im Rahmen jener Prozesse 
entstehen, die in 31.2.2. und 31.2.3. beschrieben wurden: Leben und Sterben von Sternen. 
Bezüglich der zweiten Etappe hat in den letzten Jahren ein bemerkenswertes Umdenken statt- 
gefunden. Die phantastischen Erfolge der Radioastronomie und der Infrarotastronomie der 
letzten Jahre haben es zumindest sehr wahrscheinlich gemacht, daß die Bausteine des Lebens 
(oder «loch wenigstens die Bausteine für die Bausteine) relativ reichlich im Weltall vorhanden 
sind. Astronomiebücher der letzten Jahre weisen dies klar aus: [58. Abschnitt 27]. [12, 8. 85-87], 
44, 8.165] und [68, S. 97, 109-110]. Den wohl eindrucksvollsten Bericht über diese 
Frage findet man aber in [56]. In den nachfolgenden Stichworten wollen wir wenigstens einige 
flüchtige Anmerkungen zu diesem Thema machen, wobei wir im wesentlichen der Darstellung 
in [56] folgen. 


Leben auf der Erde. Die ältesten Funde, die Spuren von Leben auf der Erde enthalten, haben 
ein Alter von 3.1 10" Jahren. Das Alter der Erde beträgt 4,5 + 10% Jahre. Man darf also an- 
nehmen, daß sich primitive Lebensformen sehr früh auf der Erde entwickelt haben. 


Moleküle in &aswolken. Seit Ende der sechziger Jahre hat man in interstellaren Gaswolken 
eine Vielzahl anorganischer und organischer Moleküle nachgewiesen. Eine lange Liste findet 
man in [56, S. 180/181]. Wasser ist dort ebenso vertreten wie eine Vielzahl von Kohlenstoff- 
verbindungen, einschließlich Alkohol. Der Orionnebel ist hierbei ein besonders ergiebiges Objekt. 
Andererseits weiß man, daß der Orionnebel ein Gebiet mit extrem jungen Sternen ist. Man beob- 
achtet also die Sternbildung in einem Nebel, der eine Vielzahl organischer Moleküle enthält. 
Wir verweisen auch auf [59, S. 102-105]. Man nimmt an, daß sich vor 4 10% bis 5 » 10% Jahren 
Sonne und Erde in einer ähnlichen Situation befunden haben. 


Staub. Man weiß heute, daß es im Weltall ausgedehnte Dunkelwolken gibt, die das Licht 
von Sternen absorbieren. Hieraus schließt man, daß es sich um 10% cm große Teilchen handeln 
muß: Metall-, Graphit- und Steinkörnchen. Es gehört sicherlich zu den bemerkenswertesten 
Erfolgen der Infrarotastronomie, in diesen Staubwolken auch komplexe organische Moleküle 
nachgewiesen zu haben: Polysaccharide (wie etwa Zellulose) und Bausteine für Chlorophyll. 
Erklärungen, wie es möglich ist, daß es derartig komplexe Moleküle im Weltall gibt, findet man 
in den Abschnitten 9 und 10 in [56]. 


Entstehung des Lebens. Nach [56] sieht nun die Entstehung des Lebens auf der Erde wie 
folgt aus. Kurz nach ihrer Geburt ist die Sonne von Gas und Staub umgeben, wobei es (in 
größeren Entfernungen von der Sonne) relativ viele komplexe organische Moleküle gibt (analog 
zum Örionnebel und den benachbarten Staubwolken). Die Erde, die nur wenig später entsteht, 
besitzt keine komplexen Moleküle, da in Sonnennähe solche Moleküle zerstört wurden. Aus 
größeren Entfernungen werden aber nachträglich solche Moleküle im Innern von Meteoren, 
die auf der Erde landen, herangetragen. Unter den nunmehr günstigen Erdbedingungen ent- 
wickelt sich hieraus schließlich primitives Leben. 


Kometen und Meteore. Um die obige Theorie zu stützen, hat man in den letzten Jahren das 
Licht von Kometen untersucht. Man konnte nicht erwarten, komplizierte organische Moleküle 
zu finden, da sie in Sonnennähe zerstört werden (sofern sie nicht vor den Einwirkungen des 
Sonnenlichts geschützt sind). Organische Zerfallsprodukte solcher wünschenswerten Moleküle 
hat man aber nachgewiesen, [56, S. 90]. Die Untersuchung von Meteoriten hat folgendes 
ergeben. Etwa 3", aller Meteoriten gehören (in der englischen Bezeichnung) zur Klasse „‚carbo- 
naceous chondrites“ (kohlenstoffhaltig mit einer Kornstruktur). Ihr Alter ist 4,5 - 109 bis 
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4,7 10% Jahre, und zumindest einige gehören nicht zum Sonnensystem. Bei einigen hat man 
Aminosäuren nachgewiesen, auch zelluloseähnliche Moleküle. Diese Resultate stützen die obige 
Theorie sehr eindrucksvoll. 


Planetensysteme. Da die biochemischen Bausteine des Lebens im Weltall weit verbreitet 
sind, kann man annehmen, daß sich auch an anderen Stellen Leben entwickelt hat, sofern die 
Bedingungen geeignet waren, etwa erdähnlich. Die heute allgemein akzeptierte Theorie der 
Entstehung unseres Planetensystems legt nahe, daß Planetensysteme im Weltall reichlich 
vorhanden sind [56,. Abschnitt 13]. Auch diese Aussage wird durch Beobachtungen gestützt. 
Unmittelbar hat man noch kein Planetensystem eines anderen Sterns gesehen. Aber die Exi- 
stenz eines solchen Systems müßte den entsprechenden Stern zu einer gewissen periodischen 
Zitterbewegung veranlassen. Und derartige Schwankungen hat man tatsächlich beobachtet. 
Bereits der drittnächste Stern, Barnard’s Stern im Abstand von 5.88 Lichtjahren, müßte nach 
dieser Interpretation mindestens zwei Planeten besitzen [59, 8. 87-88]. In [56. S. 137] sind 
weitere 5 Sterne im Abstand von 8 bis 27 Lichtjahren angegeben, die Planetensysteme besitzen. 


Bewohnbare Planeten. Nach [56] ist der geschätzte mittlere Abstand zweier Planeten in 
unserer Milchstraße, die zu einem gegebenen Zeitpunkt höhere Zivilisationen beherbergen, 
mindestens 200 Lichtjahre. Gegenseitige Besuche werden ins Reich der Phantasie verwiesen 
(der Krieg der Sterne findet nicht statt). dagegen wird der Möglichkeit, Signale fremder Zivili- 
sationen aufzufangen, eine gewisse. wenn auch geringe Chance eingeräumt. 


32. Geometrie auf Mannigfaltigkeiten II (Formen) 


32.1.  Tensoren und Differentialformen 


R © 
32.1.1. Die Vektoren Fre und de*. Tensorprodukte 
& 


Wir knüpfen an die Betrachtungen in Kap. 29 an. In 29.2.2. hatten wir Tensoren 
(genauer Tensorfelder) als lokale geometrische Objekte mit dem Transformations- 
verhalten (29.2.2/1) eingeführt (e=0). Wir streben jetzt eine kompaktere Schreib- 
weise an. wobei wir uns von der Komponentendarstellung lösen und Tensoren als 
Multilinearformen interpretieren wollen. 


Basisvektoren. M sei eine »-dimensionale orientierbare C*-Mannigfaltigkeit im 
Sinne von Def. 29.1.2, und T sei eine lokale Karte eines zugehörigen Atlasses. Be- 
züglich der kartesischen Koordinaten x” in U bilden wir den Vektor & mit den 
Koniponenten £,=1 für a=/ und &,—=0 für a=1. Hierbei ist / eine vorgegebene Zahl. 
und «@ läuft von 1 bis x. (Wie früher vereinbart, sprechen wir von Vektoren und 
Tensoren statt von Vektorfeldern und Tensorfeldern.) Setzt man diesen Vektor 
nach dem kovarianten Transformationsgesetz (29.2.2/1) auf sämtliche lokalen 
Karten des Atlasses fort, so entsteht ein kovarianter Vektor. den wir ab jetzt mit 


(7 e i 
Po bezeichnen. Die entsprechende kontravariante Fortsetzung liefert einen kontra- 
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varianten Vektor, der d.ı! heißt. Fa hat dx’ nichts mit einer infinitesimalen 
Größe zu tun. Die Bezeichnungen = und da’ sind aber sehr suggestiv, da sie sich 


nach den üblichen Rechenregeln (Kettenregel, totales Differential) transformieren. 


6 2 i 
Zu und di! heißen Basisvektoren. 
ö 6. : b 4 . 
© Oz wird die kovariante Fortsetzung im Sinne von 
(29.2.2/1) des a Emit &,.,=1für a=k bis b=/! und £,.»=0 sonst bezeichnet. 
Hierbei sind k,..., Z fixierte Zahlen zwischen 1 bis n. Die kontravariante Fort- 
setzung heißt da® 8. . .&da’. Man kann natürlich auch entsprechende gemischt vari- 


Basistensoren. Mit 


2 


ante Fortsetzungen bilden, etwa d«ı!®.. "94 . Diese Tensoren (genauer Ten- 
sorfelder) heißen Basistensoren. 2 
Tensoren (Neue Interpretation). Ist T;,, ein kovarianter Tensor im Sinne von 
Satz 29.2.2, so ist 

T-T,.ıdat®...8d«el 
ein Skalar (Satz 29.3.1/1(d)). In Zukunft werden wir den Skalar 7' mit der angege- 


benen Basisdarstellung als kovarianten Tensor (entsprechender Stufe) bezeichnen. 
Das ist eine koordinatenfreie Schreibweise. Beim Übergang von x* zu «’* ist 


T= T,.ı dxk Es. ad = Tr...de’ k 8...Bde!. 
Trägt man die Transformationen für da! ein, so stellen sich automatisch die richti- 
gen Transformationen (im Sinne von Satz 29.2.2) ein. Man kann also Tensoren 


auch auf diese Weise definieren. Analoge Sprechweisen sollen für kontravariante 
und gemischt-variante Tensoren gelten, wobei man an den entsprechenden Stellen 


e 
dx’ durch — ersetzen muß. 
ext 


Definition. (a) Sind 
T-T,..d2"8...Sde und S=$,.,d9...89dx? 
Tensoren gleicher Stufe und sind A und u reelle Zahlen, so sei 
IT +uS=(AT,.n + usa...) det9...Ddr. 
(b) (Tensorprodukt) Sind S und T beliebige kovariante Tensoren, so sei 
S®ST=S,.,T...d"&... Bde de®...®dı“. 
Bemerkung. Das ist die jetzige Variante von Satz 29.3.1/1. Insbesondere sind AT +48 und 


S®T wieder kovariante Tensoren. Es ist klar, wie man die Definition für kontravariante und 
gemischtvariante Tensoren abzuwandeln hat. 


32.1.2. Das alternierende Produkt und das Keilprodukt 
Ist ©; die Permutationsgruppe aus 28.6.2., so hat (— 1)? für pe €; die dortige Be- 


deutung. Alle Betrachtungen spielen sich wieder in einer n-dimensionalen orientier- 
baren C'*-Mannigfaltigkeit ab. 
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Definition. (a) (Alternierendes Produkt) Ist T' ein kovarianter Tensor vom T’yp (0, k), 
so ist 


Alt r-! zZ ( — 1)? T pa... „nyAx 1 en ade . (1) 
k 


kl peS 
(b) Ein kovarianter Tensor vom Typ (0, k) heißt k-Form, falls T= Alt T gilt. 
(e) (Keilprodukt) Ist T eine k-Form und S eine I-Form, so ist 
(k+NM! 


At (TOS). 


Bemerkung 1. (1) ist die kovariante Ausgabe von (29.3.1/2). Alt 7’ ist wieder ein Tensor vom 
Typ (0, %), man nennt ihn alternierenden Teil von T'. 


Bemerkung 2. Wir vereinbaren, daß Skalare auch 0-Formen heißen, 1-Formen sind kovariante 
Vektoren. Ist S=# eine 0-Form, so soll TAS=SAT=/AT sein. 


Lemma. (a) 7 ist genau dann eine k-Form, wenn Tya,.,y =(-1PTa.., gilt für alle 
pe Sı- 

(b) Ist k=n, so gibt es keine nicht-triviale k-Form. 

(e) It O=k=zn, so gibt es in jedem Punkt einer n-dim. C*-Mannigfaltigkeit genau 


N . Fr . 
( ı) linear unabhängige k-Formen. 


Bemerkung 3. Ist 7 eine k-Form, so folgt aus (a), daß 7'«..»......c=0 gilt (zwei gleiche In- 
dizes, keine Summation). Das beweist (b). Ferner sieht man im Fall (c), daß man jede k-Form in. 


jedem Punkt der Mannigfaltigkeit linear aus den (x) speziellen k-Formen 


I (-1)P dar)... Bderd) mit I=a<...<ben 
res: 
kombinieren kann. Hierbei ist: p(a, .. ., b)=(p(a), . . ., p(b)). 
Satz. (a) Ist T eine k-Form und ist S eine I-Form, so ist TAS eine (k-+1)-Form. 
(b) 7, seien k,-Formen. Dann ist 
TyNTS9NTS)=-TyATS)ATS=TyATSATa 
und (falls ky— kz gilt) 
TyaMTo+Ta)=-TyATo+ TAT. 
Reduzierte Darstellung. Insbesondere gilt da* Ad!= —dx! Adıx*. Dies zeigt aber, 
daß sich jede k-Form als 


T-kl I Ta.ndath...Ada ) 
1l=za=..-bzen 

schreiben läßt. Dies ist die reduzierte Darstellung, da nicht entsprechend der Sum- 

menkonvention über die volle Summe summiert wird. Die fehlenden Koeffizienten 

berechnen sich aus Ta...» =(-1)’Ta.... Insbesondere ist da@A... Ad? (k Fakto- 

ren und 1=4<...<b=n) eine (linear unabhängige) Basis im Raum der k-Fornien. 


Bemerkung 4. Läßt man in (2) die volle Summe über a,...,b von 1 bis z zu, so entfällt der 
Faktor k! Ferner ist beim Übergang von den lokalen Koordinaten x* zu den lokalen Koordi- 
naten x’! 


dx8 dxb 
T=T,..‚deeA...Aded=T,.o (= are). Ar N ara) g (3) 


was in der üblichen naheliegenden Weise ausgerechnet wird. 
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IS 
ur 
Or 


32.1.3. Die äußere Ableitung 


Lemma. /st T=T, da" X... Ada? eine k-Form, so ist 


Tu 
—— da“ Ada X... Adar 


dT= 


eine (k+1)-Form (äußere Ableitung). 
Bemerkung 1. Es ist 7,.»=Tua..n(x). Das Lemma ist eine Verallgemeinerung von Satz 
29.3.2(a). Wir vereinbaren d7”’=f’.d«*, falls 7=f(x) eine 0-Form (Skalar) ist. 
Satz. Ist T eine k-Form und S eine I-Form, so gilt 
AT+S)=dT+ds, dT=d(dT)=0, (1) 
AKTASY=-ATAS+(-IKTAGS. 


Bemerkung 2. Von besonderer Wichtigkeit ist d2T’=0. Diese Eigenschaft folgt aus der Anti- 
symmetrie des Keilprodukts und der Vertauschbarkeit partieller Ableitungen. 


32.1.4. »-Formen 


Betrachtet wird ein n-dimensionaler metrischer Raum im Sinne von Def. 29.5.6/1. 
Den zugehörigen Fundamentaltensor schreiben wir jetzt inder Formg = gydaf Sdr. 
eaP) 2, 
——— V g(x)\, wobei die 
a } g(«) 

Symbole die frühere Bedeutung haben. Nach (32.1.2/2) hat eine »-Form 7 in der 
reduzierten Darstellung die Gestalt T=n! T, „dr! A... Ad”. 


Ferner sei jy = det gg). Nach Satz 29.3.1/2 gilt Yg’(z’)| = 


Satz. u = vg) dx!N... Ada” ist eine n-Form. 
Bemerkung. Gemeint ist, daß bei Koordinatentransformationen == x’k(a!) 
Flo) delA.. .Adar =Viglar)) den... Ada‘ 


gilt. Das prüft man aber leicht auf der Grundlage von (32.1.2/3) und dem obigen Transforma- 
tionsgesetz für V|g(«)| nach. 


32.1.5. Der Satz von Poincare 


Ist A eine (k—1)-Form in einer n-dim. orientierbaren ('*-Mannigfaltigkeit, so 
ist A7’=0 für die k-Form T=dA. Gefragt wird nach einer Umkehrung dieser Aus- 
sage. 


Satz (Poincare). Ist T eine k-Form mit AT=0. so gibt es lokal (d. h. in einer passen- 
den Umgebung eines jeden Punktes der Mannigfaltigkeit) eine (k—1)-Form A mit 
T=dA. 


Bemerkung 1.44=[T' ist bei gegebenem 7 ein System linearer partieller Differentialgleichun- 
gen erster Ordnung für die Komponenten von 4. Der Satz gibt eine positive Antwort auf die 
Frage, ob die notwendige Integrabilitätsbedingung d7’=0 (zumindest lokal) auch hinreichend 
ist. Ist in einer lokalen Karte (reduzierte Darstellung) 


Tk! Z  Ta.daan...nde, 


A=(kk-1) 3 Acadein...Aded, 
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so ist Jokal 
1 


1 x 
Ae.a= | Tre...altx)  =1dt 
0 
eine Lösung von 7'=dA (siehe [40], S. 218). 


Bemerkung 2. Ist A, eine spezielle Lösung von dA=T, so ist A=4A,+dB die allgemeine Lö- 
sung, wobei B eine beliebige (k —2)-Form ist. 


32.2.  Integralreehnung auf Mannigfaltigkeiten 


32.2.1. Integrale über »-Formen 


Wir wollen die Untersuchungen in 29.3.3. ausbauen. Wir setzen ab jetzt stets 
voraus, daß M ein n-dim. metrischer Raum (im Sinne von Def. 29.5.6/1) mit dem 


Fundamentaltensor y=g, dx" &da’ ist. Gegeben sei eine n-Form 7 in reduzierter 
Darstellung 


T=-n!T,.„del\... Ada” (1) 


mit kompaktem Träger supp 7', wobei wir vorerst annehmen, daß supp T in einer 


passenden lokalen Karte U liegt. Ist 7',...(2) im Lebesgueschen Sinne integrier- 
bar, so setzen wir 


ST=n!fT,..(x) de. 
Man sieht leicht, dal .. Festlegung unabhängig von der Wahl der lokalen Koor- 


, © 
dinaten ist. Das folgt aus 7 „(&@’)= Tı..n(&) ) 


75, wobei «= (at) eine zu- 
lässige Koordinatentransformation ist. ow*) 


Definition. (a) /st Z eine integrierbare n-Form auf M mit kompaktem Träger und ist 
{7217-1 eine Zerlegung der Einheit im Sinne von Lemma 29.1.3, 50 ist 


ST- ZI Tr. 


(h) Zsı f eine integrierbare Funktion auf M mit kompaktem Träger und ist gu die 
n-Form aus Satz 32.1.4, so ist 
Sfu=ST mit Tefle) u 


Bemerkung 1. T heißt lokal-integrierbar, falls T;..n(z) gx(x) für jede der obigen Funktionen 
gr: in der zugehörigen lokalen Karte Lebesgue-integrierbar ist. Da 7’ kompakten Träger hat, 


sind nur endlich viele Summanden in 3 f 7’ pr, von null verschieden. (a) ist sinnvoll und un- 
abhängig von der Auswahl der Zerlegung der Einheit. 


Bemerkung 2. Ist f(x) eine beliebige lokal-integrierbare Funktion auf M und ist y die charak- 
teristische Funktion einer kompakten Menge D in M, so schreiben wir [ fu=/f Syu. 
D 


m e 
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32.2.2. Der de Rham Operator 


Satz. Ist = &* ein kontravarianter Vektor, so ist 


ek 


& 
n SEEN 
=D (1 flglaR)) Ela) del A... AdattAdarttA...Ader (1) 
s=i 
eine (n—1)-Form, und es gilt A(*&) = (div Ey, wober u die n-Form aus Salz 32.1.4 ist. 
Bemerkung. Gemeint ist, daß man beim Übergang von den Koordinaten @% zu den Koordinaten 
x! in (1) nur x durch x’ (sowie y(x) durch g’(x’) und &r(z) durch &”(x’)) zu ersetzen braucht. 
Nach 29.3.2. ist 
a 1.0 
div $= Fu — 5 (Nlgı &R) 2) 


ein Skalar. Die letzte Aussage des Satzes folgt dann aus Lemma 32.1.3. 


32.2.3. Der Satz von Stokes 

Wie immer ist M ein »-dim. imetrischer Raum (im Sinne von Def. 29.5.6/1). 
Definition. /st 1L= mn. so heißt die Teilmenge D von M eine m-dimensionale (glatte) 
Untermannigfalligkeit von M, falls man bei Wahl eines passenden Atlasses {Vy; Fr} 
stets 

F; (D N T,) =fi2|xE T;. mtl..." =0} 

in jeder Karte U,= F (NV) erreichen kann. (siehe Zeichnung auf 8. 369). 
Bemerkung 1. iVz; Fr} hat die Bedeutung aus 29.1.2. Man sieht leicht, daß D eine m-dim. 
C'=-Mannigfaltigkeit im Sinne von Def. 29.1.2 ist. 


Bemerkung 2. In einer beliebigen lokalen Karte läßt sich das Bild von D (soweit es durch diese 
lokale Karte erfaßt wird) alsa®=x#(7r) mitk=1,.. „a undr=1,..., m darstellen (Parameter- 
darstellung). 

Bemerkung 3. Von besonderem Interesse sind (n—1)-dim. Untermannigfaltigkeiten (Hyper- 
flächen), die sich in lokalen Karten als S(z) = (0) oder S$(x)=e darstellen lassen, wobei $(z) eine 
C=-Funktion mit grad $(x) #0 ist. 


Lemma. Ist D eine m-dim. Urtermannigfaltigkeit von M mit der Parameterdarstellung 
at=xk(A’) in lokalen Karten und ist T=T'y,...a det... Ada” eine k-Form auf M, 


5 k 
so Tst 
6! » Bxek j 
Tp=T.a,...a; ( di )n / (an) 
— T , dr ea 11, A Ay": 1 
= 41... .)) Zi Pr, dA tA... A (1) 
eine k-Form auf D. Ferner gilt 
(T+S)p=Tp+S8p. (TAS)p=TpNSn, (dT)p=d(T)), (2) 


wobei S eine I-Form ist (in der ersten Formel in (2) muß k=1 sein). 


Bemerkung 4. In (1) wird über a; von 1 bis » und über bt von 1 bis m summiert. 7’p ist die Ein- 
schränkung von 7 auf D, die induzierte Form. 
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Satz. 2 sei eine offene Menge in M, sodaß 3 (der Abschluß von 2) kompakt ist. Ferner 
sei der Rand EQ=9—Q eine (n—1)-dim. Hyperflüche. Ist 5 = £* 2: ein kontravari- 
unter Vektor, so gilt 

ILwr?) =J (div 5) a = 


32 


(3) 


m 
[e? 
— 
* 

vr 
— 


Bemerkung 5. 04 ist eine (n —1)-dim. kompakte orientierbare Ü’*-Mannigfaltigkeit. Satz 32.2.2 
und das obige Lemma zeigen dann, daß man das erste Integral in (3) nach Def. 32.2.1 bilden 
kann. Ferner zeigt Satz 32.2.2, daß die beiden letzten Integrale in (3) sinnvoll und gleich sind. 


Bemerkung 6. Verwendet man (32.2.2/2) und lokale Karten, so kann man den Satz auf Satz 
9.3.1/2 zurückführen. Hierbei hat man die Richtung der Normalen » in Satz 9.3.1/2 geeignet 
zu wählen (dem entspricht die Fixierung einer Orientierung auf 92, siehe [9], S. 26). 


32.2.4. Leray-Formen 


In dem »-dim. metrischen Raunı M sei eine offene Menge Q gegeben. Ferner sei 
S(p) auf 2 eine C=-Funktion mit grad S+#0 in 2. Dann ist 


S=4p | pt2 mit S(p)=t)} 
eine Schar von (rn — 1)-dim. €'*-Hyperflächen (falls 8, nicht leer ist). 


Satz 1. Ist u die n-Form aus Satz 32.1.4 und ist AS =S,,det, so gibt es in Q eine 
(n—1)-Form us (Leray-Form) mit u=dS Aus. Hierbei ist die Einschränkung 
(us)s, von us auf Sı eindeutig bestimmt. 


Bemerkung 1. Der geometrische Sinn von ss wird klar, wenn man a =dS Ars mit dem üblichen 
infinitesimalen klassischen Analogon de=do- dr vergleicht. Ist etwa |g(e)|=1, so entspricht 
« dem »-dim. Volumenelement dx, dS dem Vektor |grad $| dv (r ist der Normalenvektor), 
und (js)s, \grad S| dem (#—1)-dim. Flächenelement de auf der Fläche $;. 


Satz 2. Ist y eine integrierbare Funktion mit kompaktem Träger in 2, so gilt 
Svu= Sdtfyus. 


Sr 
Ferner Vst 
| yus für fast alle. 


RR 


d ; 
— | yu= 
di J 


Bemerkung 2. Der Satz wird klar. wenn man ihn mit dem klassischen Analogon im Sinne von 
Bemerkung 1 vergleicht. Mit St ist die Menge {p | »€2, S({p)=t} gemeint. Im Sinne von 
Lemma 32.2.3 müßte man genauer (ws)s, statt „us im Satz schreiben. Da ws eine (n—1)-Form 
ist, sind alle Integrale definiert. [ di ist ein Integral über R,. Schließlich sieht man bei der 
Herleitung des Satzes, daß man die Orientierung auf $; geeignet wählen muß {anderenfalls 
muß man us durch — 13 ersetzen). 


2 | dv 
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Bemerkung 3. S(p) und 7(p) seien zwei Ö=-Funktionen in @ mit d$=+0 und d7T=0. Es sei 
wieder $={p | $(p)=t} und 7T„={p | T(p)=u}. Es ist 
dSAdT=STrıdek Adel = IE 6r7Tn—-TrSn) dek Adel. 
1=k<l=sn 

Hieraus folgt, daß grad $ genau dann parallel zu grad 7 ist, wenn dSAdT’=0 gilt. Fordert 
man dSAd7T=0, so schneiden sich die Flächen $; und 7, mit einem positiven Schnittwinkel 
(geeignete Wahl von t und a vorausgesetzt). Es sei I „=S:M7',. Durch Iteration folgt aus 
Satz 1 und Satz 2, daß eine (n—2)-Leray-Form us, 2 mit «=dSAdT Aus, r existiert. Es ist 
us, 7= —ur,s. Ferner gilt unter den Voraussetzungen von Satz 2 für fast alle t und w 


f 56 f 
F YRS,TT öt “ Yu. 


t, 
” T-=u 


32.3. Distributionen auf Mannigfaltigkeiten 


32.3.1. Skalare Distributionen 


In Kap. 22 hatten wir Distributionen in Gebieten 2 des R, betrachtet. Das Ziel 
ist. die Def. 22.1.2/2 von D’(2) auf C*-Mannigfaltigkeiten M auszudehnen. Hierbei 
stößt man auf Schwierigkeiten, die man auf verschiedene Weisen überwinden kann. 
Wir folgen hier der Darstellung in [9]. Wir setzen stets voraus, daß M ein metrischer 
Raum im Sinne von Def. 29.5.6/1 mit dem Fundamentaltensor 9 g,d«* &da’ ist. 
Wie in 32.1.4. sei |g| = |det 95]. Schließlich bezeichnen wir mit D{M) (in Analogie zu 
22.1.2.) die komplexwertige Variante von Oz(M) aus 29.1.3., also die Gesamtheit 
der komplexen in M beliebig oft differenzierbaren Funktionen mit kompaktem 
Träger. 

Definition. Eine kompleswertige Linearforn T über DM) heißt Distribution auf M, 
falls es für jede lokale Karte TU eine Distribution T,cD’(U) gibt, so daß Tiy)= 
= TrlYlgla) pla)) für alle g<D(T) gilt. Der Raum der Distributionen auf M wird mit 
D’(M) bezeichnet. 

Bemerkung 1. Hierbei heißt 7 Lincarform, falls 7 (Aypı — pa) 41 7 (@1) +427'(>) für beliebige 
komplexe Zahlen #, und 73 sowie g, €D(M) und @€.D(M) gilt. Als lokale Karte ist U eine offene 
Menge im R,. Es ist U=F(V), wobei V eine offene Menge in M und F eine homöomorphe 
Abbildung ist (siehe 29.1.2.), In der obigen Definition müßte man also genauer g< D(M) mit 
supp pZV und (Fp)(x) statt @(x) schreiben. Verwechslungen sind aber nicht zu befürchten. 
D’(T) hat natürlich die frühere Bedeutung aus 22.1.2. Da aber Fig(@)| g(z)ED(T) gilt, ist 
Tr (VH&)| p(x)) sinnvoll. 


Bemerkung 2. Distributionen werden analog zu Def. 22.1.4/1(b, ec) addiert und mit komplexen 
C=-Funktionen multipliziert. D’(M) wird dann ein linearer Raum. Die Differentiation im Sinne 
von Def. 22.1.4/1(a) ist dagegen etwas komplizierter und führt zur Definition von Tensordistri- 
butionen. 


FJJE" 
60) 
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Reguläre Distributionen: Mit L!°(M) bezeichnen wir die Gesamtheit der komplex- 
wertigen lokal-integrierbaren Funktionen auf M im Sinne von Bemerkung 32.2.1/1 
(komplexe Variante). Ist fe Llee(M) und ge D(M), so ist 


To)=fipu 4) 
nach Def. 32.2.1 sinnvoll. Es ist TeD’(M). Ist nämlich @(x) € D(U) im Sinne der 
obigen Bezeichnung, so gilt nach 32.2.1. 


K=S Vgl) iR) gla) dr, 
wobei /(x) wieder die in UT’ überpflanzte Funktion ist. Tre D’(U) ist also gleich 
Va)! fix). Damit hat man zugleich ein Motiv für die obige Definition. Außerdem 
sieht mıan, daß die Zuordnung zwischen fe L!®“(M) und zugehörigen Distributionen 
im Sinne von (1) eineindeutig ist, sofern man zwei Funktionen f(x) Lee(M) und 
gi) e Llee(M) identifiziert, deren Bilder f(x ) und g(x) in lokalen hs fast überall 


(im Lebesgueschen Sinne) Ta In diesem Sinne sei (analog zu 22.1.3.) 
Lie M)c.D’(M), und FeL!P°(M) heißt reguläre Distribution. 


ö6-Distributien: Ist p&.M und pc.D(M), so setzen wir ö,(@) = Y(p). ). Das ist das Analo- 
gon zur ö-Distribution aus 22.1.3. Es ist ö,eD’(M). "Ist U eine lokale Karte mit 
FpeEU, so gilt für ge D(T) 

s(Fp) 
VarD)l 
wobei wir dieses Mal zur Deutlichkeit zwischen g{x)CD(U) und seinem Bild 
F1gcD(M) unterschieden haben. 


(FIp)(p) 5 !p)=(ö,)ul/gle)| PlR),) also (ön)rke)=— 


Verträgliehkeit. Ist VNV’#0 und geD(V NV’), so seien p(x) und 9’(x’) die Über- 
tragungen in die lokalen Karten U und U’. Ist TeD'(M), so gilt 


Telgte), ER) = Telligar)| Far) - (2) 


Satz. (a) (Va; Fr} sei ein Atlas von M mit den lokalen Karten U,— Fy(V 7). Erfällen 
die Distributionen Ty,€ DU) die Verträglichkeütsbedingung (2) für beliebige Paare 
(UT, O1) statt (U, U”), so gibt es eine eindeutig bestimmte Distribution TeD'(M) im 
Sinne der obigen Da (mit U, statt U). 
(b) Eine komplexwertige Linearform T über D(M) ist genau dann eine Distribution, 
falls es zu jeder kompakten Menge Q in M eine positive Zahl C und eine natürliche 
Zahl N gibt, so daß für alle ge D(M) mit supp P<Q2 

T(e)) eng Zr Pia... (P)| (3) 
gi. 


Bemerkung 3. Teil (a) ist ein Lokalisationssatz im Sinne von Satz 22.1.4. Es genügt also, Distri- 
butionen lokal zu betrachten, analog zum lokalen geometrischen Objekt aus 29.2.1. Ist {pr} 


eine zu {V;} gehörige Zerlegung der Einheit im Sinne von Lemma 29.1.3, so kann man 7 
bestimmen: 


T9= Z Tu,lNoe)| pre) pe), PeDiM. 


Bemerkung4, (3) deutet man am besten in lokalen Koordinaten. Es ist das Analogon zu 
N 
(22.1.5/1). Wie dort ist «= (&j, . . ., &n) ein Multiindex mit |x|= I a1. Ferner ist Pr ay...z, N 
= ” 
Tensor vom Typ (0, ||). wobei g insgesamt |«|-mal kovariant abgeleitet wird nach 4, . . ., &%n- 
Die Formel zeigt, daß man Distributionen auch differenzieren darf, der Faktor Yg(«)| in der 
obigen Definition legt aber kovariante Differentiation nahe. 
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32.3.2. Tensordistributionen 


Definition. (a) DU9(M) ist die Gesamtheit der Tensoren g vom Typ (r, s) mit kompak- 
tem Träger und komplexwertigen beliebig oft differenzierbaren Komponenten. 

(b) Eine komplexwertige Linearform T über DS M) heißt Tensordistribution vom 
Typ (r, s). fulls es für jede lokale Karte U ein System von Distributionen a = 
e DU) gibt, so daß 


ih —— yech, 
eo) Tt"., Na)let rn, le)) (i) 
UL o {7 en € j2 ” \ . 
für alleg=y Be: B Sdrfla... Bde’ € DEM) mit kompaktem 
öx 0x8 


Träger in U gilt. Die Komponenten von T transformieren sich nach dem entspre- 
chenden Tensorgeselz. Der Raum dieser Tensordistributionen wird mit D’eP(M) 
bezeichnet. 


Bemerkung 1. Im Teil (a) lassen wir jetzt (im Gegensatz zu den früheren Festlegungen) zu, 
daß die Komponenten des Tensors 


9 » 
age a BR. ade 


komplexwertig sind. Analog zu den Schreibweisen in 32.3.1. ist tr, le) in (1) die 
entsprechende Komponente in der lokalen Karte 77. Die Forderung, daß diese Komponenten 
beliebig oft differenzierbar sein sollen, ist sinnvoll, da M eine ©=-Mannigfaltigkeit ist. Den 
Träger von g ermittelt man wieder in den lokalen Karten als den Abschluß der Menge aller 
Punkte x, für welche mindestens eine der Komponenten per, nl) von g von null 


verschieden ist. 


Bemerkung 2, Teil (b) der Definition verallgemeinert Def. 32.3.1. Insbesondere ist also I’00)(M) 
=D’(M). Addition von Tensordistributionen und Multiplikation mit komplexen Zahlen werden 
in naheliegender Weise erklärt. Dann wird D’@-s(M7) ein linearer Raum. 


Reguläre Tensordistributionen: Ist der Tensor 7 von Typ (r, s) lokal integrierbar 
(d. h.. die Komponenten von T' sind lokal integrierbar). so ist 


vl g2..tt,. byed 
Te)=f z“ and, P ä ent (2) 


"a..4, Pr ..@da”” ce DEr(IT) eine Vensordistribution. Identifiziert 
man wieder lokal-integrierbare Tensoren, deren Komponenten fast überall über- 
einstimmen, so erhält man eine eineindeutige Zuordnung zwischen diesen lokal inte- 


grierbaren Tensoren und den zugehörigen Distributionen im Sinne von (2). 


mit g= get 


32.33.  Kovariante Ableitung und Koableitung von Distributionen 


Definition 1 (Koubleitung). Für ge, m) e De+ln MT) seien 
N A. Afydz... 
(ög) a IR a -p vn *b4--.dr300 
die Komponenten von Ög. 


Bemerkung 1. Man sieht sofort öge Dter)(M). 
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Lemma. /st T = (rer, ne Dr(M ) und = tg", „„3eDe+W(M), so gilt 


me Antger.tt bb, Met, . 
12% "tig ur "by. byt =/[T! "a4..a,(07) x eb, H- 1) 


Bemerkung 2. Diese Formel ist der Ausgangspunkt. um Ableitungen von Tensordistributionen 
(insbesondere also von skalaren Distributionen) zu definieren. 


Definition 2. (a) (Korariante Ableitung). Ist T= N eDWS(M). so sei 
UTPRR mM B 

vT={T! "a. 2g) mit 
( Tie)-Tlög) für geDetla(M). 


(b) (Koableitung). Ist T= Tot", „ED LM). so sei ÖT=LÖT Lo, .n,} 
mit (Ö$T) (p)—- T(vg) für geDWMUN. 


Bemerkung 3. Hierbei ist Ve bite für Eu u Fr Die Definitionen sind 


sinnvoll und stimmen für glatte Distributionen mit (1) überein. Im Fall (a) ist 
VTEDOS4UM). und im Fall (b) ist 57ED’er(M). Hierbei sind s und r ganze Zahlen 
mitr=0 unds=zh. 

div und grad: Ist Te D’UOXM), so sei div T’= -ÖT: nisbesondere ist also div TED’(M). Ist 
TED’(M), so sei grad T- 7 T; insbesondere ist also grad 7’<.D’O.D( 7). Es gilt also 


grad T’p)=—Tldivp) für TeD(M), gEeDiUOM), (2) 

div T’(g)= -T(gradg) für TeD’ULO(M), geDiM). (3) 
Insbesondere ist grad y={grg} für g&E D(M) und 

divp=ply = I (Nee Pk) a 


Yine)] 9 


für pe DAMM). Die Richtigkeit der letzten Formel folgt aus Satz 29.3.2(b) unter Verwendung 
der normalen Koordinaten aus Lemma 29.5.6/2. 


32.3.4. Der Wellenoperator 


In diesem Abschnitt sei M eine n-Raum-Zeit, also ein n-dim. metrischer Raum 
mit Signatur n—2 (Lorentz-Metrik), siehe 29.5.1. Für a —4 hat man die übliche 
Raum-Zeit. 


Definition (Wellenoperator). Ist Te DM). so sei 
nD7=div (gX(grad T),) = div (vT)). (1) 
Bemerkung 1. Die Definition ist sinnvoll. Es ist (7 T)re D’U.O(A7), wobei Multiplikationen 


von Tensordistributionen mit €=-Funktionen in der üblichen Weise erklärt werden. Insbeson- 
dere ist dann [|T'zD’(M) wieder eine skalare Distribution. 


Bemerkung 2. Ist 7 eine glatte Funktion, etwa TE D(M), so folgt aus (32.3.3/4) 


1 a (| oT 
NT=-—— Tele aka) > {2}]. & 
DI il! ale) ee) )) 2) 


In normalen Koordinaten (Lemma 29.5.6/2) ist dann 


n—1 92T »T 
(OD7o)= 23 ns Tamm 


3 InmE- 3 
„Ze? (Dan: w 
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Das ist aber der übliche Wellenoperator. (2) ist somit die invariante Fassung von (3), und (1) 
ist die Ausdehnung dieser Fassung auf Distributionen. 


Bemerkung 3. Aus (32.3.3/2) und (32.3.3/3) folgt 
O7T(e)=T(ODg) für TeD/M) und geD(M). (4) 
Somit ist DI formal selbstadjungiert. 


Allgemeiner Wellenoperator. Es sei a={a!} ein Vektor mit C=-Komponenten. b 
eine (*-Funktion und TeD’(M). Dann ist PT'e.D’(M) mit 


PT=oT+aXvVTy+bT. (5) 
Das Analogon zu (4) lautet jetzt für Te.D’(M) und peD(M) 
(PT) (p)=T(P*e) mit P*p= op -div (up)+bp. (6) 


32.3.5. Distributionen vom Typ /($) 


Wir betrachten die gleiche Situation wie in 32.2.4. Die offene Menge 2, die ('- 
Funktion $(p), die Flächen 8, und die Leray-Form ug haben die dortige Bedeutung. 
Satz. Ist [E.D’(R,) und 

fS\P)=H Sons) für PEeD(2), (1) 


S 
so ist {S)ED’(R), und es gilt VH{S)=F (8) VS. 
Bemerkung 1. (1) ist sinnvoll, da [ guseD(R,) gilt. fPED’(R,) ist die Distributionsableitung 


S 
von f. Dann ist f’($) nach dem Vorbild von (1) zu bestimmen. 


Bemerkung 2, Ist [€ L1°%(R,), so folgt aus Satz 32.1.4/2 
Ss) A=SIE) el gus=SI(S(p)) p(p) r- (2) 
t 


Das rechtfertigt den Ansatz (1). 
Bemerkung 3. f($) hängt stetig von fab: Aus f;—f in D’(R,) (d.h. f;(y) +f{y) für alleyeD(R,)) 
folgt (8) >f(S) in D’(2) (d.h. f;(S)(p) >S(8) (@) für alle ge D(R)). 
Bemerkung 4. Haben $ und 7 sowie ws,r die Bedeutung aus Bemerkung 32.2,4/3 und ist 
feD’(R,), so folgt f($, T)ED/(R) mit 

ST) S pus,r) für peD(2). 


tu 


33. Die Wellengleichung in gekrümmten Raum-Zeiten 


33.1.  Charakteristische Flächen und Singularitäten 
33.1.1. Charakteristische Flächen 


In diesem Kapitel bezeichnen wir einen n-dimensionalen Lorentz-metrischen Raum 
im Sinne von Bemerkung 29.5.6/2 als n-Raum-Zeit. Ist n=4, so sprechen wir wie in 
den Kapiteln über allgemeine Relativitätstheorie von einer Raum-Zeit. In 33.1. be- 
trachten wir n-Raum-Zeiten, während wir uns später auf den physikalisch interes- 
santen Falln=4, also auf Raum-Zeiten. beschränken. 


Definition. M sei eine n- Raum-Zeit. 
(a) Eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit von z ara raumartig, Jalls jede in 
1e* 
ihr verlaufende Kurve x*(s) raumartig ist, also gel(z EANL= — ze =0 gilt. 
(lS 
(b) Eine (n—1)-dimensionale Flüche S(x)=0O heißt RR Fläche, falls 
dS=0 und gE(x) 8,,87=0 auf S(x)=0 gilt. 


Bemerkung 1. Mit Ausnahme von Spitzen von charakteristischen Konoiden (siehe Bemerkung 
2) setzen wir stets voraus, daß alle betrachteten Flächen glatt sind (beliebig oft differenzierbar). 
Die Definition ist dann sinnvoll. Raumartige Flächen hatten wir schon in 31.1.3. beschrieben, 
siehe auch Def. 32.2.3, wo der Begriff der Untermannigfaltigkeit erklärt wurde. In (a) ist 
lzem=n-1. Teil (b) stimmt mit Def. 29.5.3 überein. Mit dS-+V ist gemeint, daß in einem 
Punkt x mit $(&) = nicht gleichzeitig alle Ableitungen $7;(z) verschwinden. S{x) sei stets eine 
(zumindest lokal definierte) C'=-Funktion. 


Bemerkung 2. Charakteristische Konoide und Strahlen sollen die gleiche Bedeutung wie in 
29.5.3. haben. Im Ursprung eines solchen Konoids (z, in 29.5.3.) ist dS 0 nicht erfüllt. 


Bemerkung 3. Ist S{z) =0 eine (n — ur a Fläche mit d$=+0 und ist «%(s) eine Kurve in dieser 


Fläche, also S(z"(s))=0, so folgt ka er =0. Somit ist grad $={$,;} orthogonal zu S(x) -0 
(in der Lorentz-Metrik). 


Satz. (a) Ist S(x)=0 eine charakteristische Fläche, so sind die in ihr verlaufenden 

e dak 

Strahlen (Nullgeodäten) identisch mit den Lösungskurven «'(s) von Z = gMS,,(x"(s)). 
s 


(b) Ist Pf=uf-al{vf),+bf der allgemeine Wellenoperator aus (32.3.4/5) für 
beliebige C*-Funktionen f, so ist eine (n—1)-dim. Hyperfläche (Untermannigfaltig- 
keit) S(x) =0 genau dann charakteristische Fläche, wenn die Einschränkung von Pf auf 
S(2)=0 durch die Tangentialableitungen der Einschränkungen von fx) und (vf)(x) 
auf S(x)=0 ausgedrückt werden kann. 


Bemerkung 4. Nach Satz 29.5.4 sind Strahlen und Nullgeodäten identisch. Teil (a) folgt jetzt 
relativ leicht aus 

dk del 

de 


Ferner sieht man, daß die kontravariante Ausgabe gklS,; des Orthogonalvektors grad S (Be- 
merkung 3) Tangentialvektor ist. 


= gpgEWS, „geSr, = yWS7 487,0. 
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Bemerkung 5. Um Teil (b) zu erläutern, können wir S(x)=:! annehmen. Aus (32.3.4/2) folgt 


0: 
dann Pf=y!! dent: ... wobei der Rest —... Terme der Form f(x), fr(#) und fr.,(«) mit 
(dei)? 


k=l,..„nundr=2,,...,n umfaßt. Dieser Rest ist somit durch die Tangentialableitungen 


[) d . En & 
a3" Im von f und Vf ausdrückbar. Die Forderung, daß Pf auf diese Weise ausdrückbar 
dal ge 
ist, ist somit mit g'!!z)=0 für S(@)=0 identisch. Da aber S(x)=x! ist, ist g!l(z)=0 für 
S(z2)=0 gleichbedeutend damit, daß S(«)=Ü charakteristische Fläche ist. Damit ist (b) bewie- 
sen. 


Bemerkung 6. Teil (b) zeigt, daß das Cauchyproblem für Pf in seiner üblichen Fassung für 
charakteristische Flächen sinnlos ist. f(x) und Y f(x) können auf einer charakteristischen Fläche 
S(x)=0 nicht frei vorgegeben werden, wenn man Lösungen von Pfi@)=V in einer Umgebung 
dieser Fläche sucht. Aus Pf=0 und Teil (b) folgt nämlich, daß eine Abhängigkeit zwischen f(«) 
und 7 f(x) auf $(x)=0 besteht. Das typische Anfangswertproblem für die Wellengleichung mit 
Daten auf charakteristischen Flächen sieht so aus. daß man nur f(x) auf diesen Flächen vorgibt. 
Später beschäftigen wir uns vorwiegend mit dem Cauchyproblem mit vorgegebenen Daten auf 
raumartigen Hyperflächen. Dort hat man dann die übliche Fassung. 


33.1.2. Anfangswertprobleme für charakteristische Flächen und Nullfelder 


Satz 1. /st 0 eine (n - 2)-dim. raumartige Untermannigfaltigkeit, so gibt es lokal (d.h. 
in einer passenden Umgebung eines beliebigen Punktes von a) genau zwei verschiedene 
charakteristische Klüchen. die o enthalten. 

Bemerkung 1. 1st o eine geschlossene kompakte (n —2)-dim. raumartige Untermannigfaltigkeit, 
so gilt der Satz global. d. h. für eine passende Umgebung der gesamten Fläche «. Es sei g1(2) =0 
für k#l, gee)zl für k=l,...,n—1 und Ganl)=—1 (n-dim. Variante des Minkowski- 
raumes), und # sei die Oberfläche einer (n —1)-dim. Kugel in der Ebene #*=0. Dann sind die 
beiden gesuchten charakteristischen Flächen die beiden Kreiskegel, die mit {a”=0} einen 


Winkel 7 bilden und durch « gehen. Der allgemeine Fall ist die lokal diffeomorph verzerrte 


Variante dieses Bildes. 


Nichtlineare Differentialgleichungen: Satz 1 und Bemerkung 1 sind die lokale bzw. globale 
geometrische Fassung der Lösung eines Anfangswertproblems für eine nichtlinear partielle 
Differentialgleichung erster Ordnung. Gesucht ist eine Funktion S(r) mit dS=:0, die in einer 
(lokalen oder globalen) Umgebung von o beliebig oft differenzierbar ist, die Gleichung 

A Kr Pan it S(@)=0 1 

——= ür Punkte « mit S(x) = 

dxk dx! @) 1) 
erfüllt und deren zugehörige Fläche $(x)=0 (lokal oder global) die Untermannigfaltigkeit o 
enthält. Im Gegensatz zur linearen Theorie erhält man keine eindeutige Lösung, sondern zwei 
Lösungen (« ist: wie im Satz raumartig). 


gell) 


Huygenssche Konstruktion: Wie in der geometrischen Optik kann man die beiden 
charakteristischen Flächen aus Satz 1 als Wellenfronten konstruieren. Zu jedem 
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Punkt x€o bildet man nach Satz 29.5.3/1 das charakteristische Konoid Ä,,. Die bei- 
den charakteristischen Flächen aus Satz 1 sind dann (lokal oder global) die Einhül- 
lenden dieser Konoide, also ö UK,). 


Nullfelder: Die obige Problemstellung (1) kann man wie folgt erweitern. In einer 

offenen Menge 2 von M wird eine C'*-Funktion S(x) mit dS=#+0 gesucht, so daß 
as 58 

— — 0 für ze 

Exk x 


Te) (2) 
gilt (Nullfelder). Hierbei sind auf einer (rn —1)-dim. Hyperfläche .l in 2 Anfangs- 
daten S(2)=S,(#) für z< A vorgegeben. S,(p) ist eine C*-Funktion auf A, und es 
wird zusätzlich verlangt, daß S,(p)=e—=const für jedes zulässige ce eine (n — 2)-dim. 
(glatte) Untermannigfaltigkeit von 4 liefert. 


[v2 


Satz 2. ip So(lp) =const} seien (n —2)-dim. raumartige Untermannigfaltigkeiten von 
M. 

(a) Ist A raumarlig. so gibt es in einer passenden Umgebung U eines beliebigen 
Punktes yCA genen zwei Nullfelder S'(x) und S'(z) mit S’(a)=-S'(a)=S,lr) für 
zeUUNA. 

(b) Ist A eine charakteristische Fläche, so gibl es in einer passenden Umgebung U 
eines beliebigen Punktes ycA genau ein Nullfeld S(e) mit Ste) = Sr) für ac UNA. 


Bemerkung 2. Die Nullfelder können wieder nach der huygensschen Konstruktion gebildet 
werden. 


33.1.3. Kaustik 


Die charakteristischen Flächen und Nullfelder aus den Sätzen I und 2 aus 33.1.2. 
kann man wie folgt konstruieren. (Im Beweis dieser Sätze wird nit diesen Konstruk- 
tionen begonnen, und anschließend wird gezeigt. daß die so erhaltenen Flächen die 
geforderten Eigenschaften haben.) o sei wieder eine (n — 2)-dim. raumartige Unter- 
mannigfaltigkeit. Ist yCo. so sei 


guly) H=0 
für alle Tangentialvektoren = {f'} von o in y. Die Gesamtheit dieser orthogonalen 
Vektoren &={£%} spannen eine 2-dim. Ebene auf (im Raum der Vektoren). In 
dieser Ebene gibt es zwei Nullvektoren (nullartige Vektoren) &() ={F*nly)} und 


Kaustik 


Eu Kaustik 


6 
Minkowskiraum 
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&oyly) = 18a (y)}- Man bestimmt jetzt die beiden Geodäten, die durch ygehen und 
als Richtungen diese Nullvektoren haben, 


dt gky dal dat 
ds? m) ds ds 


wobei &=£&k,[y) oder &%= £%,(y) ist. Variiert man y€0, so erhält man dann zwei 
Flächen $, und Ss, die von der Gesamtheit dieser Nullgeodäten aufgespannt werden. 
Dies sind die gesuchten eharakteristischen Flächen aus Satz 33.1.2/1. Fixiert man 
eine dieser beiden Flächen, etwa S=S,, und parametrisiert man co durch a'= 
=ak(Al,.,.,, 4%=2) mit k=1,...,n, so ist 

EN Aa, 42) mi Kell... (2) 
eine Parametrisierung von $. Hierbei ist s die Bogenlänge der zugehörigen Null- 
geodäte im Sinne von (1). Zumindest lokal ist dies eine Darstellung der charakte- 
ristischen Fläche. In einer Umgebung eines Punktes y€o sind die n—1 Vektoren 
ae 2 Ynsan: unahhiängie. Verlinger die Nullgeodät 
hin: a Be inear unabhängig. Verlängert man die Nullgeodäten 
(1), so können Singularitäten auftreten. Ein Beispiel ist etwa die Spitze eines 
Kegels im Minkowskiraum, wohei o die Oberfläche einer 3-dim. Kugel in der Ebene 
wi ist. 


k 
=0, 0)=y, 0-8, @) 


Definition. Die Kaustik (der charakteristischen Fläche 8) ist die Gesamtheit der 
Punkte p für die (in lokalen Koordinaten) die Vektoren ee eh a 

BEE REIT TE ER Tale ae) 
linear abhängig sind. 


Bemerkung 1, Das obige Beispiel eines Kegels im Minkovwskiraum ist nieht typisch. Im allge- 
meinen besteht die auf 5 gelegene Kaustik aus mehreren (n —2)-dim. Mannigfaltigkeiten. Die 
Anzahl dieser (n—2)-dim. Mannigfaltigkeiten ist im allgemeinen n —2. 


Bemerkung 2, Betrachtet man Nullfelder im Sinne von Satz 33.1.2/2, so kann man auf jeder 
charakteristischen Fläche $’(#)=c die Kaustik konstruieren. Bei variablem 6 erhält man dann 
im allgemeinen mehrere (r — 1)-dim. Flächen. 


Salz. Fin Punkt p=xkl&, Al, .... 4872) der charakteristischen Fläche S gehört genau 
dann zur Kaustik, wenn 
Erk 2 xl n— z 
A(s, A)=det (ou = EyT: =) _ (4) =0 


= 

gilt. 

Bemerkung 3. Zur Berechnung von A{s,}) muß man lokale Karten benutzen. Gilt aber 
A(s, })=0 in einer lokalen Karte, so gilt dies auch in allen anderen zulässigen lokalen Karten. 


33.1.4. Die Kaustik im Minkowskiraum 


Ist M der (4-dim.) Minkowskiraum der speziellen Relativitätstheorie (siehe z.B. 
(24.2.2/3)), so ge die Strahlen mit den Geraden überein, die mit der x*-Achse 
einen Winkel von S bilden. Unser Ziel ist, die Kaustik einer 2-dim. Fläche, die in 


der Ebene «=0 liegt, zu bestimmen. Hierzu sind einige Vorbetrachtungen nütz- 
lich. 


Evolute: Das Analogon einer Kaustik für eine ebene Kurve im 2-dim. euklidischen 
Raum ist die Evolute dieser Kurve, siehe 17.1.3. 
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Hauptkrümmungen. Im euklidischen 3-dim. Raum werden 2-dim. glatte Flächen 
betrachtet. Ist x=(x!, x?, x?) ein Punkt dieser Fläche, so sei N der zugehörige 
Normalenvektor. Ein Normalenschnitt ist eine Ebene durch &, die N enthält. Da- 
durch wird eine ebene Kurve ausgeschnitten. Ihre Krümmung im Sinne von 17.1.3. 


Kaustik 


N N 
Hr 4 


7 Er x20  x2) 


sei x. Wir denken uns jetzt x vorzeichenbehaftet, wie in der Zeichnung angedeutet. 
Hat 9 die angegebene Bedeutung, so hängt x=z(p) von g ab. Punkte mit »(g)= 
=const heißen Nabelpunkte. Ist x kein Nabelpunkt, so gibt es genau ein Maximum 


2,=x(p,) und genau ein Minimum #=x(gs), wobei 99 +75 ” eilt. Diese beiden 
Werte heißen Hauptkrümmungen. 


Kaustik. Im Minkowskiraum wird eine 2-dim. glatte Fläche o betrachtet, die in der 
Ebene «= liegt. Dann ist o Fanmartıp, o sei nabelpunktfrei und durch a 
=i*(}1, 32) parametrisiert, k=1, 2, 3. Ferner sei eine der beiden charakteristischen 
Flächen S durch (33.1.3/2) nut n=4 gegeben, wobei s=(0) der Fläche o entspricht. 
Die Hauptkrümmungen von co im Punkt (A1, 22) seien #,(A', 32) und x,(A!, A2). Schließ- 
lich sei N —{ NA, 22)};_ı der normierte und in seiner Richtung fixierte Normalen- 
vektor in R, im Punkt (21, 32) an o. 


Satz. Unter den obigen Voraussetzungen besteht die Kaustik wuf S aus zwei Flächen, 
die durch 

Nk(Al, 22) 1 
——— für k=1,2,3 und ill, 22) = — —— 
a fe ah vn AD 


gegeben sind. ITierbei istr—1, 2 


yk(Al, 22) = aklAl, 32) -1 


Bemerkung 1. Das ist das Analogon zur Konstruktion der Evolute in 17.1.3. 


Bemerkung 2. Man kann diese Konstruktion auf den »-dimensionalen Minkowskiraum 
n—i 
de= 75 2 = a? ausdehnen. Die Kaustik besteht dann aus n—2 Flächen. 


33.1.5.  Unstetigkeiten von Lösungen der Wellengleichung und Katastrophen 


Es sei Q eine offene zusammenhängende Menge in der n„-Raum-Zeit M. Ferner sei 
Z eine (n-1)-dim. Hy perfläche, die Q in die offenen Mengen 2, und 2, sowie & 
zerlegt. u(x) sei sowohl in 2, als auch in 2, zweimal stetig differenzierbar, und für 
pe sei 


[#(p)] =lim u(g) lim u(g) (Sprung bei 2). 
1>Pp g-D 


gen gen, 
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Analog wird [| v x(p)] gebildet. Pu sei der allgemeine Wellenoperator aus (32.3.4/5). 


Satz 1. Erfüllt ule) die obigen Voraussetzungen, ist Pu=0 in D’'(2) und gilt weiter- 
hin \[u]| + |[vull=0 auf F, so ist & eine charakteristische Fläche. 


Bemerkung 1. Unstetigkeiten von Lösungen von Wellengleichungen können also nur an 
charakteristischen Flächen auftreten. Hieran ändert selbst die Flucht in die Theorie der Distri- 
butionen nichts. 


Klassisehe Variante: Die klassische Variante des obigen Satzes sieht wie folgt aus. 

u(x) sei in 2 eine zweimal stetig differenzierbare (klassische) Lösung von Pu=0. 

Ferner sei (x) sowohl in 2, als auch in 2, jeweils k-mal stetig differenzierbar mit 

kz=3 und I [D*u]=0 auf I. Dann ist X eine charakteristische Fläche. Hierbei ist 
a=h 


[D*u(p)] analog wie [x(p)] erklärt. 


Satz 2. Die charakteristische Fläche E im Gebiel 2 sei entsprechend (33.1.3/2) durch 

at=chls, A) mitA=(Al,..., AR=2) parametrisiert. Ist Pu=0 in Q und sind s’ und s'' 

zwei zulässige Parameter, so gilt 
s“ rs, 2), 

— Sf aylata, d)) 5 ds 
R 


€ ‘ . (1) 


tal 


1 
3 


[ulzts”, A). | Ms”, 97 =[ulats’, 2) | As’, 2] 


Bemerkung 2. «; ist die kovariante Ausgabe von «!. Ferner hat .I(s, 7) die Bedeutung aus Satz 
33.1.3. Für a’=0, das entspricht dem selbstadjungierten Fall P= P* aus 32.3.4.. wird (1) be- 
sonders einfach. 


Bemerkung 3. Bei fixiertem Z ist of=.x%(s, 7) eine Nullgeodäte. Unstetigkeiten von Lösungen 
Pax=(0 der Wellengleichung werden also längs Nullgeodäten transportiert. 


Katastrophen: Es sei [a(.e(s’. 4))]+0. Läuft s”’ auf der Nullgeodäte ."(s, A) gegen 
einen Punkt der Kaustik. so folgt A(s, A)-Ü0 nach Satz 33.1.3. Aus (1) erhält man 
dann [u(x{s’', A)}] =. Beschreibt also z einen physikalischen Vorgang, der eine 
Unstetigkeit längs einer charakteristischen Fläche aufweist, so tritt bei Annäherung 
an die Kaustik eine Katastrophe ein. 


33.2.  Fundamentallösungen. 
33.2.1. Problemstellung 


Fundamentallösungen partieller Differentialgleichungen im Rahmen der Theorie 
der Distributionen D’(R,) wurden in 23.1. untersucht (Def. 23.1.1). Solche Lösun- 
gen erwiesen sich als nützlich, insbesondere zur Behandlung von Anfangswertpro- 


; & i . 
blemen. Von den drei dort behandelten Typen -1, 4-5 und D) interessiert uns 
ct 


jetzt der Wellenoperator DO. Satz 23.1.4 lautet in unserer jetzigen Sprachregelung 
wie folgt: Inı (4-dim.) Minkowskiraum mit dem Linienelement ds?= (dx!)?+ (dx2)?+ 
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+ (da3)2— (dx)? ist 


dat 
G(g) = — | nn | glel, x, 3, ai) dszi (1) 
. u . 

D} Kr 


mit g£D(R,) eine Lösung von 

I. CB 2. BR 2 , 

ER (ex? (8x2)? 2 (ex)? (0%)? FR (2) 
Hierbei ist Ä der obere Teil des Lichtkegels (charakteristischer Kegel) im Punkt 0 
und X, der Schnitt mit *, also die 3-dim. Kugel {(x!, 2, 22) | (a1)? + (22)? + (a)? 
= (#*)2} mit dem Flächenelement ds... Es ist supp @ = K (siehe Bemerkung 23.1.4./1) 
und @ ist singulär. Das weitere Ziel ist die Ausdehnung dieses Resultats auf den 
allgemeinen Wellenoperator P aus (32.3.4/5) in einer beliebigen Raum-Zeit. Ins- 
besondere setzen wir also ab jetzt stets »n=4 voraus, betrachten also Raum-Zeiten 
im Sinne der Vereinbarung zu Beginn von 33.1.1. Mit P* wird der adjungierte 
Operator aus (32.3.4/6) bezeichnet. 


Definition. 2 sei eine zusammenhüngende offene Menge in der Raum-Zeit M. Ist geQ, 
so heißt G,E. DR) Fundamentallösung von P in Q, falls 


(Pa) P*r)-ylg) Füralle geDI2) gilt. (3) 


Bemerkung 1, Die Formulierung soll einschließen, daß man für jeden Punkt y€.2 eine entspre- 
chende Distribution @, findet. Tm Sinne der ö-Distribution aus 32.3.1. heißt dann (3) auch 
PG,=0g für alle gEQ. Tnsbesondere haben Distributionen auf Mannigfaltigkeiten stets die 
Bedeutung aus 32.3. Natürlich kann man die obige Definition sofort auf n-Raum-Zeiten aus- 
dehnen. 


Bemerkung 2. Die obige Definition ist das Analogon von Def. 23.1.1 für Raum-Zeiten und all- 
gemeine Wellenoperatoren. Im Gegensatz zu früher haben wir es jetzt nicht mit einer Funda- 
mentallösung, sondern mit einer Schar {Gg}gg2 zu tun. Ist M der Minkowskiraum und P=D, 
so kann man @, aus (1) durch G,(p) =@(p (g+*)) gewinnen. Im allgemeinen Fall hat man aber 
eine derartige Operation plz) >gp(g—x) nicht zur Verfügung. Im Gegensatz zu früher sind jetzt 
alle Betrachtungen lokal. , 


33.2.2. Kausalgebiete 


Nach Satz 29.5.5 gibt es zu jedem Punkt » einer gegebenen Raum-Zeit M eine 
geodätisch konvexe Umgebung 2. In 2 kann man jetzt eine Zeitorientierung ein- 
führen, indem man die Lichtkegel (charakteristische Konoide) in 2 stetig und wider- 
spruchsfrei in Zukunftskegel und Vergangenheitskegel unterteilt (siehe 31.1.1.). 
Hierzu beginnt man in einen Punkt p,£Q mit der Unterteilung und setzt diese 
dann stetig längs der eindeutig bestimmten Geodäten von p, nach ps fort. Lokal ist 
somit Zeitorientierung stets möglich, global ist es eine wesentliche Zusatzforderung. 


Pr 
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Definition 1. 2 sei ein geodätisch konvexes Gebiet der Raum-Zeit M, und es sei ge. 
Denn ist 


D’ig)={p|pE2Q, die Geodüle von q nach p ist zeilartig und zukunftsgerichtet), 
C*Hg)={p|pEQ, die Geodäte von qg nach p ist nullartig und zukunftsgerichtet}, 
Jig)=Dt(g)UC*(g) (Zukunftsausstrahlungsgebiet von g, future emission of q). 
Analoges gilt für D"(q), EC" (g) und J”(g). 

Bemerkung 1. Ist g€2, so ist D*(g) das Innere des Zukunftskonoids mit g als Ursprung, soweit 


es in 2 liegt, und Ü'*(g) ist dieses Zukunftskonoid, soweit es in 2 liegt. Es ist C*(g)=d.D*(g) 
(insbesondere soll also ge C'*(g) gelten). 


Definition 2. Eine zusammenhängende offene Menge 2 heißt Kausalgebiet, falls 2 in 
ein geodätisch konvewes Gebiel Q, eingebettet werden kann, QZQ,. und Jalls 
JHp)MNJ" (Ps) für je zwei Punkte p, € 2 und ps€ Q entweder eine kompakte Teilmenge 
von 2 oder leer ist. 


Bemerkung 2. Ein. Kausalgebiet zu p€M kann man wie folgt konstruieren. 2, und p, seien 
Punkte mit peD”(p) und peD*(p,). Bei geeigneter Wahl von p, und 9, ist dann 
D"(p») M\.D*(p,) ein Kausalgebiet, das p enthält. 


33.2.3. Die Distribution d4-(7) 


Betrachtet wird ein Kausalgebiet 2 in einer Raum-Zeit X. Ist g£E Q und pe D*(g), 
so sei s die Bogenlänge (im Sinne von Bemerkung 29.5.4/4) der eindeutig bestimm- 
ten zeitartigen Geodäten x(s), die p mit y verbindet. Ist g=x(s,) und p—x(s,), so sei 
Tip, )=|sı—s5| der geodätische Abstand der beiden Punkte p und q. Es sei 


Pt u*tg) 


Mp. g)=0 für peC*(g) und T,={p | peD*(q), Ip, g)=e} für e>0. 5 2 fest ist, 

vermerken wir die Abhängigkeit von ynicht.) ne Minkowskiraum ist !, = (a1)2+ 
2124 (23)? — (2*)?= e?} für 7=0. Im allgemeinen Fall ist I‘, das el Bild 

derartiger Hyperboloide. 

Lemma. /st S(p)=T(p, q) (mit festem q und variablem p), so ist g* 8,87, =48 in 

D*tig). 

Bemerkung 1. Insbesondere ist also grad S+0 in D*(g). Damit hat man die in 32.2.4. und 

32.3.5. beschriebene Situation (wobei das dortige Gebiet 2 jetzt D*(g) ist). 


Definition. Ist ö,€D’(R,) die 6-Distribution bezüglich des Punktes e=0, also ö.(y) = 
= yle) für yeD(R,), so sei d,:(T—e)=6,(S) im Sinne von Satz 32.3.5. 
Bemerkung 2. In Satz 32.3.5 muß man 2 durch D*(g) ersetzen. Es ist also ö,+(I'—e)€.D’(D*(g)) 


und 
Ög+T-e) Ms e(lp)us für pPeD(D*g)). () 


e 


Es ist klar, daß man (1) auf ge. D(2) ausdehnen kann. Dann ist 6, +(T'—e)ED/(2). 
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Satz. ö,+(7) =lim Ög+ (I'—e) konvergiert in D'(2 
e 


Bemerkung 3. Gemeint ist ö,-(/)€. D/(2) und ö4-(1 8) (F) > (PP) für gE DR). 
Bemerkung 4. Ist. M der Minkowskiraum und q=0, so stimmt ö,+(7) bis auf einen Faktor mit 
G aus (33.2.1/1) überein. Somit ist d,.+(7’) die invariante (und lokale) Fassung von @. 


Bemerkung 5. Man kann D*(g) durch D”(g) ersetzen. Man erhält dann eine entsprechende 
Distribution d,_(M). 


33.2.4  Fundamentallösungen 


Satz, Ist Qein Kausalgebiet in der Kaum-Zeit M, so gibt es im Sinne von Def. 33.2.1] 
genau eine Fundamentallösung G, von P in 2 mit supp 6,-./*(g) Ar qEQ. Bezeich- 
nel man diese Fundamentallösung. mil @5, so ist sie als @,; = Vö,.(M)+ N * darstellbar. 
Hierbei hat ö,+(]') die Bedeutung aus Satz 33.2.3. Ferner it U =U (ip. d) eine in QAXQ 
beliebig oft differenzierbare Funktion und V+=TV*(p.g) eine in 2X % definierte 
Funktion mit suüpp FF cZAt={(p. q) | pEe2.gEeQ, peF+Hg)}. die in I* beliebig oft 
differenzierbar (st. 

Bemerkung 1. Man kann einen entsprechenden Satz für eine Fundamentallösung 67 formu- 
lieren. 


Bemerkung?2. Es ist supp ö49+(T)=C”(g). Der Träger des singulären Anteils Uö,.+(T') von @z 
liegt also in C'*(q), wie im Fall = Minkomikianmee wo @, im wesentlichen gleich 6 aus 
(33.2.1/1) ist. Im allgemeinen Fall wird diese (huygenssche) Eigenschaft durch den Summanden 
V* gestört. 

RE R 
Bemerkung 3. M sei ein Raum konstanter Krümmung, also Rabei= 75 (Yatsa—Fhefaa) In 


Sinne von Bemerkung 30.2.1/3. Terner sei P= D-+-b, also a'=0 in (32.3.4/5). Dann ist 


R . 1 für peFtlg). 
1 HM) mit (M=10 für pet. 


R=0 ist der Minkowskiraum, also @) =@ aus (33.2.1/1) für a0. 


1, 
G = 3, HM) 


33.3. Lösungen von Pu = f. Cauchyprobleme 


33.3.1. Vergangenheits-kompakte Mengen und Distributionen 


Das Kausalgebiet 2 der Raum-Zeit M identifizieren wir mit einer lokalen Karte. 
Das ist keine Einschränkung, da Q Teil eines geodätisch konvexen Gebietes ist und 
derartige Gebiete stets durch eine einzige Karte dargestellt werden können. @/ hat 
die Bedeutung aus Satz 33.2.4. 


Lemma 1.(a) Ist g&.D(2), so ist G7(p) als Funktion von q in 2 beliebig oft differenzier- 
bar, und es gilt supp @7($)<J/”(supp P). 
(b) Sind K und K' zwei kompakte Teilmengen von 2 und ist N=0, 1, 2,..., so gibt 
es eine positive Zahl e=c(K. K', N), so daß für alle ge D(2) mit supp eK gilt 

d sup |Digj(e)i=e 2 sup |Die(p)|: (1) 

lalsN geR’ SEN PERNJHKN) 
Bemerkung 1. Ist K eine Menge in 2, so ist J-(K)= U J”(g) und J*(K)= U J*(g). Ferner 
geK gek 
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hat DZ die übliche Bedeutung, wobei nach g=(q!, ... ., q*) differenziert wird. Die Aussage über 
den Träger von @/(g) in (a) folgt unmittelbar aus supp 05 <J*(g). Das erklärt auch die Ein- 
schränkung ge KNJ*(K’) in (1). 


3*g) . 
R N Super 


SEE DD 


2 CRD 
Zn > *; 


Definition. (a) Eine Menge K aus 2 heißt vergangenheits-kompakt, falls J"(p)NK 
für alle p& Q entweder leer oder kompakt ist. 

(b) D*+(Q) ist die Gesamtheit der in 2 beliebig oft differenzierbaren Funktionen mit 
vergangenheits-kompaktem Träger. 

(e) D’*(Q) ist die Gesamtheit der Distributionen aus D'(Q) mit vergangenheits- 
kompaktem Träger. 


Bemerkung 2. Jede kompakte Menge ist vergangenheits-kompakt. Man kann aber leicht Men- 
gen angeben, die vergangenheits-kompakt, aber nieht kompakt sind. D’+(2) ist nicht der 
duale Raum zu D*+(2). Funktionen aus D*(2) brauchen keinen kompakten Träger zu haben. 
Betrachtet man etwa im Minkowskiraum das Kausalgebiet 2 = {x | |x?) 2}, so ist X= {x | |x?]| = 
=1} eine vergangenheits-kompakte Menge, und man kann leicht 0=-Funktionen angeben, die 
K als Träger haben. 


Lemma 2. Ist K kompakt und K’ vergangenheils-kompakt, so ist J"(K)NK’ kompakt. 


Bemerkung 3. Man kann auch zeigen, daß J*(K’) vergangenheits-kompakt ist, wenn K’ ver- 
gangenheits-kompakt ist. 


Satz. Ist feED'+(2), so ist [EZ JED(2) mil [CF Ile) = E7 (Pp)) Für geD(2). 


Bemerkung 4. Ist g€&D(2) mit suppp—K,, so ist supp @5 (pP) CJ”(K) nach Lemma 1(a). Ist K 
kompakt, so folgt aus Lemma 2, daß auch J=(K) Nsupp f kompakt; ist. Der Satz ergibt sich 
dann aus (1) mit A’=,J"(K)Nsuppf und bekannten Spielregeln aus der Theorie der Distri- 
butionen. 


33.3.2. Ein Existenz- und Unitätssatz 


Betrachtet wird der allgemeine Wellenoperator P aus (32.3.4/5) in einem Kausal- 
gebiet 2 der Raun-Zeit M. Ist € 2, so hat ['(p. g) die Bedeutung aus 33.2.3., wobei 
wir jetzt 7'(p, q) auf alle Punkte g mit 4+7p ausdehnen. Ist x"(s) die eindeutig be- 
stimmte Geodäte, die » mit q verbindet, wobei s ein geodätischer Parameter im 


k 
Sinne von 29.4.5. mit p=«*(0) ist, so gilt vT(p, Q)=2|s| = (v7 wird bezüglich 


g4 genommen). Insbesondere ist also v/'(p. #0 für g+p, und man kann Satz 
32.2.4/1 mit S(q)=/[{p, g) (p ist fest) anwenden. Es ist also ulg)=dal'(p, g)Aurlq): 
w obei wir zur Deutlichkeit die Abhängigkeit von g markiert haben. 


Satz. /st [ED’+(Q), so besitzt Pu=f genau eine Lösung aus D'*(2). Diese Lösung ist 
u=f[@}], und es gilt supp u<.J* (supp f). Ist f£.D*+(Q), so gehört u(p) zu D+(2) und 
läßt sich darstellen. als 


1 I: 77: 
ulp)=5- R J Up. a) Ka) url)+z- f V*p, gq) Kg) lg). (1) 
?=(q 
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Bemerkung 1. U(p,g) und Y*(p, q) haben die Bedeutung aus Satz 33.2.4. Ferner hat man 


Sf -.. als lim f ... zu verstehen. Im Minkowskiraum mit der üblichen Koordinaten- 
0 «0 C(p),lsi>e 


deiAda?Ada? 
z& 

daß der obige Limes existiert. Lokal ist der allgemeine Fall das diffeomorphe Bild der Situation 

im Minkowskiraum. Hieraus ergibt sich, daß das obige Integral auch im allgemeinen Fallexistiert. 


darstellung ist gr bis auf einen Faktor gleich . In diesem Fall sieht man rasch, 


Bemerkung 2. Daß v=/[G}] eine Lösung von Pu=f ist, folgt aus 
(Pu) (9)=w(P*p) =flaz(P*o))=f(p) 


(siehe (32.3.4/6), Satz 33.3.1 und Def. 33.2.1). Die Aussage über den Träger von « folgt aus 
der Konstruktion von f[@ 7]. 


Bemerkung 3. Im Fall des Minkowskiraumes mit dem üblichen Linienelement ds?=(d=')?+ 

A i de! Ade? Ad’ 
+(de2}?+ (dx)? — (da4)? ist VY+=0, U=1 und ur=c ea 
Konstante ist. Dann stimmt (9) aus (1) mit den bekannten retardierten Potentialen überein 
(vgl. mit (19.3.5/1) und dem ersten Term in (23.2.2/2)). 


Ns 
DE (pg)=const 
ZS 


33.3.3. Das Cauchyproblem: Existenz und Unität 


‚ wobei c eine geeignete 


Das Cauchyproblem (Anfangswertproblem) für die Wellengleichung im Minkow- 
skiraum (in unserer jetzigen Sprechweise) wurde in 19.3.5. (klassische Lösung) und 
in 23.2.2. (Distributionslösung) behandelt. Unser Ziel ist, die früheren Betrachtun- 
gen auf beliebige Raum-Zeiten M (also 4-dim. Lorentz-metrische Räume) und auf 
die Wellenoperatoren P aus (32.3.4/5) auszudehnen. Hierbei beschränken wir uns 
auf C*-Funktionen, also klassische Lösungen. 


Cauehy-Daten: Q sei ein Kausalgebiet in einer Raum-Zeit M. Wir nehmen wieder 
an, daß 2 mit seiner lokalen Karte identisch ist. S sei eine 3-dim. (glatte) Hyper- 
fläche in 2. Ist z eine C*-Funktion auf S und ist {eine Tangentialrichtung auf S, so 


e, 
} 


. . cu i eu i ne pe Fi ce 
ist mit v auch rn bekannt. Ist außerdem — gegeben, wobei » keine Tangentialrich- 
öv 


tung ist, so sind alle ersten partiellen Ableitungen von u auf S bekannt. Wir 
sagen dann, daß auf 5 Cauchy-Daten gegeben sind. 


Satz. 2 sei ein Kausalgebiet, und S sei eine vergangenheits-kompakte raumartige 3-dim. 
Hyperfläche in 2 mit &J+(S)=S. Ferner sei | eine C*-Funktion in Q, und es seien 
C*-Cauchy-Daten auf 8 gegeben. Dann besitzt das Cauchyproblem 

Pu=fin J*(8), w ist C*-Funktion in J*($), 

u |sund wu |s nehmen vorgeschriebenen Werte auf S an, 
genau eine Lösung. 


Bemerkung 1, Die Begriffe raumartig und vergangenheits-kompakt wurden früher beschrieben 
(Def. 33.1.1 und Def. 33.3.1). Wie früher ist J*(S)= U J*(g), und 9J*(8) ist der Rand dieser 
ges 


25* 
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Menge, wobei als Randpunkte natürlich nur Punkte aus der offenen Menge 2 in Frage kommen 
(und nicht etwa Punkte von 92 im Sinne der Einbettung von 2 im R,„). Die Aussage, daß u 
eine C'>-Funktion in .J*(S) ist, bedeutet, daß » im Innern von J*() beliebig oft differenzierbar 
ist und daß alle Ableitungen stetig auf den Rand von J*($) fortgesetzt werden können. 


Bemerkung?2. Die Voraussetzungen an S$ sind natürlich, insbesondere die Forderung, daß S 
raumartig ist. Ist = NM der Minkowskiraum, P= D und $S={# | «=0}, so stimmt der obige 
Satz im wesentlichen mit der Existenz- und Unitätsaussage aus Satz 19.3.5/2 überein. Unser 
Ziel ist, die dortige explizite Konstruktion der T.ösung auf den jetzigen Fall zu verallgemeinern. 


33.3.4. Das Cauchyproblem: Darstellung 


Es gelten die gleichen Voraussetzungen wie in 33.3.3.: Q ist ein Kausalgebiet in 
der Raunı-Zeit M. das mit seiner lokalen Karte übereinstimmt. S ist wieder eine 
vergangenheits-kompakte raumartige 3-dim. Hyperfläche in 2 mit J/*(5) =8. Ist 
peJ*(S) mit p&S, so werden folgende Bezeichnungen eingeführt: 


D,=I"(pP)NJHS), G=C"(p)NFHS). 
S=J(p)N S, 0,=C"(p) Ns. 
Dann ist (,US„=&D, (vierdimensional) und o,=&S, (dreidimensional). a, ist 


eine 2-dim. geschlossene raumartige kompakte Untermannigfaltigkeit. Nach Satz 
33.1.2/1 und Bemerkung 33.1.2/1 gibt es genan zwei charakteristische Flächen, die 


Tip,g)=£ 
We r 
w ö, 


5, enthalten, U" (p) ist eine davon, die andere wird mit 7, bezeichnet. u=u(g) sei 
das invariante Maß aus Satz 32.1.4. Auf („sei ur=urlg) die Leray-Form aus 33.3.2. 
Schließlich sei die 2-Form de, das invariante Maß auf o,, wobei die Metrik in o,, 
durch die Metrik in M induziert wird. Ist 7 ein kontravarianter Vektor, so sei * die 
3-Form aus Satz 32.2.2. Im Sinne von 32.2.3. sei (*n)s, die Einschränkung von *n 
auf S,. 


Dilatationsfaktor: Nach 33.1.3. kann man 7", durch die Nullgeodäten erzeugen, die 
dureh o, laufen. &(g) sei der kontravariante Tangentenvektor an diese Nullgeodä- 
ten. der durch &H{g) (v 2'(p, g)), > —i normiert wird (V wird bezüglich q genommen, 
siehe auch 33.3.2.). 7'(p, q) =e schneidet auf 7, eine 2-dim. Untermannigfaltigkeit 
aus. Ist » eine offene 2-dim. Untermenge von o,, so wird durch die Nullgeodäten, 
die 7’, erzeugen und durch » gehen, auf T,N{/'(p. q)=e} eine Menge @, ausge- 
schnitten. Ist do‘, das invariante Maß auf 7,N\{7(p. g)=e}, so gibt es auf o, eine 
Funktion © (Dilatationsfaktor) mit 


lim —( f de, — Js,) =— [easo, P 


Us [2 wo 


33.4.1. 33.4. Tensor- Wellengleichungen 389 


Im nachfolgenden Satz haben alle Symbole die obige Bedeutung. P ist der allge- 
meine Wellenoperator aus (32.3.45). U=U(p.g) und V*=V*(p,g) haben die 
gleiche Bedeutung wie im Satz 33.3.2 und werden als Funktionen von g betrachtet. 


Satz. Ist u in @ beliebig oft differenzierbar und ist p&J*(S) mit p&S, so Täßt sich u(p) 
darstellen als 

up)=u dp) +u dp) +u®(p), 
J UPuur+zs J V*rPuu, 


» ?Dp 


uo(p)=; 


Er 1 j " : 
u(p)=- J ns, mit n=in}, 
Sp 
Felt vun-ug(vVVrytarltu, 


ir 
up) = | PUE Vu, +OUu+aEUTu+V*u]do,. 
Tr m: 


p 


Bemerkung 1. Ersetzt man Pu durch f sowie v und Yu auf S durch die gegebenen Cauchy- 
Daten, so erhält man eine Darstellung der eindeutig bestimmten Lösung x des Cauchyproblems 
aus Satz 33.3.3. Unter den Bedingungen von Satz 33.3.2 mit fED*+(2) ergibt sich im wesent- 
lichen (33.3.2/1). Der obige Satz (in seiner Interpretation als Lösung des Cauchyproblems) ver- 
allgemeinert auch Satz 19.3.5/2. Dort ist Q=M der Minkowskiraum, P= D sowie V+=0, 
U=1,al=0 und w«&IXp)=V. 


Bemerkung 2. Zur Bestimmung von u(p) benötigt man die Kenntnis von Pu in D, und die 
Kenntnis der Cauchy-Daten auf S,. Tst 7* nicht identisch null, so genügt die Kenntnis der 
Cauchy-Daten auf a, nicht (anderenfalls handelt es sich um die huygenssche Eigenschaft aus 
19.3.4.). In einer gekrümmten Raum-Zeit lebt es sich also schlechter als im euklidischen Raum. 
Im Sinne der Interpretation aus 19.3.4. klingt eine Schallwelle in einer gekrümmten Raum-Zeit 
nie ganz ah. 


33.4 Tensor-Wellengleichungen 
33.4.1. Definitionen 


Bisher wurde der Wellenoperator P aus (32.3.4/5) in D’(M) betrachtet. Auch in 
diesem Abschnitt ist M stets eine Raum-Zeit (also ein 4-dim. Lorentz-metrischer 
Raum). Die Untersuchungen und viele Resultate lassen sich auf Tensordistributio- 
nen im Sinne von Def. 32.3.2 und entsprechende Tensor-Wellenoperatoren über- 
tragen. Da man Teensorindizes nach Belieben herauf- und herabziehen kann, werden 
wir uns auf rein kovariante bzw. rein kontravariante Tensordistributionen be- 
schränken. Die kovariante Ableitung Y und die Koableitung ö haben die gleiche 
Bedeutung wie in Def. 32.3.3/2. j 


Definition. M sei eine Raum-Zeit und m=0,1,2,... Für TED“) M) sei DT= 
= —ölykH (7 T),) (Tensor-Wellenoperator). 


Bemerkung 1, Aus TeD’Om(M) folgt 7 TEeDOm+ı(M), guy TyEeDUmM) und 
DT = -ölgk(7 Ty)eD%miM). Ist m=0, also TEeD’(M)=D’00XM) so ist DT der 
Wellenoperator aus Def. 32.3.4. Natürlich kann man die obige Definition sofort auf eine 
beliebige n-Raum-Zeit ausdehnen. 
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Bemerkung 2. Ist 7={ Ter.kmE)} ein Tensor mit beliebig oft differenzierbaren Komponenten 
(wir erinnern daran, daß wir stets von Tensoren statt genauer von Tensorfeldern reden), so ist 


(TyTN T regen ik > 
Bemerkung 3. Man kann die Definition auch verwenden, wenn T'€D’r,s)(M) ist. Ist z. B. 
= {p*tTm(z)}e DimoxM), so gilt analog zu Bemerkung 2 

(Opjkimtmgkigkı-km ) 
Lemma. {b’i’m, , } sei ein Tensor vom Typ (m, m) mit beliebig oft differenzier- 

1..-5m Yı G 
baren Komponenten. Ist T={T, „Ye DOW(M) und 9 {gm} ec Dem M), so gilt 
N y=i9 g 
( = T+ WE, 6 Tram )(P) zn T( Ip+ DIR, „gt . (2) 


Bemerkung 4. Verwendet man (1), so folgt das Lemma aus Def. 32.3.3/2. Hierbei ist 
WITT, Tri € D"O.m)( WM) die Tensordistribution, deren Komponenten b’i"m, s,x 


X Tr... Sind.TAnalog {b’1"m, gt} e Dim M), 


Bemerkung 5. Analog wie früher setzen wir für 7’e.D’0.)(M) 

PT= O7 +], Tropen} . (3) 
Das Lemma zeigt dann, daß sich der adjungierte Operator P* für ge D{0)(M) aus 

P*o= Op +bi"m,, „., g’r'm} (4) 


berechnet. (2) lautet dann (PT) (p)=7(P*g). Beim Übergang von P zu P* vertauschen sich 
hierbei ko- und kontravariante Komponenten. 


Bemerkung 6. In Analogie zu (32.3.4/5) kann man PT aus (3) verallgemeinern und 
PT=DT+ m, VNirarmtt WET, a Trrsmd 


für T={T,,..,g€D%®(M) setzen. Hierbei sind # und 5 Tensoren mit beliebig oft differen- 
zierbaren Komponenten. Um die Maxwellschen Gleichungen in Raum-Zeiten behandeln zu 
können, ist aber (3) ausreichend. Wir beschränken uns deshalb in Zukunft auf diesen Fall. 


33.4.2. Fundamentallösungen 


Die Operatoren P und P* haben die Bedeutung aus 33.4.1., Formeln (3) und (4). 
Gefragt wird nach Fundamentallösungen analog zu Def. 33.2.1 und Satz 33.2.4. 
Definition. 2 sei eine zusammenhängende offene Menge in der Raum-Zeit M. Ist q< 2 
so heißt Ge Fundamentallösung von P in Q, falls a hun T= 
€ DOm(Q) und 

(PG/t"m)(g) =6,!""m(P*p) — gi"n(g) 
für geDMXQ2) und für jedes feste Indexsystem r,, . . . , Ym gilt. Ferner Iransformiere 
sich Ge bei fixiertem Indexsystem $|, » » . , $m wie ein kontravarianter Tensor be- 
züglich der Variablen q und der Indizes r,, .. - , Ym- 


Bemerkung 1. Für den skalaren Fall m=0 stimmt dies mit Def. 33.2.1 überein. 


Bi-Tensoren: Es sei r= ag, q)} ein System von Funktionen auf 2X 2 (oder 
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auf MX _M). Dann heißt x Bi-Tensor (genauer: Bi-Tensor-Feld), falls 71" m(p)= 


= ID, q)} bei fixiertem p und 7, ... . , 7m ein kovarianter Tensor (bez. qg und 
S1:..8m) und T,,..,(9)= iD, gq)} bei fixiertem g und &,, - . - , sm ein kontra- 
varianter Tensor (bez. pundrj, .. . , 7.) ist. Eine entsprechende Definition ist auch 
möglich, wenn die Anzahl der r-Indizes und s-Indizes nicht gleich ist oder wenn 
statt ko- und kontravarianter Tensoren gemischt-variante Tensoren auftreten. @, 
ist die Distributionsvariante eines Bi-Tensors. 


Satz. /st Q ein Kausalgebiet in der Raum-Zeit M, so gibt es im Sinne der obigen Defi- 
nition genau eine Fundamentallösung @, von P in 2 mit supp 6,C.J*(g) für ge. 
Bezeichnet man diese Fundamentallösung mit G;, so ist sie als 


er = el u a) Öl) + Vrann a q) (1) 


darstellbar. Dabei hat ö,,(') die Bedeutung aus Satz 33.2.3. Ferner sind Ar (m, q)} 
und {V . sm(p, q)} Bi-Tensoren. Hierbei ist En er (p, g) in Bi a oft 
DR SEIEN, Hat A* die Bedeutung aus Satz 33.2.4, so ist supp V Ku c4At+ und 
+ en ist in A beliebig oft differenzierbar. 


Bemerkung 2. Mit supp G,-.J*(g) ist gemeint, daß supp @, !""" <J*(q) (betrachtet als 
kovariante Tensordistribution) für jedes Indexsystem r;, . - -, rm gilt. Der Satz ist das Analogon 
von Satz 33.2.4. 


33.4.3. Lösungen von Pu=f 


Satz 33.4.2 ist das Analogon von Satz 33.2.4. Damit ist es möglich, die Lösungs- 
theorie aus 33.3. für skalare Wellenoperatoren auf Tensor-Wellenoperatoren zu 
übertragen. Das trifft sowohl auf das Analogon von Satz 33.3.2 als auch auf die 
Cauchyprobleme aus 33.3.3. und 33.3.4. zu. Wir formulieren hier das Analogon von 
Satz 33.3.2 und verzichten auf eine Behandlung von Cauchyproblemen. Betrachtet 
wird wieder ein Kausalgebiet 2 in einer Raum-Zeit M. Ferner hat P die Bedeutung 
aus (33.4.1/3). 


Satz. Hat [e DOW (Q) einen vergangenheits-kompakten Träger, so besitzt Pu=f genau 
eine Lösung u={u,, .,)EDOM(Q) mit vergangenheits-kompaktem Träger. Diese ist 
durch 


up) KH) =D) Für peDWmmQ) (1) 


gegeben, und es gilt supp w< J*(supp f). Sind die Komponenten von f zusätzlich in 2 
beliebig oft differenzierbar, so sind auch die Komponenten von u aus (1) in 2 beliebig 
oft differenzierbar, und es gilt 


ER 
Usn.. PD) = Im Mr JS Cr Zm(n, q) Ir... m) ) ur(g) 
» 


STE, 2 hnenld) na). 2) 


Bemerkung. Der Satz verallgemeinert Satz 33.3.2. Vergangenheits-kompakte Mengen wurden 
in 33.3.1. betrachtet. f gehört also zur Tensorvariante von D’+(2) aus Def. 33.3.1(c). Ferner 
haben @/ und die Funktionen aus (2) die Bedeutung aus Satz 33.4.2. Um ve D’0,m)(2) zu 


392 33. Die Wellengleichung 33.5.2. 


beweisen, muß man nachprüfen, daß die Zuordnung g€ DMOA2) —}(@7(@)) eine Tensordistri- 
bution aus .D’0,m)(A) ist. Das geschieht wie in 33.3.1. Anschließend sieht man leicht, daß u aus 
(1) eine Lösung ist: Für ge DROX2) ist 


(Pu) (p)=w(P*o)= ld (P*p))= le). 
siehe Lemma 33.4.1. Def. 33.4.2 und Satz 33.4.2. 


33.5. Die Maxwellsehen Gleichungen 


33.5.1. Definition 


Wie immer bezeichnen wir einen 4-dim. Lorentz-metrischen Raum als Raum-Zeit. 
Definition. Ist M eine Raum-Zeit und ist o (Stromdichte) ein gegebener Vektor, dessen 
Komponenten in M beliebig oft differenzierbar sind. so wird eine 2-Form F (elektro- 
magnetisches Feld) mit 

dF=0 und öFf=o (Maxwellsche Gleichungen) (1) 
gesucht, deren Komponenten in M beliebig ojt differenzierbar sind. 
Bemerkung 1, Als 2-Form ist #= {!"y}} ein kovarianter Tensor, der nach Def. 32.1.2 und Lemma 
32.1.2 die (notwendige und hinreichende) Bedingung Fa = — Fız erfüllt. Nach Lemma 32.1.3 
besagt dann die erste Gleichung in (1), daß die 3-Form 

AF=Frrm dem dar Ada =0 (2) 
ist. Im Sinne des Indexziehens unterscheiden wir nicht zwischen ko- und kontravarianten 


Komponenten eines Tensors. In der zweiten Gleichung in (1) muß man £ als kontravarianten 
oder gemischt-varianten Tensor interpretieren. Nach Def. 32.3.3/1 erhält man dann 


Fl = — Fk,=(WFjk=ok, (3) 


Bemerkung 2, In der obigen Definition haben wir uns auf beliebig oft ditferenzierbare Vektoren 
co und Formen F beschränkt. Dem entspricht unser weiteres Vorgehen. Die Maxwellschen Glei- 
chungen (1) kann man aber auch auf Tensordistributionen « und F ausdehnen. 


Bemerkung 3. Der Satz von Poincare aus 32.1.5. zeigt, daß lokal dF=0 mit F=dA äquivalent 
ist, wobei A ein Vektor ist. Lokal sind also die Maxwellschen Gleichungen (1) mit 


Fa=Apı—- Args 4 


ET Pd Pi y=ok, 6) 


Ya 
identisch. Damit hat man Anschluß an 30.1.3. gewonnen. Im Sinne von Bemerkung 30.1.3/? 
denkt man sich das Einstein-Maxwell-Feld entkoppelt: Die Geometrie des Raumes wird lokal 
durch schwere Massen und global durch die betrachteten Weltmodelle bestimmt, und ein zu 
untersuchendes elektromagnetisches Feld beeinflußt diese Geometrie nicht. 


33.5.2. Kontinuitätsgleichung und Cauchy-Daten 
Lemma. Die Stromdichie o aus den Maxwellschen Gleichungen (33.5.1/T) genügt der 
‚Kontinuwitätsgleichung do =V. 
Bemerkung 1. Das Lemma ergibt sich aus FRl= — Fik, (33.5.1/5) und Def. 32.3.3/1: 
= (gr ya= Igor) = Nglokz= -Vgle. 


Cauchyproblem: Die Maxwellschen Gleichungen im Minkowskiraum wurden in 
25.3. behandelt. Wir versuchen die dortigen Problemstellungen auf den Fall be- 
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liebiger Raum-Zeiten zu übertragen. Wie früher, so lehnen wir uns auch jetzt an 
das Vorbild der Wellengleichung an (s. 33.3.3. und 33.3.4.). Wie dort sei 2 ein 
Kausalgebiet in einer Raum-Zeit M, und S sei eine 3-din. vergangenheits-kompakte 


a . 
Wr 
2 / 


raumartige Hyperfläche in @ mit &/ *(S)=s. Für p&J*+($) mit p&S haben D, und 
S, die gleiche Bedeutung wie in 33.3.4. Die klassische Theorie aus 25.3. und physi- 
kalische Gründe legen folgende Frage nahe: Ist o in @ und ist F auf 5 vorgegeben, 
besitzen dann die Maxwellschen Gleichungen (33.5.1/1) in J*(S) genau eine Lösung 
F mit vorgeschriebenen Anfangsdaten auf 5? Wünschenswert ist ferner, daß diese 
Lösung F im Punkt p nur von a in D, und von F auf S8, abhängt (Abhängigkeits- 
gebiete analog zu 19.3.4. und 33.3.4.). 


Cauehy-Daten: Damit das Cauchyproblem sinnvoll gestellt ist. muß neben der 
Kontinuitätsgleichung da —0 in @ noch 

(dF\()=0 und (öF)(g)=o(g) für ES (1) 
gelten. Um diese Bedingungen zu diskutieren, wählen wir normale Koordinaten im 
Sinne von Lemma 29.5.6/2 im Punkt 9=0. Ferner sei S in einer Umgebung von O 
em Stück der Ebene {x°—Ö}. Nach (33.5.1/2) und (33.5.1/3) reduziert sich dann (1) 
auf 

FiarmlO)=0 und FH,(0) = or0). (2) 
Da wir im Moment annehmen. daß F nur auf S gegeben ist. so ergeben nur 2 dieser 
S Gleichungen zusätzliche Bedingungen an die Anfangsdaten, nämlich 


Far (O)-0 md #%,,(0)-0'0) sowie Fu=-— Fir. (3) 
Die restlichen 6 Gleichungen lauten 

Far s{O\ = FaarvlO) — FyralO) ; 

Fe. ,(0) = o%(0) — Fel,,(0) - F35(0) — F@3.,;(0) , (4) 


wobei @« und b von 1 bis 3 laufen. Diese Gleichungen erlauben bei Kenntnis von F# 
auf 8, die Ableitungen von F*' nach x‘ zu berechnen. Da die Ableitungen nach «x, x, 
x von F* ebenfalls bekannt sind. kennt man dann alle partiellen Ableitungen erster 
Ordnung von F*' auf S. Iterativ folgt dann aus (4). daß man sämtliche partiellen 
Ableitungen von FF auf S bestimmen kann. Wir sprechen in Zukunft von Cauchry- 
Daten für die Maxwellschen Gleichungen, falls auf S$ ein antisymmetrisches Feld 
Frog), also P#lg)— — Fhl(g). gegeben ist, das (1) (oder (3) in kanonischer Form) 
genügt und dessen sämtliche partielle Ableitungen auf $ nach dem obigen Verfahren 
aus 2* berechnet werden. 
Bemerkung 2. Verwendet man die Identifizierung von F*! mit der elektrischen Feldstärke & 
und der magnetischen Feldstärke ® aus 24.3.3. und o°= —o (Ladungsdichte), so lautet (3) 
(div BI(0)=0 und (div E)(0)=o(0). 
Dem entsprechen die Bedingungen aus 25.3.2. 
Definition (Cauehyproblem für die Maxwellschen Gleichungen). 2 se! ein Kuusalgebiet 
in der Raum-Zeit M, und S sei eine 3-dim. vergangenheits-kompakte raumartige Hy- 
perfläche in Q mit &J*(S)=8. Auf S seien beliebig oft differenzierbare Cauchy-Daten 
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F(q)={F*!(g)} für die Maxwellschen Gleichungen gegeben. Ferner sei o={o%} mit 
öc—=0 in J+(S) mit beliebig oft differenzierbaren Komponenten o*® gegeben. Gesucht ist 
eine 2-Form F mit beliebig oft differenzierbaren Komponenten, die eine Lösung von 


dF=0 und öFf=o in J*(S) 
ist und auf S die vorgeschriebenen Anfangswerte annimmt. 


Bemerkung 3. Das ist das Analogon zum Cauchyproblem für die Maxwellgleichungen im Min- 
kowskiraum aus 25.3.1. und 25.3.2. Wie dort, so kann man auch hier ein entsprechendes Pro- 
blem im Rahmen der Theorie der Distributionen formulieren. 


33.5.3. Eichbedingung und Viererpotential 


Wie in Bemerkung 33.5.1/3 festgestellt wurde, ist d’=0 lokal äquivalent zu 
F=dA, wobei die 1-Form A als Viererpotential bezeichnet wird. Die Maxwellschen 
Gleichungen aus (33.5.1/1) reduzieren sich dann auf ödA=o. 


Cauchy-Daten: Wir betrachten die gleiche Situation wie in Def. 33.5.2. 2 ist wieder 
ein Kausalgebiet in der Raum-Zeit M, und 8 hat die dort angegebenen Eigenschaf- 
ten. F(g) seien Cauchy-Daten für die Maxwellschen Gleichungen auf $. Ohne Be- 
schränkung der Allgemeinheit nehmen wir an, daß $ ein Stück der Ebene x =0 ist. 
Dann zeigt die Konstruktion von A in Bemerkung 32.1.5, daß mit gegebenen 
Cauchy-Daten F(g) auf $S auch die Komponenten A; des Viererpotentials A und 
alle partiellen Ableitungen dieser Komponenten auf S bekannt sind. Berechnen sich 
4A; und sämtliche partielle Ableitungen von A; auf $ auf diese Weise aus den Cau- 
chy-Daten F(g), so sprechen wir von gegebenen Cauchy-Daten für das Viererpoten- 
tial A auf 8. 


Eichbedingung (gange condition). Nach Bemerkung 32.1.5/2 kann man A mit #=dA 
durch A +dBersetzen, wobei B eine Funktion ist. Es ist nun relativ leicht zu sehen, 
daß man Bso wählen kann, daß (&A)(g)= — A#..(q)=0 fürgeS gilt (Eichbedingung). 
Wir setzen in Zukunft stets voraus, daß A auf S die Eichbedingung bei gegebenen 
Cauchy-Daten erfüllt. 


Lemma. Die reduzierte Maxwellsche Gleichung 6dA — 0 lautet in Komponentenschreib- 
weise 

%=(ODA)Y%+(öA)r+ rede, (1) 
wobei R®; der Ricci-Tensor aus Def. 29.5.7 ist. 


Bemerkung 1. Der Term ($4);:= — 4!.. ist störend. Ohne ihn wäre (1), also (O4); + Rd, 
ein Tensor- Wellenoperator der Form (33.4.1/3) für A={4r}. Es fragt sich, ob man die Frei- 
heiten, die man bei der Wahl von 4 hat, ausnutzen kann, um den Term (64);; unschädlich 
zu machen. 


Definition (Cauchyproblem für das Viererpotential A). 2 sei ein Kausalgebiet in der 
Raum-Zeit M, und. 8 sei eine 3-dim. vergangenheits-kompakte raumartige Hyperfläche 
in Q mit 0J*+(S)=8. In J*(S) sei o= {c%} mit do =0 und beliebig oft differenzierbaren 
Komponenten gegeben. Ferner seien auf 8 beliebig oft differenzierbare Cauchy-Daten 
für A= {A;} gegeben, die sich aus entsprechenden Cauchy-Daten F(g) für die Maxwell- 
schen Gleichungen im obigen Sinne bestimmen. Es gelte die Eichbedingung (6A) (p)=0 
für peS. Gesucht sind beliebig oft differenzierbare Vektoren A mit 

%=(DA); + RA, und 6A=0 in J*(S), (2) 
so daß A, und A,. auf S die vorgeschriebenen Anfangswerte annehmen. 
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Bemerkung 2. (2) ist die Entkopplung von (1). Im allgemeinen Fall ist das System (2) überbe- 
stimmt. Bei Vorgabe von beliebigen Anfangsdaten auf $ besitzt die erste Gleichung in (2) als 
Tensorwellengleichung genau eine Lösung. Die Frage ist, ob diese Lösung auch dA =0 erfüllt. 
Es ist klar, daß dies nur bei besonderen Bedingungen der Fall sein kann. 


Satz. Das Cauchyproblem für das Viererpotential A (im Sinne der obigen Definition) 
besitzt genau eine Lösung A= {Ar}. Ist p& J*(S) mit p&S, so hängt A,(p) nur von den 
Werten von o, in D, und den Werten von F!” in S, ab. 


Bemerkung 3. D, und $, haben die gleiche Bedeutung wie in 33.3.4. und 33.5.2. Wie in Be 
merkung 2 bereits angedeutet, betrachtet man zuerst das Cauchyproblem für die Tensorwellen 
gleichung 


(DA) + RyA,=0r. 


Das Tensor-Analogon zu Satz 33.3.3 zeigt, daß dieses Problem genau eine Lösung besitzt. 
Diese Lösung 4; hängt auch in der angegebenen Form von o; und F!” ab. Der Nachweis, daß 
diese Lösung automatisch ö&4=0 in J*+(8) erfüllt, basiert auf der Eichbedingung (dA)(g)=0 
für 4€ 8 sowie do=0 in J*($) und der speziellen Wahl der Cauchy-Daten für A. 


33.5.4. Das Cauchyproblem für die Maxwellschen Gleichungen 


Satz. Das Cauchyproblem für die Maxwellschen Gleichungen im Sinne von Def. 33.5.2 
hat genau eine Lösung F={Fyz1}. Ist peJ*($) mit p&S, so hängt Fy(p) wur von den 
Werten von o, in D, und den Werten von F\,s in 8, ab. 


Bemerkung 1. D, und 8, haben wieder die gleiche Bedeutung wie in 33.3.4. und 33.5.2. Den 
Satz führt man auf Satz 33.5.3 zurück, indem man #=dA4 setzt. Dann ist d#=0. Die rechte 
Seite von (33.5.3/1) ist identisch mit öF. Zusammen mit d4=0 folgt: dann öF =o. Damit hat 
man die Existenz der Lösung und die genannte Abhängigkeit von F;;(p) von. den. Anfangsdaten 
bewiesen. Die Unitätsaussage führt man ebenfalls auf Satz 33.5.3 zurück. 


Bemerkung 2. Der Satz ist das Analogon von Satz 25.3.2/1. Wie dort, so ist es wohl auch hier 


möglich, die Lösungen explizit anzugeben und die Betrachtungen auf Distributionen auszu- 
dehnen, 


34. Singularitätentheorie 


34.1. Lokale Abbildungen 
34.1.1. Abbildungskeime, das Ideal in(r) 


Mit C=(R,, Rr) bezeichnen wir die Gesamtheit der beliebig oft differenzierbaren 
Abbildungen y=/(x) von #, in £. Alle Funktionen und Abbildungen dieses Kapi- 
tels sind reell. 


Definition 1. Zwei Abbildungen aus CR, Rı) heißen äquivalent, falls sie in einer 
passenden Umgebung des Nullpunktes (im R,) übereinstimmen. Die Restklassen be- 
zäglich dieser Äquivalenzrelation heißen Abbildungskeime (oder kürzer: Keime, germs). 
Ihre Gesamtheit wird mit ein. I) bezeichnet. 


Bemerkung 1. Die obige Äquivalenzrelation fg erfüllt die üblichen Eigenschaften: 1. ff 
2. Aus fg folgt g--f und 3. Aus fg und gr-%h folgt fh. Die Restklassenbildung ist somit 
sinnvoll. Wir werden in Zukunft Restklassen und ihre Repräsentanten nicht unterscheiden. 
Wir sprechen also von Keimen fe('=(R,. Ay) usw. (Diese Vereinbarung ist analog zur Schreib- 
weise [£Ly(R,). Auch hier wird f mit der Restklasse jener Funktionen identifiziert, die fast 
überall mit f übereinstimmen.) Alle Aussagen dieses Kapitels sind lokal (sofern nicht ausdrück- 
lich anders betont) und beziehen sich auf Keime. 


Bemerkung 2. Statt beliebig oft differenzierbarer Funktionen könnte man auch stetige, 
differenzierbare oder analytische Funktionen usw. betrachten und die entsprechenden Rest- 
klassenbildungen vornehmen. 


Definition 2. Es sei ein)—e(n, 1), 
men) =1f | Feein), (D’f)(0)=0 für a] ck-1} 
für k-1,2,3,... und m(n) = min). 


Bemerkung 3. In dieser Definition haben wir schon von der obigen Vereinbarung Gebrauch 
gemacht, Restklassen und ihre Repräsentanten zu identifizieren. Die Elemente von e(n) sind 
also Funktionenkeime (oder Funktionen im Sinne der obigen Sprechweise). 


Salz. e{n) ist ein kommutativer Bing mit J-Element und einem eindeutig bestimmten 
maximalen Ideul. Dieses maximale Ideal ist m{n), es wird von x, . .. , & erzeugt. 


Bemerkung 4. Addition und Multiplikation von Keimen erfolgen punktweise und sind von der 
Auswahl der Repräsentanten unabhängig. Da f'g=g - f ist, ist e(n) ein kommutativer Ring. 
Das 1-Element ist f(x) =1. Ferner heißt An) Ideal, falls aus fCh(n) und gee(n) folgt fgCh(n), 
was für h(n)=m(n) erfüllt ist. Ein Ideal h(n) heißt maximal, falls A(r) nicht mit e(n) überein- 
stimmt und es kein von e(n) verschiedenes Ideal gibt, das echt größer als h(n) ist. Der Satz 
behauptet, daß k(in)=m(n) das einzige maximale Ideal in e(n) ist. Die Aussage, daß m(n) von 
jr... %ı erzeugt wird, bedeutet, daß fEm(n) dargestellt werden kann als 


n 
fa)= 3 waerle) mit ,(w)Eein). 
— 


r 


Bemerkung. Entsprechend kann man zeigen, daß “(n) ein Ideal in e(n) ist, das von den 


n 
x 63 FR E 
Polynomen &;!...2,°,2=(&,...,%n) Multiindex, a|= 3 &,=k, erzeugt wird. 


n 
r=1 


34.1.3. 34.1. Lokale Abbildungen 397 


34.1.2. Endlich-determinierte Keime 


Definition. (a) Die Keime Fem(n) und gem(n) heißen ägqwivulent, falls es einen Keim 


y=gla)&ein, n) mit g(0)=0, m (0) +0 und Ka) =glple)) gibt. 
A SEE 27 
(b) ar. heißt k-determintert mit k=1. 2,3... ., falls jeder Keim gem(n) mit 
(D?g) (0 nd (0) für | =k zu f äqwivalent ist. 


(e) f 2 m(n) heißt A ich-determintert, falls es eine Zahl k gibt. so daß f k-determiniert 
ist. 


Bemerkung 1, Alle Aussagen sind lokal zu verstehen, also auch die Darstellung f(&) =g(e(&)). 


Wie üblich in Zen Ve) 
x.» in) 


Forderungen g(0)=0 und Mn Un) 
Arze ...; En) 
eineindeutig und beliebig oft differenzierbar auf eine Umgebung von 0ER, abbildet (siehe 
8.2.2.). Eine derartige Abbildung kann man auch als die Einführung neuer krummliniger 
Koordinaten in einer Umgebung von 0ER, interpretieren. Die Koordinatenflächen sind dann 
Y,(2) =const. In diesem Sinne heißen fund äquivalent, falls man faus y durch Reparametri- 
sierung gewinnen. kann. 


die Funktionaldeterminante von y=y(z)=g{x) aus 8.2.1. Die 


(0)=0 besagen, daß g(x) eine Umgebung von 0ER, 


n | a 
Bemerkung 2, Ist gEm(n), aber ge m?(n), also I | — 4 0) 0, so ist g äquivalent zu f{e)=z;. 
sg g ( ) Pe ex; a gag 1 
=ı | €%% 


Aus dieser Normalform kann man leicht herleiten, daß je zwei Keime g und h mit gcm(n). 
hem(n), g&em{n) und Adm*(n) Äquivalent sind. Insbesondere folgt hieraus, daß g€rn{n) mit 
g& mn) 1-determiniert ist. (b) und (c) sind also in erster Linie für singuläre Keime fem*?(n) 
von Interesse. 


Bemerkung 3 (Beispiele). Ist »=2, so ist f(@, y) - x nicht endlich-determiniert. Das sieht man, 
wenn man die Nullstellengebilde von fix, y) =? und f(x, y) =x?—y? vergleicht. Für n=2 ist 
fix. y) =x2?+y? ein Beispiel für einen 3-determinierten Keim. 


31.1.3. Kriterien für endlich-determinierte Keime 


Ist fee(n), so wird mit 


ö n öf 
(= g\yeeln). Ixrlw) ein) mit gla)= D #r[%) ı | (1) 
\&x/ et ex: 


das von a erzeugte Ideal in z{n) bezeichnet. Wir erinnern an die frühere Verein- 
0x7; 
barung, wonach wir nicht zwischen Keimen und ihren Repräsentanten unterschei- 
den. Die obige Darstellung für g(#) braucht also nur lokal in einer Umgebung von 
0 R. zu gelten. 

ef 2. 
Bemerkung 1. Für das Beispiel fix;. ®. „J=ri+z} aus Bemerkung 34.1.2/3 ist \— = (#4, #3). 

\oa 


Satz. fEmt n) ist genau dann endlich-determiniert, wenn es eine natürliche Zahl I mit 


in) (Z &\ 


Er ) gibt. 


Bemerkung 2. Der Satz ist nicht trivial. Daß aber derartige Inklusionen eine Rolle spielen 
könnten, sieht man wie folgt. Entwickelt man g£m(r) bei 0 in eine Taylorreihe, so werden 
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durch Def. 34.1.2(b) die Anfänge der Taylorreihen von f und g verglichen, während der Rest 
der Taylorreihe für g, der zu m&(n) gehört, nach dem Satz durch f eingefangen wird. 


Bemerkung 8. Den Satz erhält man aus folgenden zwei Teilaussagen, die zugleich Präzisierun- 


gen sind. (a) f ist k-determiniert, falls m! +Un) CmXn) \\ ( = au ' gilt. (b) Ist f k-determiniert, so gilt 


mE +1(n) cm r (2. Hierbei u m(n) ( = ) die ER der Produkte aus Elementen von 
© \ö/ 


m(n) und (& } , analog m?{n) En 


Definition. Ist fEm?(n), so ist cod f (Kodimension von f) die Minimalzahl von Keimen 
gem(n) mitli=1,...,N, so daß jeder Keim gem(n) als 


7 


a ‚ Arreell, arlx)Celn), (2) 

0X 

dargestellt werden kann. Ist N =cod f, so heißt q,, - . - , 9x Basis von m(n) bezüglich 
of\ 

(a) 

Bemerkung 4. In formaler Schreibweise ist also cod f= dimnmin) / (z L) ‚undgı....,gy mit 


(& 


N n 
g= Zaygı+  &(®) 
i1 k=1 


N =cod f ist eine Basis von “R . Zu beachten ist. daß a; in (2) reelle Zahlen sind. 


Bemerkung 5. In der Definition haben wir stillschweigend angenommen, daß es eine natürliche 
Er 
Zahl N mit den genannten Eigenschaften gibt. Ist m(n) (2) ‚so setzen wir cod f=0. Gibt 


es keine Zahl N=0, 1,2,... im Sinne der Definition, so sei cod f==. 


Bemerkung 6. Für n=2 ist cod («?y)= =, also dim 7,m(2)/{zy, x?) = =, da die Keime y, y’, w°,..» 
nicht durch endlich viele Adjunktionen passender Keime g; eingefangen werden Können, Für 
n=2 ist cod (z°+-y?)=3, also dimp,m({2)/(x?, y2)=3, wobei z, y, xy eine Basis ist. 


34.2. Stabilität 


34.2.1. Definitionen 


Definition. (a) Globaler Difjeomorphismus im R,. Eine eineindeutige C=-Abbildung 
h(z) von R„ auf R, heißt Dijfeomorphismus. 

(b) Lokaler Diffeomorphismus im R,. Eine C=-Abbildung h(x) von R, in R, heißt 
lokaler Diffeomorphismus bei x"€ R,, falls eine Umgebung von x" eineindeutig auf eine 
Umgebung von h(x0) € R„ abgebildet wird. 

(e) Diffeomorphismus auf Mannigfaltigkeiten. Eine homöomorphe Abbildung h 
einer (n-dim. orientierbaren) Ü”- Mannigfaltigkeit M auf sich heißt Difjeomorpkhis- 
maus, falls h(x) in jeder lokalen Karte eine C*-Abbildung zst. 


Bemerkung 1. Die Bezeichnung „Abbildung von AR, auf R„“ bedeutet, daß jeder Punkt des Ra 
Bildpunkt ist (der Wertevorrat einer solchen Abbildung ist also ganz .R„). Ist dies nicht gesi- 
chert, so sprechen wir von einer „Abbildung von Rn in Ray“. Mit C*- Abbildung meinen wir eine 
Abbildung h(z)=(hylk), . . ., An(&)), deren sämtliche Komponenten beliebig oft differenzierbar 
sind. Teil (b) besagt, daß olx) =h(x +29) —h(z0) Ee(n, n) eine Abbildung mit den Eigenschaften 
aus Def. 34.1.2 ist. Mannigfaltigkeiten M sowie homöomorphe und diffeomorphe Abbildungen 
auf ihnen wurden in 29.1.2. erklärt. 
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Bemerkung 2. Ist f(x)= (f(x), . - -, fi()) eine Abbildung von R, in R;, so setzen wir in Zukunft 
I 
| = 2 Ifx(®)| und (Def)(&)=(Defi(&), . . ., Defıl)). 


Definition 2. (a) Eine CO=- Abbildung f(x) von R, in R; heißt stabil, falls es eine posi- 
tive Zahl e und eine natürliche Zahl k gibt, so daß es für jede C*- Abbildung g(x) von R, 
in R; mü 

sup & |D*f(@)- D’g(a)l<e 

zeR, lel=k 
einen Diffeomorphismus h, in BR, und einen Diffeomorphismus hy in Rı gibt, für welche 
das Diagramm 


ur R, 
hy Ye (1) 
Rn-Rı 


kommutativ ist. 

(b) Eine C»-Abbildung fx) von R, in Ry heißt stabil im Punkt xU€ R,, falls eine 
positive Zahl r, existiert, so daß es für jede Kugel K,- {x | |e— x" <r} mit O<r=<r, 
eine positive Zahl e=e(r) und eine natürliche Zahl k=k{r) mit folgender Eigenschaft 
gibt: Für jede C>-Abbildung g(x) von R, in Rı mit 

sup D |Defla) — D’g(x)|<e 

zcK, lel=k 
gibl es einen lokalen Diffeomorphismus h, bei «€ I, und einen lokalen Diffeomorphis- 
mus hy bei f(x) € R,, so daß das Diagramm (1) lokal kommutativ ist. 


Bemerkung 3. Die Kommutativität von (1) bedeutet, daß für ze R,„ gilt g(hı(z))=hy(f(x)), 
was man auch als gOhy=A,O0f schreibt. Mit A, ist auch A,! ein Diffeomorphismus, so daß 
man (1) auch als g=%,0fOh,”! schreiben kann. Mit anderen Worten: g entsteht aus f durch 
Reparametrisierung (Einführung krummliniger Koordinaten) in R, und R;. 


Bemerkung 4, (b) ist die lokale Variante von (a). Die Kugelschar X, mit r >O ist notwendig, da 
man nur lokale Eigenschaften von f bei x? (bzw. von Vergleichsabbildungen g) benutzen möchte. 
Die lokale Variante des Diagramms (1) lautet wie folgt. Der lokale Diffeomorphismus k, bildet. 


Ca 


gihlieh, an 


eine Umgebung U von z' mit UCK,aufh,(U)CK,ab. fund g bilden U und A,(T) auf Mengen 
in R; ab. Schließlich wird f({U') durch As diffeomorph auf h,(f(U)) abgebildet, und es bestehen die 
angegebenen Relationen. g gewinnt man also lokal durch Reparametrisierung aus f. 


Bemerkung 5. Der obige Begriff der lokalen Stabilität ist einerseits naheliegend, andererseits 
aber auch relativ allgemein. Wir werden verschiedene Spezialisierungen betrachten. Ein Spe- 
zialfall ist Def. 34.1.2(a). Dort ist /=1, h,(2)=g(x) mit p(0)=0, hy ist die Identität. 


Bemerkung 6. In naheliegender Weise kann man die Stabilität von C=-Abbildungen zwischen 
Mannigfaltigkeiten definieren. 
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... 


Bemerkung 7. Reguläre Abbildungen, die stabil sind, betrachten wir im nächsten Abschnitt. 
Wir beschränken uns deshalb im Moment auf einige singuläre Abbildungen, die später eine 
wesentliche Rolle spielen werden. (Die Begriffe „regulär“ und „singulär" werden später er- 
klärt.) (a) f{@)=? ist eine stabile Abbildung von R, in R, (bier ist »=!=1). (b) (Die Whitney- 
sche Schnabelspitze). 


ur, y)=ay-ar, va y)=y. (2) 
ist eine stabile Abbildung von Rs in Rs (hier ist n=1=2). (e) f(x) =x* ist keine stabile Abbil- 
dung von R, in R; (hier ist n=1=1). f(x) ist auch nicht lokal stabil bei «"=0. Aus der Annahme 


der lokalen Stabilität bei 0 würde die Existenz zweier lokaler Diffeomorphismen A, und h, mit 
goh=h,of für ga) =x’+ex folgen. Die Kettenregel zeigt dann, daß (kaOf)’ in einer Umge- 
bung von 0 genau eine Nullstelle, aber (7 ©A,)’ mit e<0 zwei Nullstellen hat. Das ist ein Wider- 
spruch. 


34.2.2. Immersionen und Submersionen 


Ist f(x) = (Jil®). - . ., Jr(@)) eine C=-Abbildung von R, in Rı, so sei 
N: A öfi 
ex, [ao 
(IN ()= : : 3) 
Da 
ee, ex 


die zugehörige Jacobische Matrix. Ist n- I und det (Jf) (2°) +0, so folgt aus Satz 8.2.2/1, daß 
fix) ein lokaler Diffeomorphismus bei x* ist. Damit ist zumindest plausibel, daß der Rang von 
‚Jf bei der Untersuchung lokaler Abbildungseigenschaften von wesentlichen Tnteresse ist. 


Definition. (a) aVE A, heißt regulärer Punkt von f, falls (Fj)(a") maximalen Rang hat, 
also Bang (Sf) (x) = min (nr. T) gilt. 

(b) f heißt Immersion, fallsn =1 gilt und f in jedem Punkt x& R, regulär ist. 

(e) f heißt Submersion, falls n=I gilt und f in jedem Punkt ze R, regulär ist. 


Bemerkung 1. Die Definition ist lokaler Natur. Mit Hilfe lokaler Karten kann man sie sofort auf 
Abbildungen zwischen Mannigfaltigkeiten im Sinne von Def. 29.1.2 ausdehnen. 


> 


|‘ 


TOR 


Bemerkung 2. Eine geschlossene glatte doppelpunktfreie Kurve kann man immers auf sehr 
komplizierte Gebilde in der Ebene abbilden (hier ist n=1 und /=2 im Sinne der obigen Defi- 
nition und Bemerkung 1). Dagegen kann man eine solche Kurve nicht immers auf den R, ab- 
bilden. Die globalen Eigenschaften von Immersionen können sehr kompliziert sein. Die Defini- 
tion (und ihre Ausdehnung auf Mannigfaltigkeiten) regelt die Regularität nur lokal. 


Satz 1. Ist x" einrequlärer Punkt von f im Sinne der obigen Definition, so ist f im 
Punkte x) im Sinne von Def. 34.2.1(b) stabil. 


Bemerkung 3. Für n=1 folgt dies wieder leicht aus dem Satz 8.2.2/1. 


Bemerkung 4. Die Umkehrung des Satzes ist nicht richtig, wie die Beispiele aus Bemerkung 
34.2.1/7 zeigen. 
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Bemerkung 5. Man kann den Satz wesentlich verschärfen. Ist x" ein regulärer Punkt von f und 
ist n=I, so gibt es einen lokalen Diffeomorphismus g bei f(x") € R,. so daß in einer Umgebung 
U von «" 


WONK)=( -- Am 0,...,0), zEU, () 


gilt (lokale Normalform für Immersionen). Ist x" ein regulärer Punkt von / und ist » =1, so gibt 
es einen lokalen Diffeomorphismus 4 bei "€ R,,, so daß in einer Umgebung U von «" 


(Jchle)=lan-ız1;--. 2) für zeU (2) 


gilt (lokale Normalform für Submersionen). Der Satz ist eime einfache Folgerung aus (1) und 


(2). 


Der Raum C'*(R,. Ay): Wie in 34.1.1. besteht U(R,, R)) aus allen beliebig oft 
differenzierbaren Abbildungen von A, in Kr Elemente aus O*(R,. Rı) werden 
punktweise addiert und mit reellen Zahlen multipliziert. Man erhält dann einen 
linearen Raum. C'*(R,. /%) wird ein Hausdorffraum im Sinne von 29.1.1., wenn man 
als offene Mengen beliebige Vereinigungen von 

{iglsup 3 |Defe)— D’gla)|=e) (3) 

x£R, lai=k 

wählt. Hierbei ist e=0, fEeC(Ru. RB). gEC"(R.. Br) und k=0,1,2,... (siehe 
Bemerkung 34.2.1/2). Derartige Räume nennt man auch lokal-konvex. Wenn wir in 
Zukunft von dichten Mengen in C'=(R,. R}) sprechen, so ist dies stets in Sinne der 
obigen Topologie gemeint. Sind N und L zwei beliebige Mannigfaltigkeiten der 
Dimensionen rn und , so kann man ganz analog Ü*(N, L) definieren und in einen 
Hausdorffraun. verwandeln. 


Satz 2. Ist l=2n, so ist die Gesamtheit der Immersionen von BR, in R, dieht in 
CR Rı). 


Bemerkung 6. Der Satz bleibt richtig, wenn man A, durch eine beliebige »-dimensionale und 
Rı durch eine beliebige !-dimensionale Mannigfaltigkeit ersetzt. In jedem Fall bilden die Immer- 
sionen eine offene Menge. 


Bemerkung?. Die Einschränkung /=-2» ist störend. Wir behandeln später Dichtheitsfragen 
für zwei Fälle, die nicht im obigen Satz enthalten sind: (a) !=1, rn beliebig (Morse-'Theorie), 
(b)n=1=2 (Whitneysche Theorie). Es zeigt sich dann, daß man in diesen Fällen dichte Men- 
gen in O=(R,, Rı) nur dann konstruieren kann, wenn man auch spezielle singuläre Abbildungen 
zuläßt. 


34.2.3. Globale Sätze 


Die Begriffe stabil‘ und ‚‚generisch‘“ sind fundamental für die Singularitäten- 
theorie. Lokale und globale Stabilität hatten wir in den vorhergehenden Abschnit- 
ten ausführlich behandelt. Der Begriff ..generisch‘ ist nicht so scharf umrissen. Wir 
verwenden ihn hier im folgenden Sinn: Gesucht sind Mengen in C=(R,. Ar) (oder 
allgemeiner in C=(N, L). wobei N eine n-dimensionale und L eine /-dimensionale 
Mannigfaltigkeit im Sinne von Def. 29.1.2 ist) mit zwei Eigenschaften: 1. Diese 
Mengen sollen dicht in O=(R,„. Ry) (oder CN, L)) sein. 2. Die Elemente dieser 
Mengen sollen möglichst viele gute Eigenschaften besitzen. Der Sinn ist klar: Man 
möchte nicht mit pathologischen Phänomenen isolierter Abbildungen kämpfen, 
wenn in beliebiger Nähe (bezüglich der Topologie von C'*(R,. I) bzw. O“(N, L)) 
Abbildungen mit wesentlich besseren Eigenschaften liegen. Für die Anwendungen 
der Singularitätentheorie auf Probleme der Physik und Biologie ist dieser Stand- 
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punkt vernünftig. Die beiden Sätze aus 34.2.2. zeigen, daß lokal-stabile Abbildun- 
gen generisch sind, sofern !=2n gilt. Wünschenswert wären analoge Aussagen für 
globale Stabilität bzw. Kriterien für globale Stabilität. Daß global die Verhält- 


nisse sehr kompliziert sein können, zeigt folgendes Beispiel. Es sei n=1 und /=2 
im obigen Sinne. Eine geschlossene doppelpunktfreie C”-Kurve N kann man auf 
die angegebene Weise durch / immers in L= Ry abbilden. Geringfügige Abänderun- 
gen g von f (im Sinne von C*(N, L)) können zu qualitativ neuen Situationen führen. 
Die Bilder zeigen, daß / wohl lokal, aber nicht global stabil ist, da Doppelpunkte, 
Berührungspunkte usw. invariant gegenüber diffeomorphen Abbildungen sind. Man 
wird nach eineindeutigen Immersionen fragen und sich erkundigen, ob sie generisch 
und global stabil sind. 


Satz. N sei eine n-dimensionale und L eine I-dimensionale Mannigfaltigkeit. Ferner 
salzen. 

(a) Ist N kompakt, so ist jede eineindeutige Immersion global stabil, 

(b) Zst N kompakt und ist I=2n +1, so ist [EC(N, L) genau dann global stabil, 
wenn f eine eineindeutige Immersion ist. 

(e) Ist l=2n+1, so ist die Gesamtheit der eineindeutigen Immersionen von N in L 
dicht in C={N, L). 


Bemerkung 1, Wir werden uns vorwiegend mit lokalen Eigenschaften beschäftigen. Globale 
Aussagen, wie der obige Satz, spielen in Zukunft nur eine untergeordnete Rolle. 


Bemerkung 2, Im Teil (ce) wird nicht verlangt, daß N kompakt ist. Insbesondere kann also 
N=R,„und ZL=R; sein. Ist aber zusätzlich N kompakt, so bilden die eineindeutigen Immer- 
sionen eine offene Menge in C=(N, L). 


34.3.  Singularitäten und Morse-Funktionen 


34.3.1. Singularitäten 


In Def. 34.2.2(a) haben wir festgelegt, wann ac R, ein regulärer Punkt von 
fEeOER,. I) ist. fund Jf haben die gleiche Bedeutung wie dort. 


Definition 1. «ER, heißt singulärer Punkt von FEC*(R,. Rı). falls der Rang von 
(JfMa®) nicht maximal ist, also Rang (Jf}(x') = minin, I) gilt. 


Bemerkung 1, Die Definition kann man sofort auf FEC(N, L) übertragen, wobei N eine n- 
dimensionale und Z eine {-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit ist. 


Bemerkung 2, Ist fel*(R,, Rı) eine Funktion (also Z=1 in der obigen Definition), so ist 


BREN a pie . 
x"E R„ genau dann ein singulärer Punkt von f(x), wenn Br (2) =0 für k=1,..., n gilt. 
X; 
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Bemerkung 3. Für die Beispiele f{x}=x? und f(x) =x” aus Bemerkung 34.2.1/7 ist x=0 singu- 
lärer Punkt (hier ist n„=!=1). Für das Beispiel (34.2.1/2) (hier ist n„=!=2) gilt 
312? : 
(IN) = (fr i ). 


Ein Punkt (x, y)€ Rs ist somit genau dann singulär, wenn er auf der Parabel y=32? liegt. 


Definition 2. Zsi feC(R,, Rı) (elsol=1 im Sinne von Def. 1), so heißt x" € R, nicht- 
öf 


entarteter kritischer Punkt von f, falls x" ein singulärer Punkt ist ("iso dr («)=0 
52 \R + 
für =; 4; ") und det (Z - (I) E0 gilt. 
CRLOKU kl=1 


a2 n 
Bemerkung 4. | - ri heißt auch die Hessesche Matrix. 
Exr£IR Rt =1 


Bemerkung 5. Für f(x) =x? ist 2=0 ein nicht-entarteter kritischer Punkt. Für f(x) =x? ist «=0 
ein „entarteter“ kritischer Punkt (hier ist r=1). 


34.3.2. Morse-Funktionen 


Definition. /EO=(R,, Rı) heißt Morse-Funktion, falls jeder Punkt x R, entweder ein 
regulärer Punkt oder ein nicht-entarleter kritischer Punkt von f ist. 


Bemerkung 1. f{x2)=x und f(x)=x? sind Morse-Funktionen, nicht aber f(®) =x° (hier ist n=1). 


Satz. (a) Die Morse-Funktionen sind dicht in C*(R,., Rı). 
(b) Eine Morse-Funktion ist in jedem Punkt we R, stabil. 


Bemerkung 2. Dichtheit in C'=(R,. R,) ist im Sinne der Topologie aus 34.2.2. zu verstehen. 
Lokale Stabilität wurde in Def. 34.2.1/2(b) erklärt. Für reguläre Punkte ist Teil (b) bereits 
bekannt, siehe Satz 34.2.2/1. 


Bemerkung 3. Die Eigenschaft Morse-Funktion zu sein, ist in C=(R,„, R,) generisch (im Sinne 
der Sprachregelung in 34.2.3.). Im Gegensatz zu Satz 34.2.2/2 (im Falll=2n sind Abbildungen 
generisch, die nur aus regulären Punkten bestehen) muß man jetzt neben regulären Punkten 
auch gewisse singuläre Punkte zulassen, um Funktionen mit generischen Eigenschaften zu 
bekommen. Es ist klar, daß man versuchen wird, diese Singularitäten so harmlos wie irgend 


möglich zu halten. Das führt zum Begriff des nicht-entarteten kritischen Punktes aus Def. 
34.3.1/2. 


Bemerkung 4 (Normalformen). Ist x"€ R, ein regulärer Punkt von fEC=(R,, R,), so kann man 
nach Bemerkung 34.2.2/5 in einer Umgebung von «° die Normalgestalt (Joh) (x) ==, erreichen, 
wobei A ein lokaler Diffeomorphismus ist. Ist @DE.R,, ein nicht-entarteter kritischer Punkt von 
JeC*(Ra, R,), so kann man in einer Umgebung von x" die Normalgestalt (fOh)(&@)=27-...+ 
2—r5.1—...—22 erreichen, wobei k eine passende Zahl mit k=0,...,n ind % ein lokaler 
Diffeomorphismus ist. 


Bemerkung 5 (Globule Fassung des Satzes). FEC(R,, Rı) ist genau dann global stabil, wenn f 
eine Morse-Funktion ist und die Funktionswerte an den singulären Stellen paarweise ver- 
schieden sind (es soll also f{z!)=f{x?) gelten, falls «! und x? singuläre Punkte von f mit «!=#x? 
sind). Da wir uns später vorwiegend für lokale Effekte interessieren, haben wir diese interes- 
sante Aussage nur als Bemerkung formuliert. 
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34.4. Abbildungen in der Ebene 
34.4.1. Gute und exzellente Abbildungen 


Wir beschäftigen uns mit Abbildungen f£C*(Rs. Rs) der Ebene in sich. Dabei 
schreiben wir /=(w(x. y). v(x, y)). Es sei 


cu cu 
; er ey . eur 6u iv 
(de = E det (My) —— - ——, 
er ev erey cyox 


die Jacobische Matrix aus 34.2.2. bzw. die Funktionaldeterminante. 
Definition 1. /CC*(Rs. Rs) heipt qute Abbildung, falls 

© 
ex 


det (JM, + det (Jf\la. u) + In det (Je. 1-0 
| | ? 


in jedem Punkt (x. y)E Ro gilt. 


Lemma. Is! f eine gute Abbildwig. so besteht die Menge der singulären Punkte aus 
C*-Kurven in Rs, die sich paarweise nicht schneiden. 


Bemerkung 1, Nach Def. 34.3.1/1 ist (2, y) © R, genau dann ein singulärer Punkt von f£('=(Rs, R,), 
falls det (fa, y)=0 gilt. yi)= Gl). yalt)) sei eine glatte Parametrisierung einer (”-Kurve 
singulärer Punkte von f. 


Definition 2. (a) f ser eine gute Abbildung und yit) sei eine Kurve singulärer Punkte. 
p=yli) heißt Faltyunkt (fold point), falls 


da 
er Klo): Yalto)) =0 


st. p=y(t,) heißt Spitzenpunkt (eusp point), falls 


I 


d, \ 
— Krılto): Yalt))=0 und 


FF: Krılto) yalto)) #0 


ME . 
dt? 
ist. 

(b) Eine Abbildung FCO=(Rs. Rs) heißt exzellent. falls f eine qulte Abbildung ist und 
ihre singulären Punkte entweder Faltpunkte oder Spitzenpunkte sind. 
Bemerkung 2. Mit 0 ist stets Oe R, gemeint. Man prüft leicht nach, daß die Definition der 
Faltpunkte und Spitzenpunkte von der Art der Parametrisierung der Kurve y(f) unabhängig 
ist. 


Bemerkung 3. Spitzenpunkte sind stets isolierte Punkte. Ist p ein Spitzenpunkt auf it), so 
bestelfen die angrenzenden Kurvenbögen von y{f) in einer Umgebung von p nur aus Falt- 


punkten. 


yit) 
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34.4.2. Normalformen von Faltpunkten und Spitzenpunkten 


Satz. Ist [= (ur, y). vla, y)) eine ewzellente Abbildung. so lassen sich lokal durch 
Reparametrisierung folgende Normalformen erreichen: 

(a) u=r, v=y, wobei (0, 0) ein requlärer Punkt ist. 

(b) u=x?. v=y, wober (0, 0) ein Faltpunkt ist. 

(e)u= -ay+a", v=y. wobei (0.0) ein Spitzenpunkt ist. 


Bemerkung 1. Mit Reparametrisierung ist hierbei die lokale Variante von (34.2.1/1) gemeint, 
wobei A, und hy lokale Diffeomorphismen der x, y-Ebene und der w, v-Ebene sind. Der zu unter- 
suchende Punkt wird hierbei auf (0, 0) abgebildet. 


Falte: Der Satz legt nahe, die Abbildungen in (b) und (ce) auch global zu untersu- 
chen. Die Abbildung /= (x. v) mit v=.r? und #= heißt die Falte. Es ist 


2: 0 ‚ © . 
(Je, y)= 0 ı): det (Sfr. M)=2r. 7, Iet IN y)=2. 


f ist eine exzellente Abbildung. Die Punkte (x. y)& Rs mit x=+0 sind regulär. Die 
Punkte (0, ) sind singulär, es handelt sich um Faltpunkte. / faltet die «.y-Ebene 
und bildet sie auf die Halbebene {u=0, v! ah. 


Spitze (Whitneysche Schnabelspitze aus Bemerkung 34.2.1/7, eusp): Die Abbildung 
f=(u, v) mit v= —ay-+." und r=y heißt die Spitze. Es ist 


— y+3a? 


(Je, n=( 0 ") . det (Mae Wer, 


[2 € 

— det (fl, )=6r, — det Ja, )—--1. 

2, det (IDEr 9) det (ht u 
fist eine exzellente Abbildung. Die singulären Punkte liegen auf der Parabel y=3.r2, 
die durch y(t) = (f, 31?) parametrisiert werden kann. Dann ist f{y(N)) = (— 28°. 38?) so- 
wie 


d d? 
— rd) = (—6t?, 61) —— Hylt))=(-12t, 6). 
a rw) =(-6t2, 6) und u Arld)=(- 128, 6) 


Die Punkte mit #0 sind somit Faltpunkte, und der Punkt mit 10 (also (0, 0)) ist 
ein (isolierter) Spitzenpunkt. Die Abbildung wird an der Parabel y=3r? gefaltet. 
Das Bild dieser Parabel ist die semi-kubische Parabel (oder Neilsche Parabel oder 


’ 


v33 


Schnabelspitze) «= = 


34.4.3. Die Whitneysche Theorie 


Satz. (a) Die Abbildung FEO(Rs, Ro) Vst genau dann in jedem Punkt (x, y)E Rs 
stabil, wenn f exzellent ist. 
(b) Die exzellenten Abbildungen sind dicht in C=URs. Rs). 


Bemerkung 1. Die Dichtheit in C=(&Rs, Rs) ist im Sinne der Topologie aus 34.2.2. zu verstehen. 
Lokale Stabilität wurde in Def. 34.2.1/2(b) erklärt. Man vergleiche den obigen Satz mit den 
Betrachtungen in 34.3.2. und Satz 34.2.2/2. Exzellent zu sein ist eine generische Eigenschaft 
von Abbildungen der Ebene in sich. 
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Bemerkung 2 (Globale Fassung des Satzes). fEC*(Rs, Rs) ist genau dann global stabil, wenn f 
exzellent ist und folgende zusätzliche Eigenschaft gilt: Die Bilder der C=-Kurven, die aus 
Faltpunkten bestehen, schneiden sich höchstens paarweise und nicht unter Nullwinkeln, Ferner 
sind die Menge der Bilder der Faltpunkte und die Menge der Bilder der Spitzenpunkte disjunkt. 


34,5.  Entfaltungen 
34.5.1. Definition 


Neben „stabil“ und ‚‚generisch“ ist der Begriff der Entfaltung (unfolding) der dritte 
fundamentale Begriff der Singularitätentheorie und Katastrophentheorie. 


Definition. Ist fEm({n), so heißt FEm (nr) Entfaltung von f, falls F(x, 0)=f(x) für 
ve R, und VER, gilt. r heißt Kodimension der Entjaltung. 


Bemerkung 1. m{n) und m{n-+r) haben die Bedeutung aus Def. 34.1.1/2. Damit ist auch klar, 
daß alle Betrachtungen lokal sind und sich auf eine Umgebung von (€ R.-, beziehen. Der 
Keim fiz) cm(n) mit ze R, wird also in A, +, fortgesetzt durch F(x, u) Em({n-+r) mitzc R, und 
#wE R,. In diesem Sinne ist auch F(x, 0)=f(x) zu verstehen. Es ist r=0,1,2,... Da die Kodi- 
mension r später eine große Rolle spielen wird, schreiben wir auch (F, r) statt F. Verwechslun- 
gen mit (x, u) sind nicht zu befürchten! 


Bemerkung 2 (Beispiele). 1. Ist f(x) m({n), so ist 
Fiz,u=fle) für zck, und uch, 
die konstante Entfaltung. 2. Ist f(x) Em({n), so ist 


£ 
FÜR) + I belz) ugs drcein), wlan ..uW), 
z=1 
eine Entfaltung #Cm (n-+r) von f. 


Bemerkung 3. Der Sinn dieses Begriffs läßt sich wie folgt beschreiben. In der Katastrophen- 
theorie werden physikalische oder biologische Vorgänge, die unstetig sind, durch Keime 
fem{n) beschrieben, die instabil sind: Minimale O*-Störungen ändern die topologische Struktur 
der Keime wesentlich (der ungestörte und der gestörte Keim können nicht mehr durch Repara- 
metrisierung ineinander überführt werden). Man versucht, diesen isolierten Katastrophen- 
vorgang in ein r-parametriges Geschehen einzubetten, das durch ein „strukturell stabiles 
Potential“ F(x, %) beschrieben wird. Katastrophen treten dann an isolierten Punkten des 
ansonsten strukturell stabilen Geschehens auf. Passiert eme Katastrophe an einem bestimmten 
Ort des R, und zu einem bestimmten Zeitpunkt, so kann man das Geschehen in eine vierdimen- 
sionale Raum-Zeit einbetten, r=4. Alle Betrachtungen sind lokal. 


34.5.2. Assoziierte und äquivalente Entfaltungen 


Das Ziel ist, minimale stabile Entfaltungen eines gegebenen Keims /£m(n) zu 
finden. Hierzu sind einige neue Begriffe notwendig. Zwei Keime [£m(n) und ge m(n) 
wird man nicht wesentlich unterscheiden, wenn sie im Sinne von Def. 34.1.2(a) 
äquivalent sind. 


Definition. (F, r) sei eine Entfaltung von [Em(n), und (@, s) sei eine Entfaltung von 
gem(n). 
(a) (G, s) heißt zu (F, r) assoziiert, falls es Keime 


Beein+s,n+r) mit B(O)=0, weels,r) mit wO)=0, 
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und x€&m(s) mit folgenden zwei Eigenschaften gibt: 
1. Dix, u)=(y(x, u), ylu)); ze Rn, uER, Yin, u)E Ru, ylu)€ R,; 
2. G(&, u) = F(y(x, u), ylu)) + (u). 

(b) (G, s) und (F, r) heißen äquivalent (oder isomorph), falls (G, s) zu (F, r) assoziiert 
ist, r=s güt, y(u) ein lokaler Diffeomorphismus in R, ist, und y(x, u) bei fixiertem u 
ein lokaler Diffeomorphismus in Ry ist. 

Bemerkung 1. Die Forderung 1 bedeutet, daß ®(x, #) eine fasertreue Abbildung ist. Die 
durch „u“ gekennzeichnete Faser R,„ wird in die durch „(u)“ gekennzeichnete Faser R,„ über- 
führt. Bei fixierter Faser « ist dann y(x, u)EC=(R,, R,). Die Forderung 2 heißt, daß @ auf F 
zurückführbar ist. Für «=0 erhält man 

92) =@(z, 0)=F(y(z, 0), 0)+0=f(yle)) - (A) 


Insbesondere ist also der Keim y auf den Keim / zurückführbar. 


Bemerkung 2. Im Fall (b) sagt (1), daß / und g im Sinne von Def. 34.1.2(a) äquivalent sind. 
Ferner kann man im Fall (b) leicht zeigen, daß die Definition symmetrisch bezüglich (G, s) und 
(F, r) ist. Das rechtfertigt die Bezeichnung. 


Bemerkung 3. Vergleicht man die Forderung 2 mit (1), so ist «(x)=0 wünschenswert. Der 
Unterschied ist jedoch gering und aus technischen Gründen erforderlich. Eine wesentlich 
allgemeinere Fassung ist dagegen 


Ge, u)=I[F(yiz, u), ylu)),w] mit Alt,w)Eall+s), Alt,0)=t, 


wie sie etwa in [42], 8. 33, betrachtet wird. 


34.5.3. Stabile und universelle Entfaltungen (Definition und Beispiele) 


Definition. (a) Kine Entfaltung (F, r) von fem(n) heißt stabile Entfaltung von f, falls 
jede Entfaltung (E, 5) von f zu (F, r) assoztiert ist. 

(b) Eine Entjaltung (F, r) von fEm(n) heißt universelle Entfaltung von f, Jalls (F, r) 
eine stabile Entfaltung von f ist und r minimal ist. 


Bemerkung 1. (F,r) heißt also stabile Entfaltung, falls jede andere Entfaltung (@, s) von f 
auf (F, r) zurückführbar ist. Insbesondere sind also kleine Störungen von (F, r), sofern sie wie- 
der Entfaltungen von f sind, auf (F, r) zurückführbar. 


Bemerkung 2 (Beispiele). 1. Ist fem(n) regulär, also [Ef m?{n)}, so ist (F', 0)=f die universelle 
Entfaltung von f (es gibt nichts zu entfalten). Das folgt aus Bemerkung 34.1.2/2 (hier ist «(u) =0 
und y{u)=0 in Def. 34.5.2). Somit ist der Begriff der Entfaltung nur für singuläre Keime 
Se m{n) von Interesse. 2. Für f=x?€m*(l) ist wie im ersten Beispiel r=0 die Kodimension der 
universellen Entfaltung. Das folgt im wesentlichen aus Satz 34.3.2 und Bemerkung 34.3.2/4, 
da x? eine Morse-Funktion ist. 3. Nach Bemerkung 34.2.1/7 ist f{xe)=x*cm*(1) nicht stabil. 
Man kann somit nicht erwarten, daß »=0 die Kodimension einer universellen Entfaltung ist. 
Es zeigt sich, daß F(x, u) =x"—xu eine universelle Entfaltung von f(e) =" ist (r=1 ist somit 
die Kodimension einer universellen Entfaltung). Das folgt im wesentlichen aus Satz 34.4.3, 
da F(x, u) der Whitneyschen Schnabelspitze entspricht, die eine exzellente Abbildung in der 
Ebene ist. 
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34.5.4. Stabile und universelle Entlaltungen (Kriterien) 


Ist Fix, uJ)em(n+r) mit ze, und u=l(u..... u,)€ R, eine Entfaltung von 
fx)Em({n), so setzen wir 


E = eF 
Vz=iay+ Z a, — (a, 0), a; reellt<e(n). 
k-1 (CUur 
Satz 1. (a) /Em?(n) besitzt genau dann eine stabile Entfaltung, wenn fendlich-deler- 
mintert ist. 
(b) Die Entfaltung (F, r) von fem?(n) ist genau dann stabil, wenn 


[ö 5 
ein)=i— )+VFr (1) 
\cu/ 
gilt. 
JEer‘ 
Bemerkung 1. Endlich-determinierte Keime wurden in 34.1.2. betrachtet. ‘ = ' wurde in 34.1.3. 
2 [7 
definiert. (1) besagt, daß man versuchen muß, N durch Adjunktion endlich vieler Keime 
ex 
zu e{r) zu erweitern. 


Satz 2. Ist FC m?{n) endlich-determiniert, so ist cod f aus Def. 34.1.3 die Kodimension 
einer universellen Entfaltung von f. 


Bemerkung 2. Ist 9... ., 9, mit r=cod f eine Basis von nn) } 


rap 


( ’im Sinne von Def. 34.1.3, 


so ist 


Fi, u)=f(@2)+ 3 wgrla) mit zeR„ und u=(u,...W)ER, 


eine universelle Entfaltung des endlich-determinierten Keims fE mn). Das folgt aus Satz 1. 


Bemerkung 3. In Übereinstimmung mit den Beispielen aus Bemerkung 34.5.3/2 ist cod x2?=0 
und cod #°=1 (hierbei ist „=1). 


34.5.5. Reduktion von Entfaltungen 


Es sei @(x. u) eine Entfaltung von ylx)£m(n), wobei ve R, gilt. In den späteren 
Anwendungen ist A, der Kontrollraum mit « als Kontrollparameter und A, der 
Phasenraum mit . als Phasen- oder Zustandsparameter. @(x. w) ist dann ein Poten- 
tial. das das Geschehen beschreibt. Von Interesse sind die lokalen relativen Minima 
von G(x, u) bei fixiertem u (die zugehörigen x-Werte beschreiben die möglichen 
Zustände). Für #—0 strebt das System einer Katastrophe entgegen. Gesucht sind 
also x-Werte mit 

we (2;%)=--: Br, (x.u)=0, uceR, fest, (1) 
öx, Oxy 
wobei alle Betrachtungen auf eine Umgebung von 0€ R,+, beschränkt sind. Von 
wirklichem Interesse sind nur die Minima von @(x, u), so daß Prozeduren, die die 
topologische Struktur der Gesamtheit dieser Minima nicht ändern, zulässig sind. 
Es sei 


ha, y)=yl@a)+ I yacmin+gq). (2) 


k 


DAS 


EEE 
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Mit ze RR. y&R, uceR, und ve, ist dann 
P q 
6x, y. u, r)=Gl@,u)+ D y (3) 


eine Entfaltung von A der Kodimension r+s, wobei wir es bezüglich v< R, mit der 
konstanten Entfaltung im Sinne von Bemerkung 34.5.1/2 zu tun haben. (vw, v»)< R,z; 
sind jetzt die Kontrollparameter. Die Minima von @aus (3) bei fixiertem (u, v)€ R,x; 
sind mit den Minima von @ identisch, sofern 9, =...=1,=0 ist. 


Definition. (@, 7) sei eine Entfaltung von gem(n), und (F, r+s) sei eine Entfaltung 
von fem(n+g). Hierbei ist g=0 und s=0. ‚ 

(a) F reduziert sich auf G. falls F ägquivalent zu G aus (3) ist (im Sinne einer (r +s)- 
Entjaltung). 

(b) @ heißt echte Reduktion von F, falls sich F auf G reduziert und g+s=0 gilt. 

(e) F heißt irreduzibel, falls F keine echten Reduktionen besitzt. 


Bemerkung. Ausgangspunkt sind der Keim f und seine Entfaltung F. Gefragt wird nach ein- 
fachen Prozeduren, die einerseits die Struktur der Gesamtheit der Minima nicht ändern, 
andererseits die Anzahl der Phasenparameter und die Anzahl der Entfaltungsparameter ver- 
kleinern. Man möchte also überflüssige Parameter loswerden, die das qualitative Bild der 
Gesamtheit der Minima nicht beeinflussen. Aus Bemerkung 34.5.2/2 folgt, daß im Fall (a) die 
Keime fund % aus (2) äquivalent sind (im Sinne von Def. 34.1.2(a)). Man versucht also / durch 
einen lokalen Diffeomorphismus auf die Form (2) zu bringen, wobei man dann anschließend 
die uninteressanten Parameter yı....,4g weglassen und sich auf g beschränken kann. Die 
zweite Prozedur besteht im Weglassen jener Entfaltungsparameter, in denen die Entfaltung 
konstant ist. 


34.5.6. Minima 


a 
Einfaches Minimum: Ist /Em:(n) äquivalent zu Qla)= D az im Sinne von Def. 
[zus 
34.1.2(a). so gilt nach Satz 34.1.1 


ai je 5, 
A, GERN You, fr N \ 
(2 Jal— mil, ...,! tmem{n). 
 \ow/ i 


Aus Satz 34.5.4/2 folgt dann. daß / seine eigene universelle Entfaltung ist (f ist eine 
Morse-Funktion. Def. 34.3.2). Ist (F, r) eine Entfaltung von 7. so sieht man leicht, 
daß (F, r) äquivalent zur r-dimensionalen konstanten Entfaltung von f ist. Man 
sagt in diesem Fall. daß F im Punkt 0 ein einfaches Minimum hat. 


Definition. (F, r) ser eine Entfaltung von fem(n). Dann hat F ein lokales Minimum 
bei OE Ru, falls es zu jeder Umgebung W von € R,., einen Punkt ur & R, gibt, so daß 
bei fi.xiertem uyy die Funktion F(x, u) ein lokales Minimum in W N {u = uyr} besitzt. 


N 
Bemerkung. Hat (F, r) ein einfaches Minimum (ist also fEm(n) äquivalent zu , «z), so hat F 
k=L 
ein lokales Minimum im Punkt 0. In diesem Fall kann man stets uy=0 wählen. Von Interesse 
sind aber gerade jene Fälle, in denen F(x, 0) kein Minimum im Punkt 0ER, besitzt, es aber in 
beliebiger ,u-Nachbarschaft von O€ R,.., Minima gibt. Ein typisches Beispiel ist 


fr)=aremil) und Fie,u)=@"+ur. 
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34.5.7. Der Satz von Thom 


Satz. Es sei jJEm?(n) ein endlich-determinierter Keim. (F, r) sei eine stabile Entfaltung 
son | mit der Kodimension r=4, die ein lokales Minimum bei 0 besitzt. Dann hat F 
entweder ein einfaches Minimum im Punkt O oder F reduziert sich auf eine der folgen- 


den 7 irreduziblen (kanonischen) Entfaltungen G, der Keime gz: 


Name Keim 9; Entfaltung G; ' Kodim. r 
Falte (fold) x’ | > + u 1 nz 
Spitze (cusp) u | ® ee 2 
Bebnslbenschugn | «5 5 -+ un +re? + we fl 3 
werinie ü Eu j 
Nabelpunkt ae I y>+ way — ur —ıy 3 

x3 ey BE | 2 


elliptischer Nabelpunkt 


Schmetterling 


a5 


4 
parabolischer Nabelpunkt | xy U 


rer) -ur-y 3 
I 


5 + ur? vn? + wr 4 


4 
| wy + Hat + wy2 un oy 4 


| | 


Bemerkung 1. Sämtliche im Satz verwendeten Begriffe wurden früher erklärt: Endlich-deter- 
minierte Keime in Def. 34.1.2, stabile Entfaltungen in Def. 34.5.3, lokales Minimum bei 0 und 
einfaches Minimum in 34.5.6, Reduktion von Entfaltungen in 34.5.5. Die drei Nabelpunkte 
hören auch auf folgende Spitznamen: Wellenkamm (hyp. Nabelpunkt), Haar (ellipt. Nabel- 
punkt) und Pilz (parab. Nabelpunkt). Die poetischen Namen werden klar, wenn wir später 
einige Bilder zeichnen. 


Bemerkung 2. Das ist die berühmte Thomsche Liste der sieben elementaren Katastrophen. 
Sie sind das Fundament der Katastrophentheorie. Daß @; universelle Entfaltung von g; ist, 
prüft man relativ leicht auf der Grundlage von 34.5.4. nach. Das Überraschende an dieser 
Liste ist ihre Endlichkeit und ihre Unabhängigkeit von der Anzahl » der Phasenparameter. 
Unter den Voraussetzungen des Satzes erweisen sich von den n Phasenparametern nur einer 
oder zwei als wesentlich (im Sinne der Reduktion aus 34.5.5.). Die naheliegende Vermutung, 
daß die Liste immer länger wird, wenn » wächst, ist also nicht richtig. 


Bemerkung 3. Die Voraussetzungen, daß (F, r) stabil ist und ein lokales Minimum bei 0 besitzt, 
sind natürlich. In den Anwendungen ist (F,r) ein „strukturell stabiles Potential“, und die 
stabilen Zustände des Systems werden durch die Minima des Potentials im Sinne von 34.5.6. 
beschrieben. Die Beschränkung aufr=4 ist in biologischen Anwendungen sinnvoll, da dort die 
Entfaltungsparameter (Kontrollparameter) mit einer Raum-Zeit identifiziert werden, während 
xEeR, etwa den biochemischen Zustand einer Zelle beschreibt. Aber auch r =4 ist von Inter- 
esse, insbesondere in physikalischen Anwendungen. Unklar ist im Moment, welche Rolle 
die Voraussetzung spielt, daß f endlich-determiniert ist. Wie wir später sehen werden, ist diese 
Forderung generischer Natur und sinnvoll für Anwendungen. 


Bemerkung 4. Läßt man andere Kodimensionen r zu, so ergibt sich folgendes Bild: 


Kodim. r der Entfaltung | 1 2 | 3 4 | 5 6 


| 
| 
Anzahl der Typen | 1 | 2 | 5 | 7 | 11 | oo 
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Hierbei ist das einfache Minimum nicht mitgerechnet. Die ersten Fälle entnimmt man dem 
obigen Satz. 


Bemerkung 5. Der erste Schritt beim Beweis des Satzes ist das sogenannte „splitting lemma“, 
eine Verfeinerung der Normalformen für Morse-Funktionen aus Bemerkung 34.3.2/4: Ist 0 ein 


sch s 02 R 
entarteter kritischer Punkt von f£m?(n), also ein singulärer Punkt mit der ( — F ) (0)=0, 
r orrdx E,I-1 
so ist f(x) äquivalent zu D gaftpl@rıı,..,2), wobei r=0,..,n-1 ist, 2=+1, 
yem’(n). k=1 


Bemerkung 6. Die Darstellung dieses Kapitels folgt [27]. Wir verweisen ferner auf [4, 42]. Voll- 
ständige Beweise des obigen Satzes findet man in [45, 51]. 


35. Katastrophen: Theorie und Anwendung 


35.1. Prinzipien und Modelle 
35.1.1. Allgemeine Prinzipien und Grundgedanken 


Eine ausführliche Betrachtung der Möglichkeiten der Katastrophentheorie findet 
man in dem berühmten Buch von R. Thom [42]. Die mathematische Grundlage ist 
die Singularitätentheorie aus Kap. 34, insbesondere Satz 34.5.7. Das Ziel der Kata- 
strophentheorie besteht in der mathematischen Beschreibung unstetiger Vorgänge 
(insbesondere in der Physik und der Biologie), wie z. B. der Übergang eines Gases 
in die flüssige Phase, die Knickung eines elastischen Stabes oder die Spezialisierung 
von Zellen in einem Gewebe. Die nachfolgenden heuristischen Betrachtungen ord- 
nen wir nach einigen markanten Stichpunkten. Das Ziel ist, plausibel zu machen, 
daß Satz 34.5.7 ein nützliches Instrument bei der Modellierung unstetiger Natur- 
vorgänge ist. 


Potential: Vorgegeben sei ein physikalisches, chemisches oder biologisches System, 
das von endlich vielen Kontrollparametern ve .R, (Kontrollraum) abhängt, z. B. ein 
thermodynamisches System (mit Temperatur und Druck als Kontrollparameter) 
oder eine lebende Zelle (mit Raum und Zeit als Kontrollparameter). Der Zustand 
des Systems sei durch r Zustandsparameter v& R, (Phasenraum) beschrieben, z. B. 
das Volumen eines thermodynamischen Systems oder der biochemische Zustand 
einer lebenden Zelle. Es wird vorausgesetzt, daß das System durch ein Potential 
F=F(x, u) beschrieben werden kann, das jedem (zulässigen) ve R, aus dem Kon- 
trollraum und jedem (zulässigen) Zustand € A, aus dem Phasenraum einen reellen 
Wert F(«, «) zuordnet. Bei gegebenem ucR, werden die möglichen stabilen Zu- 
stände durch die relativen Minima von F(x, «) bestimmt. Das ist eine wohlbekannte 
Prozedur, die analog zur klassischen Feldtheorie ist. Die Forderung, daß ein Poten- 
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tial existiert, bedeutet natürlich eine Einschränkung, die man teilweise lockern 
kann, wenn man die moderne qualitative Theorie der dynamischen Systeme be- 
nutzt, siehe z. B. [5. 19]. Ist v< R, fixiert, so erzeugt ein Potential F(x, u) ein soge- 
nanntes Gradientenfeld 


da; EF 


ET Fre N...) A=l,..., n. 


Man kann zumindest teilweise die nachfolgenden Betrachtungen tür Potentiale bzw. 
Gradientensysteme, auch für allgemeinere dynamische Systeme 


dr 


lud). al): Kel,r.:,9, 


durchführen, siehe [42]. Wir beschränken uns aber hier auf Potentiale, wo ein 
Rückgriff auf dynanusche Systeme nicht notwendig ist. 


Strukturelle Stabilität: Es ist vernünftig und plausibel zu fordern, daß kleine Stö- 
rungen des Potentials (x, «) eines re alen Systems den topologischen Charakter von 
F(x, u) nicht ändern. Insbesondere sollen kleine Änderungen des Potentials auch 
nur kleine Änderungen der möglichen stabilen Zustände des Systems (also der rela- 
tiven Minima von F(x, u) bei fixiertem ve R,) zur Folge haben. Diese (etwas un- 
scharfe) Forderung bezeichnet man als strukturelle Stabilität. Wird ein System von 
einem Potential beschrieben. das noch nicht explizit bekaunt ist. so kann man z.B. 
versuchen, F{x, «) experimentell zu bestimmen. Hierbei treten Meßfehler auf. 
Damit ist klar, daß minimale Änderungen von F(x, «) keinen wesentlichen Einfluß 
haben dürfen. 


Lokale Betrachtung: Die obigen Betrachtungen sind lokal, Fix, «) wird in der 
Umgebung eines gegebenen Punktes (x. %,)€ Pur, untersucht. Natürlich können 
wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit x,—0c R, und Su R, sowie F(0, 0)—0 
setzen. Aus der strukturellen Stabilität folgt. daß Fel'(R,„.;,) eine sinnvolle Forde- 
rung ist. Also ist Fem({n-+r) ein Keim im Sinne von Def. 34.1.12 2. Die Kontroll- 
parameter u RR, ändern sich stetig (was auch ein Auswahlkriterium für diese 
Parameter ist), während sich die Zustandsparameter x€ R,„ auch sprunghaft ändern 
können (Springen von einem relativen Minimum in ein anderes relative Minimum). 
Im nächsten Abschnitt beschreiben wir die Regeln dieses Springens noch genauer. 
Wir nehmen an, daß x=0c AR, und a=0eR, ein isolierter Punkt ist, in dem das 
System entartetes Verhalten zeigt, während es in jeder Umgebung W von O€ Ryz- 
relative Minima von F(x. «) im obigen Sinne gibt. Das legt folgende Interpretation 
nahe: F(x. w)=(F‘, r) ist die stabile Entfaltung (mit der Kodimension r) eines 
Keinis /Eon(r}, die ein lokales Minimum bei O€ R,+, im Sinne von Def. 34.5.6 hat. 
Damit hat ..stabil‘ einen scharfen mathematischen Sinn und wird dem obigen 
heuristischen Begriff der „strukturellen Stabilität‘ gerecht. Diese Auffassung der 
Stabilität ist der Situation sehr gut angepaßt, da nur solche Deformationen zuge- 
lassen sind, die die Kontrollparameter für sich und die Zustandsparameter für sich 
transformieren. 


Katastrophen: Das obige System läuft nach einem Prozeß ab: Jedem Kontrollpara- 
meter a wird ein Zustand (u) zugeordnet. Im nächsten Abschnitt sagen wir noch 
etwas zu dieser Zuordnung. Ein regulärer Punkt des Prozesses ist ein Parameter- 
wert z, im Kontrollraum, in dessen Umgebung sich x(z) stetig ändert, wenn sich 
stetig ändert. Ist dies nicht der Fall. so heißt v, Katastrophenpunkt. Damit eine 
Entfaltung von /£m(n) ein lokales Minimuni bei O besitzt, muß jen?(n) sein (siehe 
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Def. 34.1.1/2). Der Fall, daß F als Entfaltung von /€m?(n) ein einfaches Minimum 
im Punkt 0 im Sinne von 34.5.6. hat, ist ebenfalls uninteressant. Dann ist nämlich 
u=0 ein regulärer Punkt. 


Elementare Katastrophen: Setzt man jetzt zusätzlich voraus, daß /Em?(n) endlich- 
determiniert ist und daß r=4 gilt. so kann man Satz 34.5.7 anwenden (die Struk- 
tur der relativen Minima von F(x, «) bei festem # wird durch die Reduktion im 
Sinne von Satz 34.5.7 nicht geändert). Mit anderen Worten: Die allgemeinen 
Katastrophenphänomene können im Sinne von Satz 34.5.7 auf 7 Grundtypen 
reduziert werden, sofern /Em?({n) endlich-determiniert und r=4 ist. Störend ist im 
Moment die Forderung, daß / endlich-determiniert ist. Wir werden aber später in 
35.2.1. sehen, daß diese Einschränkung generischen Charakter hat und stets als er- 
füllt vorausgesetzt werden darf. Die topologische Situation von Katastrophenvor- 
gängen wird somit vollständig durch die Thomsche Liste beschrieben, sofern r=4 


ist. 


Globale Betrachtung: Alle bisherigen Betrachtungen sind lokaler Natur, d. h. in der 
Umgebung eines (x, v)-Punktes. Einen globalen Prozeß muß man in lokale Prozesse 
zerlegen: In der Umgebung von entarteten Punkten im »,a-Raum muß man die 
zugehörigen „Katastrophenpotentiale‘ finden (nach Reduktion sind dies Entfal- 
tungen im Sinne von Satz 34.5.7). Anschließend muß man die lokalen Katastrophen 
glatt (und physikalisch oder biologisch sinnvoll) vereinigen. Rezepte gibt es hierfür 
nicht. 


Zeichenerkennung: Vorgegeben sei ein Prozeß (.{). x). von den wir glauben (oder 
hoffen), daß er durch ein (noch unbekanntes) Potential F(x, «) im obigen Sinne 
beschrieben werden kann und daß r =4 bezüglich der Anzahl der Kontrollparameter 
uc R, gilt. Dann kann man experimentell versuchen, alle Katastrophenpunkte u zu 
ermitteln, also jene Punkte u, für die «{w) möglicherweise unstetig ist. In der Um- 
gebung eines Katastrophenpunktes darf man durch vielfache Wiederholung passen- 
der Experimente hoffen, daß alle möglichen stabilen Zustände auch tatsächlich an- 
genommen werden. Man kann jetzt die erhaltenen Daten mit den 7 elementaren 
Katastrophen aus Satz 34.5.7 vergleichen (wobei man Reduktionen, Diffeomor- 
phismen usw. ausschalten muß, was eine Aufgabe für eine Rechenmaschine ist). Man 
darf hoffen, auf diese Weise das Katastrophenpotential berechnen (erraten) und 
seinen Typ bestimmen zu können. 


’ 


Formalisierung. Ist (F, r)=F(x, u) eine stabile Entfaltung von fEm?(n), so setzen 


wir 
lör örF 
Zr= je: u)e Rus am © 1 ae (x. u=0| ’ (1) 
o2F \% ] 
Aa lin €Ey det (> ) x, u)=0r, 2 
z \r *° u 2 x7.0x, EINER. “ J ( ) 
Dy={ueR,| Ixe Rh, mit (e, w)E Apr}. (3) 


Die stabilen Zustände des Systems mit dem Potential #(x, «) sind eine Teilmenge 
von 7, nämlich die in (1) enthaltenen Minima. Ist (x, «) ein solches Minimum mit 


&F \” 
det [a - ) (,W)=D, 
OLEOLU Ki 


so liegt ein einfaches Minimum im Sinne von 34.5.6. vor (s. Bemerkung 34.3.2/4). 
Dann ist « kein Katastrophenpunkt (zumindest für die Verweilregel, die im näch- 
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sten Abschnitt betrachtet wird). Man muß sich hier etwas vorsichtig ausdrücken, da 
die Maxwellsche Konvention aus 35.1.2. nicht ganz in dieses Schema paßt. In jedem 
Fall ist aber klar, daß die Menge Dr bei der Untersuchung möglicher Katastrophen- 
punkte von besonderem Interesse ist. 


Bemerkung. Alle Betrachtungen sind lokal. Es ist aber vernünftig, die 7 elementaren Kata- 
strophen aus Satz 34.5.7 global zu untersuchen, 


35.1.2. Das lokale Regime 


Wie in 35.1.1. betrachten wir ein (physikalisches, chemisches oder biologisches) 
System, das ein Potential F(x, «)Em({n+r) mit den Kontrollparametern ve R, und 
den Zustandsparametern x€ R,„ besitzt. Wie gesagt wurde, wird ein Prozeß dieses 
Systems durch (x({w), u) beschrieben. Zur Untersuchung der möglichen Katastro- 
phenphänomene können wir uns auf die Thomsche Liste aus 34.5.7. beschränken. 


4) 


tina A, ar-Zuntv=e} 
4, "ix anle2,112x?-2u =0} 
D- =tlaw)eR, 127v2=8 Pa 


Beispiel (Die Spitze). Es sei f(x) =x+€m?(1), Fix, u, v»)=x'—ua?+vx. Dann haben 
Zr, Ar und Dy die angegebene Form. Im linken Bild sind die z, v-Achsen zweimal 
gezeichnet, die x-Achse gilt für beide Bilder. Im rechten Bild sind Funktionsverläufe 
für F(x, u, v) für einige Parameterwerte von (, v) eingetragen. (u, v) sind Kontroll- 
parameter, x ist Phasenparameter. Es handelt sich um die zweite elementare Kata- 
strophe aus Satz 34.5.7. Hierbei ist Dr eine Neilsche oder semi-kubische Parabel. 
Im Innern der Neilschen Parabel (schraffiertes Gebiet) hat F bei fixiertem (, v) je 
2 Minima, auf Dr verschwindet eines der beiden Minima, und im Äußeren der Neil- 
schen Parabel gibt es nur 1 Minimum. Die beiden Minima im Innern der Neilschen 
Parabel sind genau dann gleich groß, wenn #=0 ist (positive u-Achse). 


Lokales Regime: F(x, «) sei jetzt ein beliebiges Potential, v€ R, und x€ R,„. Der Pro- 
zeß, den das System in einer Umgebung von x=0, u=0 durchläuft, wird durch 
(z(w), w) beschrieben, wobei x{w) ein relatives Minimum von F(x, w) bei fixiertem u 
ist (lokales Regime). Die Frage ist, welches Minimum angenommen wird (falls es 
mehrere gibt) und wie sich das System bei Variation von u entwickelt. Hierzu gibt 
es zwei Regeln: 
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un),vie) 


Alu) Rn 


Verweilregel (delay rule): Für u I}, befinde sich das System im Zustand x(u°) (rela- 
tives Minimum). Ändert sich u stetig (in einer Umgebung von uP), so ist das System 
bestrebt, seinen Zustand ebenfalls stetig zu ändern. Es verweilt so lange wie irgend mög- 
lich in einem Zustand x(w), der stetig in «(| überführt werden kann. Katastrophen 
(sprunghafte Zustandsänderungen) treten genau dann auf, wenn bei Variation von 
u das zugehörige Minimum x(z) verschwindet. Ist im obigen Beispiel («", »)€ Rt, ein 
Punkt aus dem inneren schraffierten Gebiet, so können auf D, (und nur dort) 
Katastrophen auftreten. Ob wirklich eine Katastrophe auftritt, wenn Dr über- 
schritten wird, hängt davon ab, welches Minimum gewählt wird. Wird D, von 
außen überschritten, so tritt keine Katastrophe auf. 


Maxwell-Konvention: Bei festem u£ R, realisiert das System stets jenen Zustand, der 
dem absoluten Minimum entsprieht. Katastrophen können somit nur an jenen u-Wer- 
ten auftreten, wo das absolute Minimum nicht mehr eindeutig bestimmt ist. Im 
obigen Beispiel ist dies die positive u-Achse. 


Systementwieklung: Durchlaufen die Kontrollparameter den Weg u(r), wobeir ein 
Kurvenparameter ist, so durchläuft das System die Zustände x=x({u(r)). Es ist 
ganz nützlich, sich im obigen Beispiel in der «, »-Ehene einen Weg vorzugeben und 
zu beobachten, wie sich das System verhält. Für den eingezeichneten Weg treten 
Katastrophen bei 1 und 2 auf, sofern sich das System entsprechend der Verweilregel 
verhält. 


Bemerkung. Die Maxwell-Konvention erscheint im ersten Moment etwas künstlich. Sie hat aber 
ein Gegenstück in der Morse-Theorie. Bei fixiertem u Dr ist F(x, u)EC=(R,, R,) nach Def. 
34.3.2 eine Morse-Funktion. Nach Bemerkung 34.3.2/5 geht aber die globale Stabilität von 
F(x, uw) verloren, wenn « ein Punkt ist, in dem das absolute Minimum nicht mehr eindeutig 
bestimmt ist. Die Größe der Funktionswerte spielt also auch in der Singularitätentheorie eine 
Rolle. 


35.1.3. Anwendungsbeispiele 


In diesem Abschnitt werden mögliche Anwendungen beschrieben. Eine genaue 
Untersuchung erfolgt aber erst später. 


Van der Waalssche Gleichung: Gegeben sei ein reales Gas. Die 3 charakteristischen 
Kennzahlen, das Volumen V, der Druck P und die Temperatur 7 genügen der van 
der Waalsschen Zustandsgleichung für 1 Mol 

da 


(P+ 4er -n=rr. 


[5 
-ı 
* 
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Hierbei sind @, b und r physikalische Konstanten. Bei festem 7 erhält man unter- 
halb einer gewissen kritischen Temperatur die Kurve (1). Erhöht man den Druck 
bei konstanter Temperatur, so vermindert sich das Volumen, und das Gas verwan- 


delt sich in Flüssigkeit. Der reale Ablauf entspricht dem Bild (2). wobei der Bogen « 
die gasförmige und der Bogen $ die flüssige Phase beschreibt. Nach der Maxwell- 
schen Vorschrift muß die Gerade in (2) so eingezeichnet werden, daß die beiden 
schraffierten Gebiete den gleichen Flächeninhalt haben. Wie wir später sehen 
werden, entspricht dies der Maxwell-Konvention aus 35.1.2. Der in (2) beschriebene 
Prozeß ist reversibel. Bei außerordentlich sorgfältigen Versuchsbedingungen kann 
man einen irreversiblen thermodynamischen Prozeß erzeugen, der der Kurve in (3) 
entspricht. Analog kann man von der flüssigen zur gasförmigen Phase übergehen. 
Im Rahmen der Katastrophentheorie kann man eine quantitativ und qualitativ 
befriedigende Beschreibung liefern (siehe 35.3.1.). Die Situation legt nahe, P und 7 
als Kontrollparameter sowie V als Zustandsparameter zu betrachten. 


Weitere physikalische Beispiele. Untersucht man einen belasteten elastischen Stab, 
so treten bei kritischen Belastungen Knickungen und Ausbeulungen auf. Solche und 
ähnliche Phänomene der Elastizitätstheorie können im Rahmen der Katastrophen- 
theorie gut behandelt werden (siehe 35.3.2.). Der Druck auf den Stab ist Kontroll- 
parameter, die Abweichung von der Normallage ist Zustandsparameter. In der 
geometrischen Optik kann das Phänomen der Kaustik (siehe 33.1.3. und 33.1.4.) 
durch die Katastrophentheorie beschrieben werden. Hierauf gehen wir jedoch nicht 
ein. In 35.3.3. behandeln wir das Umbrechen einer Wasserwelle beim Auflaufen auf 
den Strand. 


Biologische Beispiele: Das Buch von R. Thom [42] wirbt für die Anwendung der 
Katastrophentheorie in der Biologie. Im Laufe der Entwicklung eines Lebewesens 
spezialisieren sich die Zellen. Ist «€ R, der Ort einer Zelle und "die Zeit, so kann 
man (a, t)e A, als Kontrollparameter deuten. Der Zustand der Zelle wird durch 
biochemische Parameter gekennzeichnet. Die (v, t)-Punkte, in denen über weitere 
Spezialisierungen der Zelle entschieden wird, sind Katastrophenpunkte. In Analo- 
gie zum elektromagnetischen Feld oder zum Gravitationsfeld meint R. Thom [42]. 
S. 151-152, daß man auch ein ..Lebensfeld‘“ betrachten kann. Lebewesen sind dann 
Teilchen oder strukturell stabile Singularitäten dieses Feldes. Alle Lebensäußerun- 
gen entstehen dann durch Einwirken dieser Teilchen aufeinander und im Kampf 
dieser Teilchen: fressen und gefressen werden. Das Problem besteht in der geome- 
trischen Beschreibung dieses Lebensfeldes. In 35.4.2. behandeln wir zwei Beispiele: 
die Gastrulation von Amphibien und die Freßlust von Phagozyten. 


Geometrie der Formen: Die Diskussion der 7 elementaren Katastrophen führt zu 
einem gewissen Vorrat an geometrischen Gebilden (Singularitätenflächen usw.). 
Betrachtet man einen unstetigen Naturvorgang (z. B. geologische Verwerfungen, 
meteorologische Erscheinungen, medizinische Katastrophen), so kann man versu- 
chen, die Dynamik des Prozesses auf diese geometrischen Grundtypen zu reduzie- 
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ren. Das hängt eng mit den biologischen Modellen zusammen. Wir verweisen auf 
[#21 


Anwendungen: Die Katastrophentheorie hat Anwendungen gefunden in: Medizin, 
Biologie, Thermodynamik, Elastizitätstheorie, Linguistik, Meteorologie, Optik, 
Geophysik, Soziologie u.a. Außer auf die bereits genannten Bücher [27, 42] ver- 
weisen wir in diesem Zusammenhang auf [60, 66, 67]. Mathematisch befriedigend 
sind z. Z. aber wohl nur die physikalischen Anwendungen. 


35.1.4. Die drei Interpretationen der Katastrophentheorie 


J. Guckenheimer unterscheidet in [13] 3 Interpretationen der Katastrophen- 
theorie. 
1.(V. I. Arnold). Katastrophentheorie ist Singularitätentheorie von Flächen und 
Abbildungen, also eine innermathematische Theorie, deren Anfänge in Kap. 34 
dargestellt wurden. Das schließt ausgewählte Anwendungen, insbesondere auf 
physikalische Probleme, nicht aus. 
2.(R. Thom). Der Standpunkt von Thom ist mehr philosopbischer Art. Vorgänge 
in belebter und unbelebter Natur sollten geometrisiert werden und als Abfolge 
(elementarer und allgemeiner) Katastrophen dargestellt werden. Die Singulari- 
tätentheorie erscheint als mathematisches Hilfsmittel, sie ist aber nicht der Kern 
der Theorie. 
3. (E. CO. Zeeman). Die geometrischen Flächen der Singularitätentheorie werden 
für konkrete Modelle aus Medizin, Biologie. Soziologie usw. benutzt. Diese Modelle 
sind einerseits spekulativ (was die verwendeten Hypothesen anbelangt), anderer- 
seits aber so konkret in ihren Aussagen (was bei T’hom nicht immer der Fall ist), daß 
sie kritikfähig sind. Ein typisches Beispiel ist das Modell, das die Aggression von 
Hunden beschreibt (siehe 35.4.3.). Diese konkreten Modelle sind es, die die Kata- 
strophentheorie über den Kreis der Mathematiker und Physiker hinaus bekannt, 
gemacht haben. Sie haben aber auch viel Kritik auf sich gezogen, siehe [13]. 


35.2. Elementare Katastrophen 
35.2.1. Der generische Aspekt 


Es sei F(x, u) mit zc R, und uc R, ein strukturell stabiles Potential im Sinne von 
35.1.1. Von Interesse sind Katastrophenpunkte unter Berücksichtigung der Regeln 
aus 35.1.2. Wie wir bemerkt hatten, führt dies auf folgendes Problem: F(x, u)£ 
em({n+r) ist die stabile Entfaltung eines Keims /E m?(n), die bei 0e A, +, ein lokales 
Minimum besitzt. Ist r=4, so kann man Satz 34.5.7 anwenden, sofern f endlich- 
determiniert ist. Es bleibt das Problem. ob diese (nach Satz 34.5.4/1 notwendige) 
Voraussetzung die Menge der zulässigen Potentiale nicht zu sehr einschränkt. 


Satz. Es seir—1,2,3, 4 In O(Ruz,, Rı) qibl es eine offene und dichte Menge J,, 
deren Elemente F(x. uJEC(R,z,, Rı), wel. ueR,, folgende Figenschaften haben: 
1. 2 aus 35.1.1. ist eine r-dimensionale Mannigfaltigkeit. 

2. Ist (x, ud) FF, so ist F(x, u) in einer Umgebung von (x, u) eine stabile Entfaltung 
des Keims F(x, u)EC(R,, BR) (bezüglich einer Umgebung von x" in R,). 


Bemerkung 1. Der Punkt (x, u®) übernimmt jetzt die Rolle des Punktes (0, 0) aus 34.5. (siehe 
Def. 34.5.1). Aus Satz 34.5.4/1 folgt, daß f(x) =F(x- x", u") em!(n) für FEJ, und (2, uN)eI; 
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endlich-determiniert ist. Liegt ein lokales Minimum vor, so kann man also die Thomsche 
Klassifikation aus Satz 34.5.7 anwenden. 


Bemerkung 2. Wird ein physikalischer Prozeß durch ein Potential Fy(z, a)EC*(R,;r, Rı) mit 
r=4 beschrieben, so findet man in beliebiger Nähe von F, ein Potential F<J,. Im Sinne der 
strukturellen Stabilität ist es somit sinnvoll, sofort F,£J, zu fordern. 


Bemerkung 3. Auf zwei Punkte soll nochmals aufmerksam gemacht werden: (a) Katastrophen- 
phänomene sind lokale Phänomene (auch wenn die Grundtypen global untersucht werden). 
(b) Die Thomsche Liste entsteht erst nach Reduktion. Bei konkreten Aufgaben muß man also 
noch konstante Entfaltungen und das Hinzufügen positiv-definiter quadratischer Formen 
berücksichtigen. Eine genaue Beschreibung der damit verbundenen mathematischen Operatio- 
nen findet man im Anhang T in [27]. 


35.2.2, Bilder elementarer Katastrophen 


Von Interesse ist eine detaillierte geometrische Diskussion der Entfaltungen 
F=G, aus Satz 34.5.7 und der zugehörigen Gebilde 27, Zr und Dy aus 35.1.1. 
Insbesondere für die Verweilregel aus 35.1.2. sind die möglichen Katastrophen- 
punkte in Dr enthalten. Für die ‚‚Spitze‘‘ haben wir bereits in 35.1.2. entsprechende 
Betrachtungen angestellt. Wir beschränken uns hier auf eine Auswahl, wobei die 
nachfolgenden Bilder aus [£| und [42] stammen. 


Die Falte: 
f=»cm1), Fie, uy=wr+ur. 


Zy=tla, u)elR, | 32?+u=0}, 

Ap={ie, u)e.Ry |a=u =0}, 

Dr={0}. 
Die Falte ist keine sehr interessante elementare Katastrophe. F(r, u) besitzt für 
u<0 genau ein Minimum, das für «—0 verschwindet. Ein Springen von einem 
Minimum in ein anderes tritt nicht auf. 
Der Schwalbensehwanz: 

f=wem!1), Fl, u v, w=a+un+ve?+wr, 


LIp={lz, u, v, w)ER, | 58° +3uX?+2vc+w=0}, 


& 
© 
iV 
IS 
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Ar={(x, u, v, w)E pr | 202° +6uxr+20=0}, 
Dr={(u, v, w)ER, | 3x mit 5x7 +3ur?+ 2 +w=20x3+6ur+20=0}. 


Der Wellenkamm (hyperbolischer Nabelpunkt): 
=a?+yPem?(2), Fix, y, u, vw) +yP+wey—ur—vy, 
Ir={l&, y u, v, w)ER, | dar +wy—u=dy?+wr—v=0}, 


=0}, 


Dr={(u, v, w)ERy | 3(&, y) mit u=3a?+wy, v=3y?+ we, w2=36ry} . 


62 w 


Arie, Y: uU, v, w)eir | in 77 


Bei fixiertem w ist 
(x y)> (u, v)= (32? + wy, 3y?+wx) 


u 


Jöryew? 


—: D,n{w=const} 


eine C*(R,, R,)-Abbildung, die das gezeichnete Quadrat der x,y-Ebene in die ent- 
sprechende Figur der w,v-Ebene überführt. Dabei ist diese Figur nicht räumlich 
zu verstehen, sondern kennzeichnet nur die verschiedenen Überdeckungen. 
DrN {w=const} ist das Bild der Hyperbel 362, = w?. Für w#=0 entartet diese Figur: 
Das x,y-Quadrat wird gefaltet und auf ein vierfach überdecktes u,v-Quadrat abge- 
bildet, das gefaltete Taschentuch. Die gezeichnete w,v-Figur ist also das generische 
Bild des gefalteten Taschentuchs, wobei das Falten jetzt an der Hyperbel 36xy= w 
stattfindet. 


Das Haar (elliptischer Nabelpunkt): 
3 3 
-5 —zy?em?2), Fix, y, u, v, w)= n - ap? + wart y?) -ux—vy, 


Dr={(u, v, w)ER,| I3(&, y) mit u=r?—y?+2wr, v= — 2ry + 2wy, 
+? =w}} , 


Dr ist eine zweidimensionale Fläche im w,v,w-Raum. Der Schnitt von Dr mit 
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ana Ye an ae .  |jw| 
w=const ist eine Hypozykloide: Ein Kreis vom Radius —- rollt innen an einem 


Kreis vom Radius |» ab. Fixiert man einen Punkt auf dem kleineren Kreis, so ist 
die Spur dieses Punktes beim Abrollen eine Hypozykloide. 


Der Pilz (parabolischer Nabelpunkt): j 
A y' 
f=ay+ z em?(2). Fix, y, u, », w, t)=r’y+ = +? +? -uXr—ey , 


Ipr=ila, y u, vd, w, DE Re | 2rlyt+h)u=rt+yP+2wy—v=0}, 


2(y-+t) 2x 
2% 3y2— 2w 


-o! 
=0r, 


Ar=i(e. Yu, w, DEIF| 


Dr= (u, v, w ER, | 3(e, y) mit u=2cly+t), =? + PP + 2uy, 
22= (ya? +2w)}. 


35.3.1. 35.3. Anwendungen in der Physik 421 


Der Pilz ist die komplizierteste elementare Katastrophe. D7 ist eine dreidimensio- 
nale Fläche im K,. Setzt man v=x(y, t, w) in u und » ein, so erhält man x = «(y, t, w) 
und v»=»(y, t, w). Dann sind Dr) {w=const, (=const} Kurven in der @,v-Ebene 
mit yals Kurvenparameter. Variiert man zw und £, so daß w? +1? ec? ist (c=0 klein), 
so erhält man nach [42]. S. 86-88, eine Folge von Kurven, die den einzelnen Gebie- 


ten bzw. Kurven der w,t-Ebene entsprechen: Ist (ir, !) aus dem Gebiet 1]. so ist 
Bild 1 zuständig, liegt (, ) auf der Kurve 6, so ist Bild 6 zuständig usw. Das 
interessante ist, daß eine Reihe früherer Katastrophen als Spezialfälle wieder er- 
scheinen. 1 ist eine „Spitze“ (eine diffeomorph verzerrte Neilsche Parabel), bei 2 
erscheint ein Punkt, der sich anschließend in die Lippen-Katastrophe verwandelt 
und in 5 Pilzform annimnit (das erklärt auch den Namen). 6 entspricht der Wellen- 
kamm-Katastrophe (das generische Bild des gefalteten Taschentuchs). Das an- 
schließende krunmmlinige Dreieck ist analog zu den Hypozykloiden der Haar-Kata- 
strophe, das Dreieck verschwindet und erscheint anschließend sofort wieder. 
Details und Formeln findet man in [42], 8. 81-90. 


Bemerkung. Man sieht den Bildern für „„Schwalbenschwanz". „Haar“ und „Pilz“ an, woher die 
poetischen Namen stammen. Ähnlich ist es für die Schmetterlings-Katastrophe, siehe [4, #2]. 
Auf die Dentung von „Wellenkamm“ kommen wir später noch zurück. 


35.3. Anwendungen in der Physik 


35.3.1. Die van der Waalssche Gleichung 


Der physikalische Sachverhalt wurde in 35.1.3. beschrieben. Sind wie dort P, V 
und T Druck, Volumen und Temperatur eines realen (rases, so ist für I Mol 
a E 
(?+5) -b)=rT (1) 


die van der Waalssche Zustandsgleichung. Sie ist eine gute Beschreibung außerhalb 
des Überganges von der flüssigen zur gasförmigen Phase (oder umgekehrt ), also für 
die Bögen x und 3 im Bild (2) in 35.1.3. Wir diskutieren diese Gleichung in zwei 
Varianten. 


1. Variante (quantitatie). Der kritische Punkt von (1) ist 


[7 Sa 
Pa, Vı=B, P= . 
2762’ 777, 
Setzt 2 D.2 a 1 ı Ve i hält 
Setzt man m. ‚iI=— — und =—-— |, So ernida man 
nan 2» i 2 T. j ; ir 


323 +(St+ p)c+(8t—2p)=0. 
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2 4 
Mit u = z (St+p), u=z (8t—2p) ergibt sich 


dad Zur +v=0. (2) 


Ist F=F(x, u, v)=r—ur?+ vr, so ist F die universelle Entfaltung von = xt€m? (1) 
aus Satz 34.5.7, die Spitze. Dann stimmt (2) mit Ip aus 35.1.1. überein. Rech- 
net man £' wieder auf P, Y und T um, so erhält man eine Funktion, die in einer Um- 
gebung des kritischen Punktes qualitativ das Gibbssche thermodynamische Poten- 
tial @(V, P, T) beschreibt. Die möglichen stabilen Zustände des Systems werden 
durch (2) beschrieben, wobei man die Modifikation durch die Maxwellsche Vor- 
schrift im Sinne von Bild (2) aus 35.1.3. zu berücksichtigen hat. Diese Maxwellsche 
Vorschrift in der Sprache des Gibbsschen Potentials lautet: Bei vorgegebenen Kon- 
trollparametern P und 7’ realisiert das System einen Zustand F, der durch ein abso- 
lutes Minimum von G(V, P, T) (bei festem P und T) gegeben ist. Bei den obigen 
Transformationen überträgt sich diese Eigenschaft in einer Umgebung von (P., T.. Ve) 


auf F(x, u, v) in einer Umgebung von 0€.R, mit w, v als Kontrollparameter und 
x als Phasenparameter. Das ist aber die Maxwell-Konvention für die zweite elemen- 
tare Katastrophe, die Spitze. „liquid“ und „gas“ kennzeichnen den flüssigen und 
den gasförmigen Zustand. Der stark eingezeichnete Pfeil ist der übliche Katastro- 
phenweg mit einer schlagartigen Volumenänderung bei Erreichen eines Punktes mit 
v=(0 und u>0). Man kann aber Anfang und Ende dieses Vorganges auch auf dem 
gestrichelten nicht-Katastrophenweg erreichen. „gaquid“ kennzeichnet jenes Ge- 
biet, das bei sorgfältigen Bedingungen experimentell erreichbar ist, Bild (3) in 35.1.3. 


2. Variante (qualitativ). Vom Standpunkt der Katastrophentheorie gibt es eine sehr 
elegante, rein qualitative Betrachtung, die mit einer gewissen Notwendigkeit zudem 
obigen Bild führt, ohne die van der Waalssche Zustandsgleichung zu kennen. Man 
investiert folgende Hypothesen: 1. Das Gas-Flüssigkeits-Gemisch besitzt einen 
kritischen Punkt P., V., T. (was experimentell gesichert ist), und das Verhalten des 
Systems in der Nähe dieses Punktes wird durch ein strukturell stabiles Katastro- 
phen-Potential @(V, P, T) beschrieben. 2. Es ist zweckmäßig, den Druck P und die 
Temperatur 7 als stetige Kontrollparameter und das Volumen F als (eventuell 
unstetigen) Phasenparameter anzusehen. Mustert man jetzt die Thomsche Liste aus 
Satz 34.5.7 durch, so gibt es nur eine Möglichkeit für diese Situation, nämlich die 
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zweite elementare Katastrophe, die Spitze. Man hat jetzt für das lokale Regime 
noch zwei Möglichkeiten, die Maxwell-Konvention und die Verweilregel. Die experi- 
mentellen Daten sprechen für die Maxwell-Konvention. 


Folgerung. Die Katastrophentheorie liefert eine Beschreibung in der Nähe des 
kritischen Punktes (P., V., T.); die van der Waalssche Gleichung ist brauchbar für 
Punkte (P, V, T\), die weit weg von diesem kritischen Punkt sind. Daß diese beiden 
vollkommen verschiedenen Betrachtungen so wunderbar harmonieren, ist ein wei- 
teres Beispiel für den wohlbekannten Sachverhalt: 


„Formeln sind eben doch klüger als Menschen‘. 


35.3.2. Eulersehe Deformationen 


In diesem Punkt folgen wir der Darstellung bei E. C. Zeeman [50]. 


Eulerscher Bogen: Zwei Stäbe gleicher Länge sind durch ein Gelenk verbunden. Von 
rechts und links wirkt die Kraft #. Einem möglichen Ausknicken wirkt eine Feder 
am Gelenk entgegen. Dadurch ist das System in der Lage, ein Ausknicken zu ver- 
hindern, sofern f kleiner als ein kritischer Wert ß. bleibt. Für >. kniekt der Stab 
nach oben oder unten aus, nicht ruckartig, sondern stetig mit stetig wachsendem ?. 
Das Maß der Ausknickung wird durch den Winkel x beschrieben. (Wir betrachten 


nur stabile Gleichgewichtszustände, schließen also den Fall des instabilen Gleich- 
gewichts x=0 für $>, aus). Die Kraft « wirkt am Gelenk des ausgeknickten Sta- 
bes. Wächst x, so springt das System bei einem kritischen Wert ruckartig in eine 
untere stabile Lage. 


Energiebilanz: Eine Analyse zeigt, daß das System durch das Potential 
a 1 . 
V(z, a, P)=z u(2x)?+% sin x —2ß(1-cos x) 


beschrieben werden kann (Gesamtenergie). #>0 ist hierbei eine feste Federkon- 
stante. x und £ sind variabel. Bei gegebenen « und $ realisiert das System einen Zu- 
stand minimaler Energie, insbesondere ist dann 


V 
a cos x —2ßsinz. 
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Diese Formel zeigt, daß ?=2u für «=0 und kleine x (und nur solche werden hier 
betrachtet) ein besonderer Wert ist. Wie wir sehen werden, ist d.= 2a. Mit $=2u+b 
erhält man 


s M RT 25 ee 

Y (2; K. pP) =ar — bir? — 6 x>+ Ta x*- 0x3) 
Be ih 5) +0(25) 
ern 6 hi | 13 2°). ( 


Von Interesse ist das Verhalten in ener Umgebung von <=b=0. Wir erinnern an 
die Spitzen-Katastrophe und ihre universelle Entfaltung aus Satz 34.5.7 und 35.1.2. 


fHar)srtem:(1), Fa, urv)sr— ut. (2) 


Durch unwesentliche RER Abbildungen kann man jetzt (1) auf die Normal- 
form (2) bringen, also Fr, vu, v) Vz, «, b+2u) mit au» und bu (wobei „w“ 
näherungsweise Gleichheit bedeutet). Somit ist (1) eine universelle (insbesondere 


r i en ‚ ; ae 
also eine strukturell stabile) Entfaltung des KeimsE x: im Sinne von Satz 34.5.7. 
ö 5 


Insbesondere hat also V'(x, x, ) qualitativ das in 35.1.2. gezeichnete Verhalten. Das 
lokale Regime wird durch die Verweilregel bestimmt. Ein typisches Beispiel ist der 
eingezeichnete Weg: Lang: 1 ist «=0 und Ba Hier hat V genau ein Minimum, 
nämlich bei @=0. Längs 2 ist =0 und #=24. Innerhalb der (diffeomorph verzerr- 
ten) Neilschen Parabel hat F zwei Minima. Die entsprechenden (positiven oder ne- 
gativen) x-Werte deuten das stetige Ausknicken nach oben oder unten an. Längs 3 
betrachtet man das System bei wachsendem x, festem 2 und v0. Entsprechend der 
Verweilregel bleibt das System in einem Zustand mit x=0. Nähert sich das System 
dem Punkt P, so verschwindet dieses Minimum (man vergleiche mit den Bildern 
für das Potential in 35.1.2.). Es tritt eine Katastrophe ein, das System springt in 
den verbleibenden stabilen Zustand mit .-=0. Längs 4 befindet sich das System in 
einem stabilen Zustand mit 20. 


Eulerscher Knickstab: Ein homogener elastischer Stab nit dem Elastizitätsmodul u 
und der Länge A wird von rechts und links mit 3 belastet. Nach Euler hält der Stab 


der Belastung stand, bis der kritische Wert = u : erreicht ist. Der Stab beult 


dann ans und nimmt die Form /(s) = sin 


E 


TS r Le A : 
7 ' 9x3) an. Hierbei ist x die Amplitude 


der Auslenkung (die als klein vorausgesetzt wird), s ist die Bogenlänge, und /(s) 
ist die Auslenkung aus der Normallage. Wird der ausgebeulte Stab unsymmetrisch 
mit x belastet, so erhält man zuerst eine Figur, die der Summe zweier Sinuskurven 
mit den Amplituden x und entspricht. Hierbei ist y—y(z. e). Wächst «x, so gibt es 
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einen kritischen Wert. Der Stab springt dann in eine untere stabile Lage. Nach 
Zeeman wird y=y(z. e) durch eine duale Spitzen-Katastrophe beschrieben. Dual 
heißt, daß die stabile Lage durch die y-Werte auf der schraffierten Mittelfläche dar- 
gestellt wird. Wächst « bei konstanten e, so wird bei Q ein kritischer Wert erreicht. 
Dann springt der Stab in eine neue stabile Lage, die nicht eingezeichnet ist. 


35.3.3. Brechung von Wasserwellen 


In diesem Punkt folgen wir den Darstellungen von E. C. Zeeman [48] und Thom 
[42], S. 78-79. Eine Wasserwelle, die sich dem Strand nähert, bricht um. Die Geo- 
metrie dieses Vorganges läßt sich gut mit der Wellenkamm-Katastrophe und der 
zugehörigen Entfaltung nach Satz 34.5.7 und 35.2.2. beschreiben, 


=" + pPem2{2), Fertp+wry-ur—vy. 


Deutet man w als Zeitparameter und w, v als Örtsparameter, so ergeben sich nach 
35.2.2. für D,Mlw=const} die angegebenen Bilder. Die Kurven fallen für o=0 
zusammen und vertauschen für #=-0 ihre Rollen. Das Ablösen einer runden (stabi- 


len) Form durch eine spitze (instabile) Form entspricht dem Umbrechen von Wel- 
len. Eine generische Verzerrung dieses Bildes, kombiniert mit Aussagen der klassi- 
schen Hydrodynamik (und passender Identifizierung der auftretenden Parameter 
mit physikalischen Größen) liefert ein qualitativ und quantitativ befriedigendes 
Bild (nach Zeeman): Im Moment des Umbrechens ist die Welle lokal symmetrisch, 
es tritt ein Winkel von 120% auf, nach dem Umbrechen ist AB ein Parabelbogen. 


35.3.4. Katastrophenmaschinen 


In diesen Punkt verwenden wir die Arbeit von T. Poston [33]. Katastrophen- 
inaschinen sind explizit konstruierte physikalische (zumeist mechanische) Systeme, 
die durch Potentiale beschrieben werden, die den Entfaltungen der sieben elemen- 
taren Katastrophen aus Satz 34.5.7 entsprechen. Insbesondere hängen diese Poten- 
tiale von Parametern ab (Ordnung der Katastrophenmaschine). Eine Katastrophen- 
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maschine nullter Ordnung entspricht dem einfachen Minimum aus 34.5.6.. eine 
Katastrophenmaschine erster Ordnung der Falt-Katastrophe usw. Man kann diesen 
Begriff auch verallgemeinern und Katastrophenmaschinen betrachten, die von un- 
endlich vielen Parametern abhängen (oder von Funktionen). Beispiele hierfür sind 
Seifenlamellen in Drahtschlingen und ihr Katastrophenverhalten bei Deformation 
der Drahtschlingen. Wir beschränken uns hier auf zwei einfache Fälle. 


Katastrophenmaschinen nullter Ordnung: Betrachtet wird ein streng konvexer 
Körper B mit der C*-Oberfläche D=&B. Dann ist D eine ©*-Mannigfaltigkeit. Ist 
Pe&D, so sei {P)eC*(D, R,) die potentielle Energie des Körpers in der Lage, in der 
P den Boden berührt. Der Körper versucht, eine stabile Lage einzunehmen, indem 
er ein relatives Minimum von /(P) realisiert. Da die Morse-Funktionen nach Satz 


a—n 
„») 
| PR Rn 


p stabiles kleine instabiles 
Gleichgewicht Störung Gleichgewicht 


34.3.2 (mit D statt R,„) diebt in C=(D, A,) sind, kann man generisch davon aus- 
gehen, daß f(P) eine Morse-Funktion ist. Ebenfalls aus Satz 34.3.2 mit D statt A. 
folgt dann, daß jedes relative Minimum lokal stabil ist. Wird der Körper gering- 
fügig ausgelenkt, so pendelt er sich wieder auf die stabile Ausgangslage ein. Hat ein 
Körper eine Symmetrieachse, etwa ein Ei, so besitzt er instabile Gleichgewichte. 
Eine solche Figur ist nicht generisch. Das wirft folgende Frage auf. Hat ein (physi- 
kalisches oder sonstiges) Problem natürliche Symmetrien, so scheint es zweckmäßig 
zu sein, generisch diese Symmetrien nicht zu zerstören. Das Ziel ist eine Singulari- 
tätentheorie unter Berücksiehtigung von Symmetrien, eine neue Thomsche Liste. 


Katastrophenmaschinen erster Ordnung: Es seien /=x*?Em?(l) und F=r’+ux die 
Falt-Katastrophe und ihre universelle Entfaltung. Es ist das Ziel, ein Beispiel aus 
der Mechanik zu finden, dessen Potential im wesentlichen gleich # ist. Ein gewichts- 
loses Rad (etwa aus dünnem Blech) vom Radius 1 liegt auf einer schiefen Ebene mit 


dem Neigungswinkel x. Im Abstand e mit O<c<1 vom Zentrum befindet sich ein 
schweres Gewicht (etwa ein Magnet). Ist e>sin x, so gibt es zwei Gleichgewichts- 
zustände, ein stabiles Gleichgewicht, wenn sich das Gewicht im Punkt A befindet, 
und ein labiles Gleichgewicht, wenn sich das Gewicht im Punkt B befindet. Für 
c=sin « hat das System einen singulären Punkt, und wir setzen e= —u-+sin «. Ist 
H(g, u) die eingezeichnete Größe, so ist das System genau dann im Gleichgewicht, 


35.4.1. 35.4. Weitere Anwendungen 427 


wenn H({p, u)=0 ist. Von Interesse ist das Verhalten in der Nähe des kritischen 
Punktes u=g=0. Es ergibt sich 


H(g, u)=sin a —c cos g=sina (l—-cosg@)+ucosp, 


3 : si 
F(g, w)=sin « (p—-sin g)+u sin g=  Prup+. 6 


ap 


wobei F ein Potential mit — =H ist. Das ist aber die Entfaltung der Falt-Kata- 
[7 


strophe. Es gibt für u<O zwei p-Werte mit ZH, “)=0. Aber nur für g, er- 


" ER &F [a ; 
hält man ein Minimum, da — (gu, #) = —— (99. u) >0 gilt. 
op“ [47 


35.4. Weitere Anwendungen 


35.4.1. Taylorreihen und Zellen 


Thom betrachtet die Katastrophentheorie auch als eine Theorie der Analogien. 
Danach sind etwa zwei Katastrophenvorgänge analog, wenn sie durch die gleiche 
elementare Katastrophe beschrieben werden können. Diese Analogien gehen aber 
noch viel weiter und sind teilweise sehr formaler Natur, wie das folgende Beispiel 
zeigt (vgl. [42], S. 30/31). Es sei f(x, y)eC=(A,, R,) mit (0, 0)=0 und der formalen 
Taylorreihenentwicklung 


Hz; y) > , 2 ty), a90=0. 


Bezüglich der topologischen Natur (Normaliormen, die durch lokale Diffeomorphis- 
men erreicht werden können) von f(x, y)£m(2) kann man folgendes sagen: Ist 
[a1,0| + ao, ı| >0, so ist die topologische Struktur von f(x, y) nach Bemerkung 34.3.2/4 
durch a,,02 + ao,ıy festgelegt. Die Normalform ist f(x, y)=x. Für a9 49,1 =0 ist die 
topologische Struktur vorerst unbekannt. Ist 


43,000 2—a1ı +0, 


so ist /(x, y) (lokal) eine Morse-Funktion im Sinne von Def. 34.3.2. Die topologische 
Struktur ist dann durch a3,0@ + 2a, 12 + ao,2y? bestimmt, nach Bemerkung 34.3.2/4 
sind /(x, y)= +*?+y? die Normalformen. Ist dagegen ago —aj=0, so ist die 
topologische Struktur vorerst unklar, und man muß weitere Untersuchungen an- 
stellen. Man erhält folgendes Bild: Die topologische Struktur der Taylorreihen mit 
[aı,0| + |ao,ı| >0 ist bereits durch die linearen Terme bestimmt, höhere Terme haben 
keinen Einfluß. Auf der nächsten Entwicklungsstufe wird die topologische Struktur 
der Taylorreihen mit @a,0o=@01=0 und as,9002—afı +0 bestimmt usw. Die Analogie 
zur Zellentwicklung ist wie folgt: Auf einer ersten Entwicklungsstufe wird die Funk- 
tion gewisser Zellen fixiert, wobei spätere biochemische Störungen die Funktion 
dieser Zellen nicht mehr beeinträchtigen können. Andere Zellen, die für höhere Auf- 
gaben bestimmt sind, sind nocht nicht in ihrer Funktion festgelegt. Auf einer 
zweiten Stufe (dem entsprechen etwa die Morse-Funktionen in den obigen Betrach- 
tungen) werden weitere Zellen in ihrer Funktion fixiert und immun gegen spätere 
biochemische Störungen. Andere Zellen, die für noch höhere Aufgaben bestimmt 
sind, sind noch nicht in ihrer Funktion fixiert usw. Die Analogie ist klar, wenn auch 
sehr formal. 
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35.4.2. Anwendungen in der Biologie 


Es ist die Idee von Thom, aus der Geometrie eines Katastrophenvorganges 
tückschlüsse auf die Dynamik des Prozesses zu ziehen (Erraten der topologischen 
Form des Potentials). Insbesondere wendet er dies auf biologische Vorgänge an. 
Isolierte elementare Katastrophen reichen für ein solches Programnı nicht aus. Es 
werden Zusammenstöße elementarer Katastrophen, Häufungspunkte elementarer 
Katastrophen, elementare Katastrophen längs Linien und Flächen usw. betrachtet. 
Das führt zu sehr spekulativen Untersuchungen in der Entwicklungsbiologie: 
Spezialisierung von Zellen. Herausbildung von Knochen usw. Wir geben ohne De- 
tails zwei Beispiele an. die man in [42], S. 169-171 und 8. 187—189, findet. 


Gastrulation von Amphibien: Die Zellen der Keimblase von Amphibien (Lurchen) 
strömen an einer bestimmten Stelle in das Innere der Keimblase ein. Es entsteht 
eine Einstülpung. der Urmund. Nach Thom kann die Geometrie dieses Prozesses 
durch die Schwalbenschwanz-Katastrophe beschrieben werden. 


d) 


Phagozyten: Phagozyten nehmen besonders leicht Fremdkörper auf. Die Geometrie 
dieses Vorganges | läßt sich durch die Pilz-Katast rophe beschreiben. Die Pilz-Kata- 
strophe (siehe 35.2.2.) erlaubt den strukturell stabilen Übergang von der Wellen- 
kamm-Katastrophe (hyperbolischer Nabelpunkt) zur Haar-Katastrophe (ellipti- 
scher Nabelpunkt). Nach Thom [42]. S. 187: Wir betrachten eine Situation, die 
durch generische Deformation der Haar-Katastrophe entsteht (a). Nähert sich das 
Opfer, so verwandelt sich dieser elliptische Zustand (in Spannung) in einen hyper- 
bolischen (b). Regime 1 wird durch das einfachere, entspanntere Regime 2 abgelöst. 
Die äußeren Lippen von 1 bewegen sich nach außen und vereinigen sich. um ein 
Stück der äußeren Umgebung zu fangen. Das Opfer O wird in eine Höhle einge- 
schlossen und verdaut (ec). Schließlich wird der elliptische Zustand (d) angenonmen. 


Bemerkung. Diese Beispiele sind schr flüchtig und unvollständig. Aber sie zeigen eines der 
wesentlichsten Anliegen dieser Betrachtungsweise: die Topologie von Katastrophenvorgängen 
in der Biologie auf einige wenige Grundtypen (etwa im Sinne der T’homschen Liste) zu redu- 
zieren. 


35.4.3. Hunde und Mathematiker 


Der vorangegangene Punkt gibt einen (wenn auch nur sehr groben, unvollstän- 
digen und oberflächlichen) Eindruck vom Anliegen R. T’homs. Die Anwendungen 
von E. C. Zeeman sind häufig viel konkreter und auf die Geometrisierung isolierter 
Sachverhalte gerichtet, die von wenigen (mitunter nur qualitativ erfaßbaren) Para- 
metern abhängen. Wir geben zwei Beispiele an: Ein (tierisch) ernst gemeintes und 
ein (menschlich) nicht ganz so ernst gemeintes. 


Aggressionsverhalten von Hunden: Als Modellfläche dient die Spitzen-Katastrophe. 
Furcht und Wut sind die stetigen Kontrollparameter. Das Verhalten des Hundes 
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Fewähn! 
Mathematiker 


Genie 


Unsinn 


ist der eventuell unstetige Phasenparameter. Das Bild des Zeemanschen Hunde- 
modells wurde [13] entnommen. 


Mathematiker: Zu diesem Hundemodell gibt es ein (nicht ganz ernst gemeintes) 
Analogon bezüglich der Fähigkeiten eines Mathematikers, das ebenfalls von E.C. 
Zeeman stammt [49]. Das Modell basiert ebenfalls auf der Spitzen-Katastrophe. 
Die Kontrollparameter sind der mathematische und der spekulative Gehalt (etwa 
einer Publikation). Der (sich eventuell unstetig ändernde) Phasenparameter klärt 
die Frage, ob es sich um einen gewöhnlichen Mathematiker, ein Genie oder einen 
Narren handelt. Gewöhnliche Mathematiker spekulieren nicht, aber ein spekulie- 
render Mathematiker kann sich rasch von einem Genie in einen Narren verwandeln. 
E. C. Zeeman schreibt: „Thom gehört nicht zu den gewöhnlichen Mathematikern, 
wie seine energischen spekulativen Ausflüge zeigen. Wie dicht er auch inımer an die 
Kante segelt, irgendwie schafft er es stets, auf der oberen Fläche zu bleiben“. 


Anhang: Über das Verhältnis von Geometrie und Realität im Wandel 
der Zeiten? 


1. Die Emanzipation der Mathematik 


Die Geschichte der modernen Mathematik beginnt mit Pythagoras (um 540 v. u. 
Z.). Bis zu diesem Zeitpunkt war Mathematik, insbesondere aber Geometrie, eine 
Art Naturwissenschaft. Es gab empirisch gefundene ‚Gesetze‘, die jederzeit experi- 


!) Vortrag im Rahmen der Vorlesung „Geschichte der Mathematik“ anläßlich des 100. Ge- 
burtstages von A. Einstein am 14. 3. 1979. 


28 Triebel, Math. Physik 
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mentell nachprüfbar waren, etwa geometrische Sätze im rechtwinkligen Dreieck 
usw. Erst Pythagoras stellte klar heraus, daß mathematische Sätze auf Annahmen 
(Axiomen) beruhen, und daß sie durch rein logische Schlüsse aus diesen Annahmen 
hergeleitet werden müssen. Er führte den abstrakten Beweis in die Mathematik ein: 
Eine der größten Leistungen in der Geschichte der Mathematik, die aber heute fast 
eine Selbstverständlichkeit geworden ist. Pythagoras ist aber noch aus einem zwei- 
ten Grund zu erwähnen. Er und seine Schüler (die Pythagoreer) glaubten, daß das 
Universum durch die ganzen Zahlen 1.2,3...... regiert‘ wird. Durch einfache (von 
den Pythagoreern zugelassene) Prozeduren kommt man zu den negativen ganzen 
Zahlen und von dort zu den rationalen Zahlen. Die zweite große Entdeckung der 
Pythagoreer war zugleich das Ende dieses Traums. Sie lautet in unserer heutigen 
Sprache: Y2 ist irrational. Dieser Satz ist für das Verständnis, was moderne Mathe- 
matik ist. fundamental. Denn bis zu diesem Zeitpunkt waren alle geometrischen 
Sätze (ganz gleich ob sie nın empirisch gefunden oder im Sinne von Pythagoras lo- 
gisch abgeleitet waren) experimentell nachprüfbar (wie naturwissenschaftliche Ge- 
setze). Ob eine gegebene Strecke das rationale oder das irrationale Vielfache einer 
anderen gegebenen Strecke ist, ist nicht experimentell entscheidbar. Das heißt, 
daß der obige Sachverhalt (Y2 ist irrational) ein innermathematischer Satz ohne 
Bezug zur Realität ist en man Realität mit dem Attribut der experimentellen 
Ü berprüfbarkeit versieht). Die Mathematik hatte sich emanzipiert: Abstrakte Be- 
weise und die Existenz innermathematischer Sätze gaben ihr jenes Gepräge, das sie 
bis zum heutigen Tage aus der großen Familie aller Wissenschaften in einzigartiger 
Weise heraushebt. 


2, Die Elemente des Euklid 


Die Elemente des Euklid stammen etwa aus dem Jahre 325 v. u. Z. und stellen 
den Versuch dar, die Geometrie der Ebene (soweit sie Punkte. Geraden und Kreise 
betrifft) axiomatisch zu fassen. Im Sinne von Pythagoras werden einige wenige An- 
nahmen (Axiome) an die Spitze gestellt und alle anderen Sätze aus ihnen durch rein 
logische Schlüsse hergeleitet. (Daß nach unserer heutigen Auffassung dieser Ver- 
such Lücken aufweist, ändert nichts an seiner überragenden Bedeutung.) Im 
wesentlichen handelt es sich hierbei um Sätze über Geraden. Dreiecke und Kreise in 
der Ebene, die eine anschauliche unmittelbare geometrische Bedeutung haben. Die 
empirische Abstammung (zumindest der überwiegenden Mehrzahl) der geometri- 
schen Sätze wird nicht geleugnet. Es geht vielmehr darum, das Arsenal vorhande- 
ner Sätze der Geometrie der Ebene systematisch zu ordnen und auf einige wenige 
Axiome zu reduzieren. Geometrie wird hier idealisierte und mathematisierte Rea- 
lität. 


3. Die analytische Geometrie 


Am 8. Juni 1637 erschien jenes Werk von Descurtes, das den Grundstein zur ana- 
Iytischen Geometrie legte. Die Ebene. der dreidimensionale euklidische Raum (und 
seine n-dimensionale Verallgenieinerung) werden mit kartesischen Koordinaten 
versehen (heute ebenfalls eine Selbstverständlichkeit). Die anschaulichen synthe- 
tisch-konstruktiven Methoden der Griechen werden durch analytische Methoden 
ersetzt oder doch wenigstens entscheidend ergänzt. Geometrische Gebilde konnten 
analytisch beschrieben werden, geometrische Fragen konnten auf analytisch-alge- 
braische Fragen reduziert werden. 
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4. Die Newtonsehe Meehanik 


Zusammen mit Archimedes und Gauß wird Newton zu den größten Mathematikern 
gezählt, die bisher gelebt haben. Sein Hauptwerk ‚.Philosophiae Naturalis Prineipia 
Mathematica““ erschien 1687 und zählt zu den bedeutendsten Büchern, die je ge- 
schrieben wurden. Es enthält u. a. die Grundzüge der klassischen Punktmechanik, 
insbesondere eine analytische Beschreibung der Planetenbewegung. Der dreidimen- 
sionale euklidische Raum und eine ..gleichmäßig dahinfließende“ Zeit gelten als 
gegeben. Sie sind gewissermaßen göttliche Einrichtungen, die es dem Menschen er- 
möglichen, sich mit Physik zu beschäftigen. Ausgerüstet mit der analytischen Geo- 
metrie entwickelte Newton die Mechanik aus wenigen Grundprinzipien. Der Ein- 
druck auf seine Zeitgenossen und unmittelbaren Nachfolger muß ungeheuer gewe- 
sen sein. Und auch hente noch ist es wohl ein guter Test für einen jungen Mathe- 
matik- oder Physikstudenten. ob er sich von dem in sich geschlossenen, großartigen 
(iebäude der klassischen Punktmechanik begeistern läßt oder nicht (ohne Begei- 
sterung geht es nämlich nicht in der Mathematik). 1942, zum 300. Geburtstag 
Newtons, widmete Einstein seinem großen Vorgänger folgendes Gedicht: 

„Seht die Sterne, die da lehren, 

wie man soll den Meister ehren. 

Jeder folgt nach Newton’s Plan 

ewig schiweigend seiner Bahn.“ 
Die Realität des dreidimensionalen euklidischen Raumes als Hülle, in der die Physik 
passierte, war bald unumstritten. (Bedenken von Leibniz waren bald vergessen. Es 
gab eigentlich auch keinen Grund für Zweifel, denn diese hätten sich. zumindest 
vom naturwissenschaftlichen Standpunkt aus gesehen, auf experimentell überprüf- 
bare Fakten stützen müssen. Und diese gab es damals nicht.) Geometrie, insbeson- 
dere analytische Geometrie, war das Tnstrumentarium., diese Realität mathematisch 
zu beschreiben. 


5. Das Parallelenaxiom umd seine Folgen 


Wie in Punkt 2 gesagt wurde, hat Euklid die Geometrie der Ebene axiomatisiert. 
Seine Axiome sind durchweg ganz einfach, mit Ausnahme des Parallelenaxioms. 
Es lautet wie folgt: Ist g eine (nach beiden Seiten unendlich ausgedehnte) Gerade und 


ist P ein Punkt, der nicht auf g liegt, so gibt es genau eine (nach beiden Seiten unend- 
lich ausgedehnte) @erade g’, die durch P geht und y nicht schneidet. Eine solche Gerade 
heißt Parallele. Man bemühte sich 2000 Jahre, dieses komplizierte Axiom aus den 
anderen einfacheren Axiomen des Systems von Euklid herzuleiten. Ohne Erfolg. 
Die Situation um 1800 war etwa folgende: Newton hatte sich bezüglich Raum und 
Zeit sehr vorsichtig ausgedrückt. Von seinen Nachfolgern wurde aber der dreidi- 
mensionale euklidische Raum zum Dogma erhoben. In ihm und nur in ihm konnten 
Naturvorgänge ablaufen. Von philosophischer Seite erklärte Kant den dreidimen- 
sionalen euklidischen Raum als denknotwendig. In dieser Situation erscheinen die 
beiden Alternativen zum obigen Parallelenaxiom, nämlich 
1. Es gibt keine Parallele g' 


28° 
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und a 
2. Es gibt mehr als eine Parallele g', 

als Ketzerei. Gauß beschäftigte sich intensiv mit dem Parallelenaxiom und kam (wie 
wir heute wissen) etwa um 1816 zu der Vorstellung, daß auch andere Geometrien 
als die euklidische denkmöglich sind. Genauer gesagt: Ersetzt man im System von 
Euklid das Parallelenaxiom durch eine der beiden angedeuteten Alternativen, so 
erhält man eine in sich widerspruchsfreie mathematische Theorie, eine nicht-eu- 
klidische Geometrie. Gauß publizierte nichts, um sich Anfeindungen zu ersparen. 
So wurde unabhängig von ihm (und zeitlich etwas später) die Möglichkeit nicht- 
euklidischer Geometrien von J. Bolyai und Lobatschewski entdeckt. Die erste Publi- 
kation zu diesem Thema stammt von Lobatschewski aus dem Jahre 1829/30 im 
Kasaner Boten. Nachdem der Bann gebrochen war, entwickelten sich in der zweiten 
Hälfte des letzten Jahrhunderts zahlreiche Geometrien, die nach rein innermathe- 
matischen Gesichtspunkten aufgebaut waren. Geometrie spiegelte nicht mehr 
Realität wider, die Geometrie hatte sich emanzipiert und von der Physik gelöst. 
Sie war eine innermathematische Teildisziplin geworden (was physikalische Anwen- 
dungen ja nicht ausschließt). Andererseits ist es äußerst bemerkenswert, daß Gauß 
Geraden mit Liehtstrahlen identifizierte und sich fragte, ob die Realität tatsächlich 
durch die euklidische Geometrie beschrieben wird. Erst Einstein hat hier wieder 
angeknüpft. 


6. Differentialgeometrien 


Von besonderem Interesse für die weiteren Betrachtungen sind Differential- 
geometrien. Betrachtet man eine zweidimensionale Fläche im dreidimensionalen 
euklidischen Raum, z. B. die Oberfläche einer Kugel, so kann man sich nach den 
inneren geometrischen Verhältnissen dieser Fläche erkundigen. Diese fallen im all- 
gemeinen anders aus, als man es von der zweidimensionalen Ebene gewöhnt ist. Die 
Welt hypothetisch angenommener zweidimensionaler Lebewesen auf der Oberfläche 
einer Kugel ist verschieden von der euklidischen Welt entsprechender zweidimen- 
sionaler Lebewesen in der Ebene. Diese zweidimensionalen Lebewesen müssen ihre 
Geometrie aufbauen, indem sie von ihren (zweidimensionalen) Erfahrungen aus- 
gehen. Wir, die wir mit einer dritten Dimension begabt sind, schauen von „oben“ 
auf diese zweidimensionalen Welten. Wir sind die Götter dieser Wesen. Unser Wis- 
sen, daß diese zweidimensionale Welt eine Fläche im dreidimensionalen euklidischen 
Raum ist. nützt diesen Wesen nichts, da sie keinen Sinn für eine dritte Dimension 
haben. Die Idee ‚innerer Geometrien‘ geht auf Gauß zurück. Er hat im wesentli- 
chen den anschaulichen (oder, wenn man möchte, realen) Fall zweidimensionaler 
Flächen im dreidimensionalen euklidischen Raum behandelt. Hierbei spielen lokale 
differentielle Eigenschaften von Funktionen eine entscheidende Rolle, daher auch 
die Bezeichnung Differentialgeometrie. Entscheidende Verallgemeinerungen stam- 
men von Aiemann, einem Schüler von Gauß. Es wurden Differentialgeometrien in 
beliebigen n-dimensionalen Räumen untersucht. Die Fragestellungen (und, wie man 
vermuten wird, auch die Antworten) waren rein innermathematisch. Geometrie und 
Realität (in Form der Physik) hatten sich endgültig getrennt und gingen ihre eige- 
nen Wege. So sah es jedenfalls am Ende des letzten Jahrhunderts aus. 
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7. Wie den Göttern die Zeit gestohlen wurde 


Um das Jahr 1900 herum vertraten führende Physiker die Meinung, daß ihre 
Disziplin kurz vor ihrer Vollendung steht (was die theoretischen Grundlagen be- 
trifft). Die wenigen noch offenen Probleme hoffte man im Rahmen der vorhandenen 
Theorien lösen zu können. Die Mathematik, die diesen Theorien zugrunde lag, war 
relativ einfach (gemessen am damaligen Stand der Mathematik oder verglichen mit 
dem heutigen mathematischen Instrumentarium der theoretischen Physik) und 
hatte wenig mit dem zu tun, was die Mehrzahl der Mathematiker jener Zeit be- 
wegte. Eines der noch offenen Probleme der Physik ergab sich aus den unterschied- 
lichen Raum-Zeit-Strukturen der Newtonschen Mechanik und der Maxwellschen 
Elektrodynamik. Die Newtonsche Auffassung von Raum und Zeit (die sich ja im 
Laufe von Jahrhunderten in so glänzender Weise bewährt hatte) galt als unantast- 
bar. Sie führte jetzt aber zu Schwierigkeiten. Im Jahre 1905 ersetzte Einstein die 
Newtonsche Auffassung von Raum und Zeit durch ein neues Konzept, das zur spe- 
ziellen Relativitätstheorie führte. Der Bann war gebrochen, und eine neue Auffas- 
sung von Raum und Zeit setzte sich durch. Bei Newton war die Zeit gegeben, sie 
wurde durch nichts beeinflußt. Einstein degradierte die Zeit. Sie war nicht mehr 
a-priori vorhanden, sondern wurde etwa durch einen periodischen Naturvorgang. 
also durch eine physikalische Prozedur, festgelegt. Zwei Beobachter vereinbaren 
lediglich, daß sie ihre ‚‚Eigenzeit““ nach der gleichen physikalischen Prozedur er- 
mitteln. Anschließend können sie sich dann über ihre Eigenzeiten unterhalten und 
diese experimentell vergleichen. Hierbei spielen dann die Aufenthaltsorte dieser 
beiden Beobachter und ihre Relativgeschwindigkeit eine entscheidende Rolle. 
Rechnen diese zwei Beobachter ihre Raum- und Zeitkoordinaten ineinander um, so 
vermischen sich Raum und Zeit (Lorentz-Transformationen). Das hat Minkowski 
1909 zu folgendem Satz veranlaßt: 


„Von Stund an sollen Raum für sich und Zeit für sich zu Schatten herabsin 
ken, undnur noch eine Art Union der beiden soll Selbständigkeit bewahren.“ 1) 


Die Zeit wurde gewissermaßen den Göttern gestohlen und den Physikern übereig- 
net. Als Trost dürfen die Götter noch bis 1915 den dreidimensionalen euklidischen 
Raum behalten. Mit anderen Worten: Physik spielt sich auch in der speziellen 
Relativitätstheorie im dreidimensionalen euklidischen Raum ab, der von physi- 
kalischen Vorgängen unbeeinflußt ist. Die Formeln der speziellen Relativitätstheorie 
sind relativ einfach. Es sind die Interpretationen dieser Formeln, die (zusammen 
mit der Quantenhypothese) eine neue Ära der Physik einläuteten. 


8. Die allgemeine Relativitätstheorie 


Im Jahre 1915 wird eine der glanzvollsten und geistreichsten T'heorien vollendet 
die sich menschlicher Geist je erdacht hat: Die allgemeine Relativitätstheorie von 
Einstein. Sie ist eine in sich geschlossene, komplizierte, hoch elegante mathematisch- 
physikalische Theorie. Ihre Sprache ist die der Riemannschen Geometrie (in einen 
verallgemeinerten Sinne), von der man doch einst glaubte, daß sie nichts mit 


1) Wilhelm Busch hat sich in „Tobias Knopp“ (ohne es zu wissen) wie folgt zum Thema 
Eigenzeit geäußert: 
„Einszweidrei, im Sauseschritt 
Läuft die Zeit; wir laufen mit.“ 
(Seriöse Leser bitte ich um Entschuldigung.) 
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Realität zu tun hätte! In dieser Theorie muß schließlich auch die Newtonsche Vor- 
stellung vom ewig real existierenden dreidimensionalen euklidischen Raum weichen 
(Die Götter sind nun arbeitslos). Die Struktur des Raumes wird durch physika- 
lische Vorgänge beeinflußt, z. B. durch schwere Massen. Betrachtet man etwa die 
hypothetischen zweidimensionalen Lebewesen aus Abschnitt 6, so kann man sich 
vorstellen. daß es viele derartige zweidimensionale Welten mit unterschiedlichen 
(reometrien gibt. Eine allgemeine Relativitätstheorie für diese zweidimensionalen 
Wesen würde etwa folgende Aussage machen: Die Fläche, in der diese zweidimen- 
sionalen Wesen leben, ist nicht für immer und ewig vorgegeben, sondern ändert sich 
im Laufe der Zeit und wird von (zweidimensionalen) physikalischen Vorgängen 
(schwere Massen. elektromagnetische Wellen) beeinflußt. Unsere reale Welt ist drei- 
dimensional. Da auch in der allgemeinen Relativitätstheorie Raum und Zeit gekop- 
pelt sind, muß man die Zeit als vierte Dimension hinzunehmen. Physikalisches 
Geschehen spielt sich somit in einer vierdimensionalen Raum-Zeit ab, deren Struk- 
tur durch eine (verallgemeinerte) Riemannsche Geometrie bestimmt wird. die ihrer- 
seits von physikalischen Vorgängen beeinflußt wird. 


9, Aushlick 


Geometrie als Sprache der Physik hat sich als überaus fruchtbar erwiesen. Gerade 
in unseren Tagen erlebt die Geometrisierung physikalischer Vorgänge einen neuen 
Höhepunkt. Wie nicht anders zu erwarten, ist dies wieder ınit einer Verkompli- 
zierung des verwendeten mathematischen Instrumentariums verbunden. Eine der 
neuesten Entwicklungen ist die Katastrophentheorie des französischen Mathemati- 
kers #2. Thom. Sein Buch ..Stabilite struelurelle et morphogenese‘‘ (1972) hat großes 
Anfsehen erregt. Wiederum spielen geometrische Theorien cine entscheidende 
Rolle. Von Thom stauumt der Satz: 

„Geometrie ist Magie. die funktioniert... Ist nicht alle 

Magie in dem Maße, wie ste erfolgreich ist, Geometrie" 
Ist das die Zahlenmystik der Pythagoreer im geometrischen Gewand? Könnte die- 
ser Satz nicht auch von Einstein stammen ‘ 


10. Schlußbemerkung 


Prometheus stahl den Göttern das Fener 
und lehrte, wie es zu nutzen sel. 

Einstein stahl den Göttern die Reum-Zeit 
und lehrte, wie sie zu nulzen sei. 
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